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第 -- 章 插值 


SL1 引 言 


在 生产 实践 的 许多 领域 里 , 例如 机 械 工业 造船 .汽车 制造 , 第 常 有 这 样 的 问题 : 给 了 一 
批 离散 样 点 , 要 求 作出 一 条 光滑 曲线 (用 至 于 曲面 )， 使 其 通过 或 尽 可 能 地 靠近 这 些 样 点 , 以 
便 满 足 设计 要 求 或 者 据 此 进行 机 械 加 工 。 在 过 去 , 这 种 放样 工作 大 都 是 用 人 工 方 式 进行 的 。 
为 了 提高 劳动 生产 率 、 提 高 设计 质量 , 日 益 需 要 在 计算 机 的 协助 下 ,用 数学 的 方法 自动 进行 。 
这 就 是 所 谓 数学 放样 以 及 曲线 .曲面 的 目 动 产生 的 问题 。 

另外 , 在 使 用 计算 机 和 解 题 时 , 由 于 机 器 只 能 执行 算术 的 和 逮 辑 的 操作 , 因此 , 任何 涉及 连 
续 变 量 的 计算 问题 都 需要 经 过 离散 化 以 后 才能 解 算 。 例如 计算 积分 时 ,采用 离散 点 了 郴 数值 
累加 , 即 数值 积分 的 方法 , 计算 微分 用 差 商 即 数值 微分 的 方法 , 解 微分 方程 用 格 网 即 差分 方 
法 , 以 及 有 限 元 方法 等 等 , 也 都 直接 或 间接 地 要 用 到 在 离散 数据 的 基础 上 补 播 出 连续 函数 的 
思想 和 方法 。 





图 1.1 ”图 工 2 


与 此 相关 的 一 类 数学 问题 是 插值 问题 , 即 当 原始 数据 (zco，gyo)，(za， %)，…，(c，%) 是 
精确 的 或 者 可 厚度 较 高 时 , 要 求 定 出 一 个 便于 计算 的 “初等 "的 函数 或 曲线 9 一 焉 (z) (例如 多 
项 式 , 或 者 分 段 多 项 式 等 等 ) 通 过 给 定 的 离散 样 点 

刺 (zo) -oo， 丽 (z) 一 加 盏 (ci) 一 久 
如 图 工 . 这 时 待定 函数 的 自由 度 ， 即 待定 参数 (例如 多 项 式 的 系数 ) 的 个 数 与 给 定 的 播 值 
条 件 个 数 相当 。 这 就 是 本 章 的 主题 。 

另 一 类 是 最 优 拟 合 或 最 小 偏差 问题 , 即 当 原始 数据 本 身 含 有 “ 品 音 ”, 即 含有 不 可 避免 的 
误差 时 , 要 求 定 出 一 个 初等 的 函数 . 闷 (z), 不 是 要 求 严 格 地 通过 样 点 , 而 是 要 求 最 优 地 靠近 样 
点 , 即 在 某 种 意义 下 总 的 偏差 为 最 小 (图 1.2) 。 这 时 待定 函数 的 自由 度 便 小 于 、 甚 至 于 远 小 
于 样 点 个 数 , 从 而 可 以 达到 滤 去 噪音 的 目的 。 这 将 在 81.6 和 第 四 章 中 讨论 。 


81.2 多 项 式 插 值 
为 了 讨论 的 方便 , 统一 约定 一 些 记号 和 名 词 如 下 : 恒 设 有 某 个 原 函 数 了 (c), 它 在 一 些 节 











2 


点 2 一 Zo， 0 … 处 的 值 为 j=j 太 xzo 户 =Fi，…。 必 要 时 还 引用 导数 值 j= 广 (xzo， 亡 = 
Ja …。 命 有 (为 适当 的 插值 多 项 式 。 原 函 数 与 播 值 函数 的 差 帮 z) 一 Eto) 也 叫做 搬 
值 余 项 。 符号 [zo，21， “表示 含有 点 Zo，0a， … 的 最 小 区 间 ， 也 就 是 以 IaX(Zo， Z1，%…) 和 
min (zo，zi， …) 为 端点 的 区 间 。 


1.2.1 最 简单 的 插值 公式 
介绍 几 种 简单 常用 的 捅 值 公式 。 它们 可 以 启示 一 般 捅 值 (1.2.2 节 ) 的 作法 ， 也 是 分 段 
插值 ( 尘 .3) 的 基础 。 为 了 方便 ,在 各 个 公式 后 都 附 列 余 项 估计 , 但 不 加 证 明 。 
《一 ) 一 点 零 次 一 一 水 平 插值 
过 样 点 (zo jw) 作 水 平 线 (图 1.3), 即 
忆 (O 一 帮 1.2.1) 
JW 一 下 (oO 一 太一 加 )，5E [rzo， 2] (人 2 
这 是 零 次 捅 值 , 对 于 函数 值 在 播 点 邻近 有 一 阶 精 度 , 但 对 于 导数 则 没有 逼近 性 。 





2X0 


图 1.3 本 


(二 ) 两 点 一 次 一 “线性 插值 
过 两 个 样 点 (ze 记 )，(ca, 方 ) 作 直线 (图 工 . 私 ， 即 





了 一生 全 放 + 和 -生态 (0.2.3) 
fo -Fo = 王 玫 的 C-mC-o Emo (人 .2 二 


这 是 一 次 插值 , 对 于 函数 值 有 二 阶 精 度 , 同时 对 于 导数 也 有 了 逼近 性 。 
为 了 分 析 的 方便 , 可 以 命 





一 01 录 一 00 
| Ce) 一元 一 导 ， gxE (1.2.5) 
显然 有 
1o(2) 十 王 (2) 三 工 
ok(xzo) 一 工人 (oO) 一 0，(Zo) 一 0，R(Z1) 吓 革 


而 线性 揪 值 可 以 表 为 
五 (Z) 一 ojo(o) 十 万 P 2) ”人 20) 


函数 Tc) ,ECz) 可 以 称 为 线性 插值 的 基 郴 数 。 





(三 ) 三 点 二 次 一 一 抛物 插值 
过 三 个 样 点 (zo，jfo) ，(zi, 方 )，(za， fa) 作 抛 物 线 ( 图 1.5), 在 解析 上 可 以 表 为 
太 (Z) 一 Fogo(z) 十 PPa(z) 十 fags(z) (1.2.7) 
这 里 插值 基 函 数 是 
一 01) (和 一 09 一 0o) (0 一 0s _ (zZ 一 2o) (2 一 
(1.2.8) 
而 插值 余 项 为 
7 一 OO= 读 的 Ca-oG-m 6EEro mu mo 加 .2.9) 
很 容易 验证 
1 (2o) 一 II， 加 (21) 一 0， bjo (4a) 一 0 
jzo) 一 0，7(O) =1，7(zo) 一 0 
jzo) =0，7(o) =0，ma(ea) = 工 
因此 函数 ( 工 .2. 纪 确实 满足 揪 值 条 件 
(co) 一 j 忆 (o) 一 广 ， 下 (zs) 一方 
从 图 .5 以 及 余 项 估 式 (1.2.9) 可 以 看 出 , 这 里 有 逼近 程度 又 提高 了 。 函 数值 有 三 阶 精 度 , 并 
且 直 到 二 阶 导 数 都 有 吉 近 性 。 
以 上 几 种 都 是 以 节点 的 函数 值 .名 , 方 ,，… 为 基础 的 插值 ， 本 
值 。 当 在 节 反 上 除了 函数 值 jo 广 ,… .外 还 掌握 导数 值 j, 方 , … 时 , 则 还 可 以 采用 带 导 数 的 
插值 ， 即 记 谓 挨 尔 米 特 \Hermite) 插值 。 除了 “过 点 ”外 还 要 求 ， 相 殷 2 密 合 程度 就 会 更 好 些 、 
举 出 两 种 最 简单 的 情况 








1 
四) 一 点 一 一 次 带 导数 村 
万 (2Z) 一 fo 二 (2 一 2o)jo (二 .2.10) 


(GD -了 (g) =- 子 瑚 的 -2 GE [ao 
这 就 是 如 线 括 值 (图 工 6)。 显 然 式 (1.2. 10) 满 足 插值 条 件 
玫 玫 (2o) 一 上 0， 五 (xzo) 一 j 0 
(五 ) 两 点 三 次 带 导 数 插值 
要 求 作 三 次 多 项 式 





忆 (27) 一 Co 十 00 十 Ca02- 二 Ca308 (人 2 .1》 


满足 (图 1.7) 

下 (co) = 访 ，(eo) 一 用， 三 (cz 一方 ， 丽 (wm) 一 及 人.2.12) 

利用 这 四 个 条 件 可 以 解 出 四 个 系数 wm,， ai，ca， ca， 它们 都 线性 地 依赖 于 九 , 矿 , 户 , 用 。 这 

y 里 演算 是 初等 的 , 但 比较 繁琐 , 故 从 略 , 而 直接 给 出 最 终 表 达 
3 一 扩 x 证 





(Z) 一 ooo (2 人 oo 哺 十 户 aa(z) 十 万 Baz) 
( 工 .2.13) 


这 里 播 值 函数 wm, A, 可 以 通过 两 点 线性 插值 的 基 函 数 ( 工 .2.5) 


8 一 好 一 二 
人 人 


1o(2) 十 六 (2) 三 工 





ao(z) 一 中 ( 代 十 28) 一 3 大 一 2 及 
oa (2) = 下 (1 十 21o) 一 3 且 一 2 


一 7 一 (人 一动 (1.2.15) 
一 一 JE= 一 2 全 一 一 
彤 一 21 一 00 
由 于 ( 代 .2. 反 ) 以 及 
10 (co) 一 80 (cz1) 一 万 ， 六 人 一 六 (za) 一 下 
不 难看 出 


oo(2o) 一 ， 6(Zo) 一 0， ao(4 一 0，a(2) 一 0 
po(xzo =0， zu = Bo 一 0，pBoGct) = 一 0 
ai(zo) 一 0， ol(zo) 一 0，aui(c) 一 1，om(o) 一 0 
Bo =0，p(zu = 一 0，pB 一 0，pCou 一 
因此 ( 代 .2， 人 人 .2.12), 它 就 是 所 要 求 的 三 次 捅 值 函数 , 而 余 项 估计 则 为 


jg-FO = 证 J0GC-mrc-o025 5E[m mo 加 (2.19) 


比 以 前 几 种 又 提高 了 精度 , 具有 直到 三 阶 导数 的 逼近 性 。 
表达 式 (1.2.15) 还 可 以 换个 写法 , 命 
wa(Z) 一 (4 一 Zo) (2 一 21) 
于 是 
WO (zo) 一 (0o 一 ZW ZU 一 (人 一， Oo 一 OZ) 一 2 
mg-Go)[ 全 cm | 
Bo = GO)2 人 -mi01 
这 种 形式 便于 推广 到 高 次 埃 尔 米 特 插值 (1.2.2 节 )， 而 形式 (1.2.15) 则 便于 推广 到 分 发 
尔 米 特 插值 (1.3.1 节 )。 


0 和 -type 一 er- jp- 耳 trmmerrre ee 0 - - ， 四 





TI.2.2 一 般 的 多 项 式 插 值 和 误差 


首 和 多 讨论 拉 格 朗 日 播 值 。 对 于 9 十 工 个 节 操 2o，…， Jr 的 函数 值 jo, … 


多 项 式 

下 (z) 一 go 十 QHC 十 十 Cr 
使 得 

了 (2 一 六 “一 0, 十 
根据 工 ,2， 1 节 中 式 人 2.3) 的 启发 ,可 以 作 wm 十 1 





:oO- 且 于 1=0 工 
显然 可 见 
， 当 4 一 ) 
ke) -5j=| 当 4 六 
因此 


忆 oO) 一 2 2) 
满足 插 信 条 件 ( 2.19)， 它 就 是 所 要 求 的 多 项 趟 。 也 可 以 命 
Q(2) 一 工 (一 


(0 一 下 (0 一 Zn) 


人 


因此 , 基本 数 (1.2.20) 也 可 以 表 成 


一 ) 
(2Z) TI 4 一 0，1， 


利用 积分 中 的 少 和 定理 可 以 证 明 ( 用 [5] 名 次 拉 氏 插值 的 余 项 可 只 表 为 
了 (2 一 下 (2) 一 ET er)aO(Z)， 《CE [Lzo， ny Z] 


1.2. 工 节 中 式 (4.2.3) 的 余 项 都 是 此 式 的 特例 。 命 帮 为 区 间 [zo …, o] 的 宽度 ， 
[e+9| 在 这 个 区 间 上 的 极 大 值 , 则 还 可 证 明 , 函数 连同 导数 有 如 下 的 估计 式 


2 ( 荆 :2.27) 


| op) 一 瑟 2 (oO) <- 
据 此 , 对 于 ( 代 .2.3) 各 式 的 导数 盟 近 性 可 以 得 出 相当 的 结论 。 
埃 尔 米 特 播 值 也 可 以 推广 到 一 般 的 情况 。 对 于 w+I 个 节 扎 2o， 


js …, 访 及 一 阶 导数 值 恺 ，…， 及 ， 根 据 2(n 十 1 个 播 信条 件 
五 (2 一 ， 8 (0 一 全 “一 (0， 二 0 


Mo ，0<D<I OOE [co …， 


“》 大 要 求 作 多 次 


人.2.18) 


d.2.19) 


(1.2.20) 


六 


(1.2.22) 


(1.2.23) 


G 2.24) 


( 工 .2. 25) 


42.26) 


间 为 


人 上 的 画 数值 


(1.2.28) 


可 以 唯一 地 定 出 2 上 + 次 的 播 值 多 项 式 王 0。 在 1.2 江 节 中 式 侍 .2. 芭 )、(1.2. 工 2 的 局 


”发 下 ,可 以 取 2(n 十 也 个 基 函 数 


“人 -4O) 于 - 当 四 -aa] | 


Bo) 一 (oO )2C 一 0，《 一 0， 1 
这 里 8(z) ，w(z) 由 式 代 .2.20)，( 民 .2.23) 给 出 。 不 难 验证 


(1.2.29) 








ou(0) 一 5， (2i) 一 0 
Bi =0， oh) = 一 0 
Fo) - 衬 [fa(a) 十 玫 Bto)] (1.2.30) 


确实 满足 插值 条 件 ( 革 .2.28)， 它 就 是 所 要 求 的 埃 尔 米 特 擂 值 多 项 式 。 类 似 于 式 (1.2.26)， 
\1.2.27) 有余 项 佑 计 


Jo) 一 下 (Z) 一 


因此 


-ET | Jon ) (oz))2 SEE[zo oo oO (人 .2.31) 


| Fe (zc) 一 下 oo) | 二 josj2na+3 2 0 委 0 委 20 十 1 ZE [zzo，…，2n] 
( 工 .2.32) 
埃 尔 米 特 插值 还 可 以 推广 到 包含 更 高 阶 导数 以 及 各 节点 包含 的 导数 阶 不 均等 的 情况 ， 
这 里 就 不 歼 述 了 。 


1 
(2n 十 2 一 2) ! 


关于 插值 过 程 的 稳定 性 


根据 余 项 估计 (1.2.26) (1.2.31)， 似 乎 会 认为 播 值 的 次 数 愈 高 愈 好 ,但 并 不 尽 然 。 实 
际 上 , 在 插值 过 程 中 误差 有 两 种 来 源 : 一 是 由 原 函 数 jc) 被 代 以 播 值 函 数 三 (zc) 引 起 的 ， 这 
就 是 上 面 说 到 的 余 项 ， 即 截断 误差 另 一 是 由 节点 数据 广 本 身 的 误差 所 引起 的 。 通 常 由 于 
实验 的 误差 , 或 者 计算 过 程 中 的 含 入 等 等 , 总 会 带 来 数据 误差 , 这 种 误差 在 插值 过 程 中 可 能 
被 扩散 和 放大 , 这 就 是 插值 的 稳定 性 问题 。 

以 拉 氏 揪 值 为 例 ， 设 真 值 户 被 代 以 含 误 差 的 户 = 六 一 37 人 …， 帮 , 为 基 
础 的 插值 多 项 式 , 于 是 最 终 的 误差 是 

jz) 一 下 (z) 一 [fc) 一 下 (十 [Co) 一 下 Co)] 

右 端 第 一 项 就 是 余 项 , 根据 式 (1.2.22) 第 二 项 表 为 

不 (z) 一 下 (z) 一 袜 3fzdo) 
因此 ， 在 节点 w 上 的 数据 误差 87, 是 通过 该 交点 的 插值 基 函 数 K(z) 而 全 面 扩散 万 至 放大 的 。 
因此 ， 播 值 基 函 数 也 就 是 数据 误差 的 “影响 函数 "。 图 .8 表示 一 个 K(c)， 它 在 基本 区 间 
[zo, …，2] 内 ， 即 内 播 时 作 波动 状 ; 在 基本 区 间 之 外 则 按 距 离 的 m 次 宕 放大 。 因此 当 ” 赵 
大 时 , 插值 过 程 对 于 样 点 的 数据 误差 非常 敏感 , 这 就 是 说 高 次 插值 具有 数值 不 稳定 性 。 

(2) 








1.2.8 关于 多 项 式 插值 的 运用 


单纯 的 多 项 式 捅 值 是 简单 而 通用 的 方法 , 但 是 它 也 有 其 弱点 , 即 具 有 上 面 所 说 的 高 次 时 
的 数值 不 稳定 性 。 因 此 , 在 实际 运用 时 不 可 盲目 使 用 , 否则 会 导致 严重 的 差错 。 

《一 ) 提 高 精度 的 问题 

比较 图 .5~~ 图 工 .9 可 以 看 出 , 当 揪 值 的 次 数 提升 时 , 逼近 程度 也 逐步 改善 。 例 如 二 次 
插值 在 小 范围 内 就 有 很 好 的 密 合 。 事实 上 , 当 函 数 jc) 在 整个 实数 轴 一 co<z< co 上 为 解 
折 函 数 ， 并 且 作 为 复 变 函 数 j (2) 在 整个 * 平面 上 为 解析 ， 则 可 以 证 明 ， 在 实 轴 的 任意 区 间 
5s<Z 入 /0 上 和 采用 等 距 节 点 ， 并 且 逐 次 加 密 的 插值 过 程 收敛 于 原 函数 7(o)， 在 这 种 情况 下 精确 
度 是 随 次 数 升 高 而 提高 的 。 

对 于 不 光滑 的 函数 情况 就 不 相同 了 。 例如 取 F(z) = |z|， 它 在 0 处 有 导数 癌 断 ， 可 
以 证 明 在 区 间 | zj 入 ee 更 有 甚 者 , 如 取 函 数 


J 人 一 


(图 .9), 它 在 整个 实 轴 上 解析 ， Rn 但 是 , 可 以 证 明 , 在 区 间 |z| 和 5 上 
逐次 加 密 的 等 距 插值 过 程 是 发 散 的 。 这 一 事实 与 前 引 结果 并 不 矛盾 ， 因 为 f(z) 在 复数 平面 


内 的 延 拓 (2) 于 二 7 在 虚 轴 上 有 两 个 奇 点 *= 士 包 发 散 性 正 是 由 这 两 个 < 隐藏 > 的 奇 点 引 


起 的 。 图 1.40 中 的 实 线 表示 一 个 通过 十 个 点 的 九 次 插值 ,在 区 间 的 两 端 出 现 大 幅度 的 波动 
扭 拐 , 显然 是 “多 余 ” 的 ,不 合理 的 。 
由 于 上 述 原因 , 育 目 地 提高 插值 次 数 是 不 可 取 的 , 甚至 会 导致 极 坏 的 后 果 。 实 践 中 , 扬 
值 次 数 高 于 6.7 次 就 很 少 了 。 一 般 是 采用 分 段 低 次 的 插值 来 提高 精度 。 图 1.10 中 的 虚线 
是 用 分 段 三 次 , 即 所 谓 样 条 插值 的 结果 , 比 单纯 的 九 次 播 值 有 显著 改进 (参考 81.3) 、 
(=) 外 播 的 问题 
当 计算 点 落 在 插值 基本 区 间 之 内 时 叫做 内 插 ， 否则 叫做 外 播 。 有 时 人 们 仅 在 变量 的 一 
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1 = 








加 1.9 加 1.1 





卫 ， 癌 相 虽 _ 的 _ 这 - 记 和 
三 了 轨 和 四 必 一 一 
人 esiRRRA 





定 范围 之 内 掌握 数据 和 规律 , 需要 据 此 外 推 在 该 范围 以 外 的 行为 , 这 就 要 用 外 揪 。 
据 工 .2.2 节 所 述 , 一 个 节点 上 的 误差 的 影响 , 当 传 出 了 基本 区 间 之 外 后 , 就 会 按 插值 次 

数 汉 的 寡 次 而 无 穷 增长 。 因 此 外 插 , 特别 当 次 数 较 高 和 距离 较 远 时 是 很 不 可 靠 的 。 
临 边 节点 的 布局 也 影响 到 外 插 的 可 靠 性 。 例如 用 三 点 办 =0, 愉 =o,， 0<o< za=1 
外 捅 到 z=1.5 及 z=2。 设 在 节点 和 处 函数 值 户 有 误差 S= 十 1, 则 它 在 各 点 的 影响 , 即 放 


大 因子 为 五 (一 干 区 从 一 2。 图 了 . 拉 表 示 对 不 同 的 "时 的 误差 血 线 。 当 -0.9 或 0.1 


时 五 (1. 国 一 于 8.33, 4(2) 一 于 22.2。 就 好 像 不 等 展 的 杠杆 ,在 短 臂 端 按 下 一 点 点 ,在 长 辟 端 
就 疾 起 很 多 。 这 种 现象 在 外 插 是 常常 出 现 的 (图 1.11a)。 如 取 =0.5 则 情况 改善 ， 得 
0 .下 = 二 3( 图 1.112)。 如 果 索 性 池 弃 ms 改 用 xzo，m 的 线性 插值 ， 则 在 mm 处 的 单位 误差 


影响 为 靖 (zc) =， 仍 取 c 一 0.9， 则 情况 进一步 改善 ,得 五 (1.5) =- 士 1.7( 图 工 .11e)。 间 距 的 


不 均匀 性 ， 外 插 点 的 距离 以 及 插值 次 数 的 这 些 影响 , 可 以 从 图 1.11(o)、(2) 、(c) 看 出 。 因 此 
进行 外 播 时 应 该 依据 对 具体 问题 及 插值 规律 的 了 解 而 慎重 处 理 。 


jx) Ji(x) 二 1 (Cx) 





(0) 
图 1.11 


(三 ) 含 有 间断 性 的 问题 

多 项 式 是 一 种 “初等 ”的 解析 函数 , 本 身 具 有 最 高 度 的 光滑 性 , 因此 在 本 质 上 只 适应 于 高 
光滑 函数 的 捅 值 。 当 原 函 数 自身 或 其 某 阶 导 数 有 间断 时 ， 次 数 高 于 间断 阶 的 多 项 式 插值 是 
不 适应 的 。 

图 工 .142 中 的 间断 曲线 ( 实 线 ) 表 示 在 正 态 压 力 下 单位 质量 的 水 HsO 的 热 容量 C 随 温度 

至 的 变化 率 。 它 有 两 个 间断 点 ， 即 冰点 卫 = 0*C 及 沸点 下 =1000。 间 斯 点 的 暑 值 分 别 相应 
于 熔化 热 及 汽化 热 。 曲 线 的 斜率 就 是 比 热 。 如 果 在 固 、 液 . 气 三 相 各 取 一 个 代表 点 作 二 次 播 
值 , 如 图 中 虚线 所 示 , 则 显然 是 相当 焉 曲 了 真相 的 。 如 果 同 样 取 这 三 个 样 点 , 但 是 分 别 在 三 
” 相 , 那 么 ,即使 作 0 次 ( 即 水 平 ) 插值 , 它 就 大 有 改进 了 。 

当 函 数 连续 而 导数 间断 时 , 情况 也 类 似 。 例 如 : 在 区 间 -TI<z<1 上 , 取 j(c) =1-!z|， 
用 xz= 一 也 0, 了 用 三 个 样 点 作 抛物 线 ， 如 图 1.13 中 的 虚线 ， 其 情况 显然 不 好 。 如 果 逐 次 等 
距 加 密 节 点 作 高 次 插值 , 则 可 以 证 明 必 以 发 散 告 终 。 但 如 果 仍 取 z= -1, 0, 1 为 节点 ,分 段 
作 线 性 插值 , 则 恰好 准确 地 得 到 原 函 数 。 这 虽然 是 个 极端 的 例子 , 但 也 足以 说 明 对 于 插值 应 
该 看 对 象 灵 活 运用 , 而 不 要 陷于 言 目 性 。 








图 1.13 


81.3 上 段 多 项 式 播 什 


我 们 知道 ， 多 项 式 插 值 在 低 次 时 是 简单 方便 的 ， 在 高 次 时 则 有 数值 不 稳定 的 缺点 。 因 
此 , 当 节 点 数 很 多 时 ,自然 设想 分 段 用 低 次 揪 值 , 而 在 分 点 处 保证 一 定 的 连续 性 。 这 类 方法 
通常 有 较 好 的 收敛 性 和 稳定 性 , 算法 也 简单 。 大 致 可 以 分 为 两 种 类 型 : 一 种 是 局 部 化 的 分 自 
插值 (1.3.1 节 ), 这 是 简单 的 低 次 插值 公式 的 直接 推广 。 另 一 种 是 非 局 部 化 的 分 段 值 插 , 即 
所 谓 样 条 插值 (1.3.2 节 ), 构成 稍 繁 , 但 光滑 度 较 高 。 

统一 约定 在 区 闻 [e, 妇 上 给 了 节点 

4 一 0< 0 < <w 1<2 一 0 (1 .3.1) 
它们 把 [o， 幻 前 分 为 子 区 间 
[zw ，zi+H]， 间距 《本 一 0iH1 一 2 4 一 0, 二 ……， 多 一 工 .3.2. 
设 给 定 了 某 原 函 数 jz) 在 各 节点 w 的 值 f。 必 要 时 还 考虑 导数 值 灵 ， 要 求 作 分 段 插值 多 项 
式 瑟 (2), 即 五 (zc) 在 每 个 子 区 间 [zx， zs] 上 是 多 项 式 , 但 在 不 同 子 区 间 上 可 以 是 不 同 的 多 项 
式 ， 而 在 各 连接 点 汪 保证 函数 式 一 定 阶 导数 的 连续 性 。 必要 时 还 引用 半点 ( 即 各 子 区 间 的 
中 点 ) 
| - 豆 (@ 十 oa， I 一 0,T ,9 一 IL (1.3.3) 


作为 揪 值 节点 或 作为 多 项 式 的 分 段 点 。 


少 


1.3.1 简单 的 片段 多 项 式 插值 


芋 .2. 工 节 的 几 种 简单 低 次 插值 都 可 以 推广 为 分 段 插值 如 下 ; 
(一 ) 分 段 堆 次 一 一 台阶 状 插值 
8O) 一 六 当 w 1 <z<cy， 4 一 0， 械 …， 儿 ( 工 .3.4) 

(约定 0 3 一 On) 。 这 就 是 在 每 个 子 区 间 [3 2 作 水 平 擂 值 ， 综合 成 为 台 
阶 状 (如 图 工 .J4), 在 半点 mi, + 有 间断 。 这 虽然 是 比较 粗糙 的 方法 ,但 适合 于 有 间断 或 有 些 
不 规则 的 情况 。 这 种 插值 函数 也 可 用 基 函 数 来 表达 , 为 此 ,对 4 由 二 …, 呈 合 
(ze) [ II， 
VCZ) 一 2 
0 它 处 





(1.3.5) 
如 图 1.15, 于 是 








严 (X%) 





二 - 袜 Jerla) (1.3.6) 
也 可 以 把 樟 上 人 给 在 举 点 上 亡 ， 户 ，…， 六 3。 于 是 台阶 状 插值 为 
&(zZ) 一 0 当 人 2 一 0， 荆 ， 5 免 一 荆 ( 工 .3.4)1 
这 时 基 函 数 取 为 
0 (1.3.5)， 
2 10， 它 处 
了 于是， 大 
Fo = 忆 帮 3 mo) (1.3.6); 


(二 ) 分 忆 线 性 一 一 折线 插值 
过 样 点 (2o， jo)， ” (人 j) 作 折线 相连 (图 工 .16)， 
(和 ) 一 二 了 寺 人 ja WSITS0i+1) 一 0， 山 ”””) 多 一 二 (1.3.7) 


4 一 交代 Xi 一 人 


这 是 分 段 一 次 多 项 式 , 并 在 [ec, 缮 上 连续 , 但 在 w% 处 导数 有 间断 。 它 也 可 以 用 基 郴 数 来 雪 达 . 
为 此 ,对 于 “= 0， 十 ， "人 %， 命 





化 一 公 一 


9 当 24-1 < Vs 和 4 系 
入 一 作 一 1 





和 Ni(Z) 一 4 2 一 0041 人.3.8) 
人 嫉 一 履 iT 
0 它 处 
(约定 z-+ 一 Zo，Zn+dl 一 Za) 。 显 然 ( 纪 是 分 段 一 次 的 连续 函数 并 满足 
No 一 0y (1.3.9) 


， 当 wsZ 生 Oil 


如 图 二.17 所 示 , 于 是 
Fo) -六 Je) ，a<c<8 (1.3.10) 
(三 ) 分 段 二 次 播 值 
在 每 个 子 区 间 [2 zi+ 绍 上 作 三 点 二 次 播 值 ， 即 过 三 个 样 点 《xs 万 ) ， (ws3， jh) 





1 


入 (x) 





入 (zx) 
x 
0  %-i: Ji Xi+1 
图 1.16 图 1.17 
(Zi+1， 8 人 作 抛物 线 (图 二 18)， 
(一 if1) 号 (4 一 2) (cs 一 0i+T) { 亚 
(Z 一 4 (2 一 0 1 ) 
1 (1.3.11) 


(Zi 一 他) (ze 一 2) 
Di<O<0O 40 1 ,mi 一 1 sa 
这 是 分 段 二 次 , 总 体 为 连续 , 但 在 wx 处 导数 有 间断 。 这 种 播 值 也 可 以 用 基 函 数 来 表达 , 即 
Hi(zZ) 一 2 和 2 一 入 


人 二 (Z) 一 4A， AL] ( 工 . 3 . 12) 


如 图 119， 这 里 一 Nta) 为 分 段 线性 揪 值 的 基 函 数 (1_3 8) 。 注 意 几 在 区 间 [x_， xu] 
外 恒 为 0 以 ,3 在 区 间 [mwra] 以 外 恒 为 0。 不 难 验证 


Ma) 一 20 Ha(O 人 


, + 二 (27) 一 0， 业 1 《其 = 8 (1.3.13) 
因此 
Fo -加 fo 人 a) 十 呈 庆 ，usy G GL.3 .14) 





-图 1.18 


《四 ) 分 段 三 次 埃 尔 米 特 播 值 
在 每 个 子 区 间 [zs， 2] 用 其 两 端点 的 函数 值 及 导数 值 六 万 ,js Ja 作 三 次 埃 尔 米 





1T2 


特 捅 值 。 因 此 是 分 段 三 次 ,总体 地 直至 一 阶 导数 连续 , 但 二 阶 导 煞 在 w 处 有 间断 (图 革 .20)。 
根据 式 (1.2.15) 取 插值 基 画 数 (; 一 0, 了 …， 风 
oai(Z) 一 3 和 一 2 人 32， QZ 所 

人 人 QT 


Bi(z) -| (1.3.15) 


九 1， 0 和 2 入 0 


下 (x)》 





0x0 Xi X2 外 (x) 


图 1.20 图 1.21 


这 里 入 一 入 (2) 就 是 分 段 线性 擂 值 的 基 函 数 (4.3.8)。 注意 w，A， 在 区 间 [Lz ia，2zxsi 以 外 恒 
为 0( 图 工 .21)。 不 难 验证 


am(o)=35，w(o)=0，pi(o)=-0，RBD = (1.3.16) 
因此 所要 求 擂 值 函数 可 以 表 为 
下 (2) 一 jos (2) 十 大 1 (2) 十 广 :+310i31 (2) 二 ii (2) (1.3.17) 
OZ< 雪 0 一 0， 睛 免 一 二 
或 者 
柬 (z) =- 袜 [ Fas(o) 二 Fo]，c<c<sB (1.3.18) 
关于 稳定 性 和 收敛 性 


上 述 几 种 插值 法 有 一 些 共 同 之 点 。 它 们 都 是 用 一 些 低 次 插值 多 项 式 “ 装 配 ? 或 拼凑 起 来 
的 , 在 拼接 点 有 一 定 连 续 性 或 光滑 性 。 此 外 , 在 每 个 子 区 间 上 的 插值 函数 只 依赖 于 本 区 段 上 
的 一 些 特定 节点 值 ， 而 与 其 外 的 节点 值 无 关 。 因此 , 都 是 “局 部 化 "的 。 这 也 表现 在 基 函 数 
上 , 每 个 基 函 数 只 在 一 个 局 部 范围 内 不 为 0, 出 了 这 个 范围 就 恒 为 0。 这样 每 个 节点 值 只 影 
响 到 直接 衔接 的 一 两 个 区 段 而 不 及 以 远 。 因 此 ， 节 点 的 数据 误差 基本 上 不 扩散 、 不 放大 ， 从 
而 保证 了 当 节点 数 ” 递增 时 插值 过 程 的 数值 稳定 性 。 

通常 称 一 个 函数 为 紧凑 的 ， 指 它 在 某 个 有 界 区 间 以 外 恒 为 0。 紧凑 函数 只 在 有 限 的 范 
围 内 活跃 。 以 上 所 述 的 分 段 低 次 多 项 式 播 值 的 基本 数 都 是 紧 次 的 。 由 于 播 值 基 数 就 是 数 
据 误差 的 影响 函数 , 因此 , 这 种 紧凑 性 就 保证 了 分 段 插值 过 程 的 稳定 性 。 与 此 相反 ,在 1.2.2 
节 中 的 高 次 拉 格 朗 日 插值 的 基 函 数 4(z) 则 不 是 紧 姿 的 , 从 而 带 来 了 插值 的 不 稳定 性 。 

关于 收敛 性 , 也 可 以 统一 地 论证 。 上 述 四 种 情况 ,分 别 是 分 段 忆 次 播 值 , m=0, 1， 2,，3。 
m 一 0 时 , 函数 万 (z) 本 身 有 间断 ; m> 0 时 , 万 (z) 直至 (m 一 芒 阶 导数 为 连续 , 命 
4 一 maX | ( 工 .3.19) 


“和 的 0 请 所 相 “7 下 训 1 二 下 证， 年 风 二 本/ tr ER 4 本 让 ve 
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有 丈 一 miaxX CO 0 3 ( 工 .3.20) 
于 是 将 余 项 估计 (1.2 .27) 、(1.2.32) 分 别 运用 于 每 个 子 区 间 , 并 汇总 ， 这 祥 就 得 到 
| fo:(z) 一 一 有 (0) <THEOT 有 mt+1 一 (1.3.21) 


02 委 0，0 乏 10 委 八 ， 吧 一 0 1 2， 3 

因此 , 当 /一 >0 时 , 相应 的 插值 函数 王 (z) 连 同 其 导数 卫 旬 ,一 致 收敛 于 原 函 数 jz) 及 其 导数 
Fo)(z)，0<2s<m 加 =0, 革 . 2 8。 正如 在 1.2.3 节 中 指出 的 ,一般 以 整体 的 解析 函数 为 基 
础 的 插值 方法 中 , 当 节 点 加 密 时, 反 值 过 程 可 以 不 收敛 , 这 就 是 说 , 插值 与 逐次 和 逼近 往往 是 两 
码 事 。 但 是 在 这 里 的 分 段 插值 法 中 , 收敛 性 得 到 充分 保证 。 当 节点 加 密 时 的 分 段 搬 值 过 程 ， 
同时 也 就 是 通 近 过 程 , 两 者 是 统一 的 。 

还 应 指出 ,在 上 述 方法 中 ， 由 于 分 慨 果 用 低 次 多 项 式 ,所 以 公 趟 简单 ,并 且 喧 印 了 计算 机 
上 作 高 次 乘客 时 常 遇 到 的 上 溢 和 下 溢 的 困难 , 从 而 这 也 是 有 利 的 。 

上 面 几 种 分 段 插值 法 的 总 体 光滑 度 都 不 高 , 这 对 于 某 些 应 用 是 有 缺陷 的 。 在 这 种 局 部 
化 的 方法 中 , 要 增高 光滑 度 就 得 采用 更 高 阶 的 导数 值 , 次 数 也 相应 提高 。 为 了 只 用 函数 值 本 
身 , 并 在 尽 可 能 低 的 次 数 下 达到 较 高 的 光滑 度 ， 可 以 采用 所 谓 样 条 (spline) 揪 值 方法 , 详 见 
下 

1.3.2 三 次 样 条 插值 

给 定 一 组 节点 zo< 习 < <2-1<m 及 节点 值 加, 廊 ， ,太太 ， 可 以 提出 这 样 的 问 
题 : 要 求 作 一 个 播 值 函 数 王 (z), 它 在 每 个 子 区 间 [zo， co]，[za， za ，…，[z-， 上 分 别 都 
是 三 次 多 项 式 , 而 在 整个 区 间 [zo，z] 上 直至 二 阶 导数 为 连续 , 并 且 满 足 持 值 条 件 

五 (zaoj 一 ， (21) 二 万，…， 万 (Zn 一 思 ( 工 .3.22) 
这 里 共有 个 区 段 , 每 段 三 次 多 项 式 有 四 个 系数 , 共有 4 个 参数 待定 。 为 了 保证 顾 (z) 在 整 
区间 [zo, xz] 上 直至 二 阶 导数 连续 ， 只 需要 求 忆 (wo， 下 oO) 5 W 在 内 节 氮 和 和 ，2Zr-i 连 
续 , 即 
下 (zi 一 0) = 下 (TO0)， 开 (一 0) 一 杰 (2 十 0)， 
io 一 0) = 矶 (or 二 0)， 21 pm 一 上 
这 有 3 人 mn 一 轧 个 条 件 ,， 连同 揪 值 条 件 (1.3.22)m 十 工 个 , 共 可 列 出 3 一 天 十 % 十 一 各 一 2 个 
条 件 。 为 了 定 出 4n 个 参数 , 还 缺 两 个 条 件 。 因 此 , 还 需 在 左右 两 端 各 给 一 个 边界 条 件 ， 例 
如 给 定 端 点 的 一 阶 或 二 阶 导数 值 , 如 
(czo) 一 Fo， 玉 (on) 一 户 
(oo) 一 大， 五 (oo 一 六 

或 其 种 种 组 合 等 。 这 样 ,在 增补 了 两 个 边界 条 件 后 , 问题 可 以 唯一 定 解 。 这 种 播 值 叫做 样 条 
播 值 ， 导 源 于 生产 实践 中 用 于 放样 的 “ 样 条 "。 当 函 数 为 分 段 吧 次 多 项 式 ， 在 分 段 点 直至 
mm 一 工 阶 导数 为 连续 时 ， 通 称 为 m 次 样 条 函数 ， 简 称 为 样 条 。 这 里 说 的 是 三 次 样 条 ， 而 在 
1.3.1 节 中 所 说 的 台阶 状 函数 和 折线 状 函数 , 则 分 别 是 零 次 和 一 次 样 条 。  “、 四 

为 了 作 三 次 样 条 插值， 取 玖 '(zg) = Mo 一 0 1， …,%% 作 为 待定 参数 比较 方便 。 由 于 
不 (z) 为 分 段 三 次 多 项 式 , 所 以 太 (2) 为 分 段 线性 , 因此 





?地 





再 " (c) = 





8 (1.3.23) 


4 一 0， 关 ee 多 一 工 
在 每 个 区 间 [ws，zsa] 上 对 此 积分 两 次 , 利用 两 端 条 件 玉 (w) = 廊 ， 王 (ca 一 访 a 
妈 得 
1 (024HT 一 人 ) ( 一 2 
(2) 一 0 人 杂 31 





二 户 _ja 7 3 
(Ce va (1.3.24) 
2 3 
怀 (z) 二 及 是 人 和 凿 ca 十 (zi 一 妇 ) (人 -与 
(aahia _ 
o 人 记 6 让 (1.3.25) 


这 时 过 点 条 件 (1.3.22), 以 及 函数 本 身 和 二 阶 导数 的 连续 均 已 保证 了 ， 还 需要 求 在 交接 处 
0i 4 一 工 0% 一 二 从 左 [Lz- 及 右 [z，2id 的 一 阶 导数 连续 ， 

即 下 (ma 一 0)= 玉 (w+0) 

于 是 , 可 以 排出 % 一 工 个 方程 


CE 2 大 一 上 | 
汪 Al 。 员 - 
| 
为 了 有 定 出 多 十 工 个 未 知 数 杂 。， .471， 本 ，4 杂 ， 还 需 附 加 两 个 条 件 。 


附加 条 件 的 给 法 可 以 多 种 多 样 ,通常 是 在 两 个 端点 zu， mw, 各 给 一 个 边界 条 件 。 例 如 ， 
(也 给 定 导 数值 下 (zo) = 访 或 屎 (on) 一 记 ， 


/AhAo 下 可 fo Ah7。 万 op 号 
” 左 器 zo: 2joMo+joaf:=6| 疡 一 他 一 态 | 
习 
六 一 站 (1.3.28， 
右 端 rn: 和 -MX 十 22 一 6| 及 一 记 | 





ee 可 以 采用 这 种 边界 条 件 。 例如 当 端 点 是 一 个 局 部 极 值 
把， 这 时 应 有 水 平 斜率 , 则 可 给 刀 = 

(2) 给 定 二 阶 导数 值 刺 '(zo) 本 基 交 二 信 
左 端 zo Mo=j 过 
而 上 (1.3.29) 

当 有 曲线 在 端点 的 行为 近似 于 反 折 点 , 即 产 =0, 则 可 给 Wo=0 及 了 .=0。 

(3) 一 般 的 边界 条 件 可 以 表 成 

寻 o 一 ao 十 po 
硬 , 一 an 了 
也 就 是 适当 选取 常数 wo，pBo 及 m，B,， 使 它 少 们 与 线 在 端点 的 趋向 相 协调 。 一 般 当 无 其 它 
动机 时 , 可 取 Mo= MI， 了 玖 ,= 下 :， 这 相当 于 端点 的 户 "=0。 

也 可 以 给 出 所 谓 周 期 性 边界 条 件 , 即 认为 函数 环 (z) 在 [zo, o] 向 两 端 周期 性 延 拓 , 而 保 
持 直 到 二 阶 导 数 的 连续 性 。 为 此 ， 自然 有 户 = 户 。 并 命 几 _1 一 彤 -1， 有 =， 从 而 除 方程 组 


(3.30) 





和 
代 .3.26) 外 , 增加 一 个 方程 ,表示 王 (zo 一 0) = 下 (zo 十 0)， 即 
2 (及 十 7 加) Mo Mi 人 | -三 天 -- | (4.3.31) 


这 样 , 连 邮 式 \ 革 .3.26) 共 有 郊 个 方程 , 以 解 吨 个 未 知 数 天 o 天 …， 弄 。-lo 
局 期 性 边界 条 件 , 可 用 于 封闭 曲线 的 播 值 。 
对 于 一 般 的 边界 条 件 1，2, 3 待 解 的 方程 ,可 以 玫 成 





oo oo 0 让 
0 0 6 fi ca 
(1.3.32) 
a1 0 1 Ci 骨 ，1 Cn-i 
站 
其 中 有 
二 4-6 (7 一 天- 攻 人 a ) (1.3.33) 
和 一 王 
4 一 二 2，…， 0 一 1 
端点 条 件 类 别 列表 如 下 : 








”这 是 对 角 元 占 优 势 的 三 对 角 线 带 状 失 阵 ， 可 以 用 消 元 法 ， 即 追赶 算法 ( 详 见 第 八 章 ) 求 解 如 
末 汪 


命 0 一 0，V_1=0，o=0 
对 于 有 一 0， 工 ，……， 儿 
1 一 COz-1 十 px 
OK 一 一 CK/Ar | (1.3.3d4) 
人 左 一 《0 一 QU- AZ 
这 是 正 消 过 程 。 然 后 进行 回 代 ， 
人, 一 2 
对 于 8 一 0 一 1 0 一 2，…， 1 0 
Li 一 0zLh 十 你 (1.3.35) 


110759” 





1 


对 于 局 期 性 边界 条 件 , 由 于 Mo= 1 可 以 Mi，.…，j, 为 未 知 数 而 得 方程 组 


0 0 
Q2 02 co 0 … 0 好 ls da 
人 -| (1.3.36) 
Cr-i Di co | | 开 -: Qi-i 
0 0 ob 4 - 
这 里 w，p0，2， (一 填 2 %) 均 由 公式 (1.3.33) 给 出 ,其 中 要 用 到 


ho 一 忆 ， 思 = 记 
这 是 循环 型 的 三 对 角 线 带 状 和 矩阵。 同样 , 可 采用 消去 法 。 当 正 向 消去 “一 工 步 后 得 到 等 价 于 
式 代 .3.36) 中 前 m% 一 工 个 方程 的 方程 组 
Mr 一 xz 十 Si 十 8 一 芋 ， 2 0 名 一 二 
比 式 (1.3.35) 多 出 一 项 sa,。 视 到, 为 参数 , 则 上 式 又 可 表 为 


hf 一 厂 邮 ,十 人 用 一 m 一 二 0 一 2，…) ( 工 .3.37) 
系数 gj， 5， 八 以 及 加 疏 分 细 满 足 正 反 递 推 关 系 : 
你 0I0o 一 0，lo 一 0,， so= 工 
鸡 于 夏 一 上 ，2，.……， 多 一 工 
Dr 一 Qk9xz-1 十 1 
9xz 一 一 CU 
t 一 ( 八 一 Ce- AD We 
5 一 一 0SK-1/Z 
偷 太一 41， 一 0 
对 于 在 一 % 一 工 0 一 2，…， 
如一 gxktHT 十 Sr 
5 一 GKOKA+LT 十 2 
参数 好 , 则 可 用 方程 组 民 .3.36) 中 第 见 个 方程 
cf 二 a fi 十 D1 一 0 
来 年 , 即 
CHM 十 or 人 ( 才 4af 十 0 十 DA 一 小 
因此 
1f = (qd 一 一 CO 1) Ac 十 0 加 -十 D) (1.3.39) 


然后 用 式 代 .3.37) 计 算 Wx。 这 样 ,完整 的 计算 公式 依次 是 (1.3.38)，(1.3.39)，(1.3.37)。 


1.3.3 参数 表达 的 样 条 插值 


当 幅 线 的 函数 %= jz) 有 奇异 性 时 ,用 目 变 量 2 的 多 项 式 形式 的 样 条 插值 就 不 甚 适应 。 
但 是 ,应 该 注意 到 , 有 时 这 种 奇异 性 是 由 自 变量 的 选取 所 引起 的 而 不 是 曲线 固有 的 。 例 如 单 
位 图 

02 十 人 久 一 开 
本 身 并 不 具有 任何 奇异 性 , 但 将 它 表 为 


rr 一 Ne ， 





4 一 (OZ) 一 十 VI 一 人 ， 一 1 委 2X 委 1 
风 首 先 它 已 经 不 是 单 信 通 数 ， 而 且 在 = 士 荆 处 有 导数 奇 点 9Y 一 土 cc， 这 就 带 来 了 插值 处 理 
的 困难 。 一 般 当 然 是 可 以 解决 的 ,例如 在 插值 函数 中 引进 足以 反映 奇 点 行为 的 成 分 , 但 方法 
上 复杂 化 了 。 但 是 如 果 用 极 坐 标 *，0 来 表达 , 则 友 为 
六 一 (0) 三 工 
或 者 用 参数 表达 
和 
CU=SsinO 
就 可 以 避免 上 述 困 难 。 为 了 面向 一 般 的 问题 ; 我 们 讨论 参数 表达 的 平面 曲线 
2 一 2(a)，9 一 %(a) (人 L.3.40) 
特别 有 利 的 是 以 弧 长 作为 参数 w， 因 为 这 是 曲线 自身 的 内 在 坐标 。 
设 待 播 曲线 的 样 点 为 
ii 一 (OU ，4 一 0 1 7 
由 于 弧 长 本 身 还 是 不 知道 的 , 因此 可 以 采用 “ 积 
累 蓄 长 : 
命 2 =(0 
si 一 3- 十 Wo 一 2 十 (一 %0 
和 (4.3.4) 
设想 以 积累 弦 长 * 为 目 变 量 ， 于 是 两 个 函数 图 工 .22 
z(3) 及 4y3) 在 节点 s 一 %， ss 的 ee 工 . 22) 
ZX(5) 一 
ys 一 久 ， 
在 区 间 s% 委 s 科 gs 上 分 别 作 样 条 插值 函数 玉 (S)， 了 (s)， 即 得 过 点 插值 曲线 
(9) 一 ( 玉 (， 工 (s)) 
对 于 封闭 曲线 ， 则 命 ze， yo) = (z，%) 而 采用 周期 性 边界 条 件 ( 图 工 . 25)。 例如 对 单位 圆 
2 十 % 一 [ 取 等 分 节点 (图 工 .24) 的 计算 结果 如 下 : 





0 (1.3.42) 





节点 个 数 郊 计算 所 得 半径 的 最 大 误差 
4 <0.01 . 
8 0.00119 
和 <:0.000165 








图 工 .23 图 1.24 





18 


这 个 方法 的 优点 是 , 它 采用 了 某 种 内 在 的 坐标 , 因而 不 依赖 于 曲线 的 形状 走向 。 它 不 仅 
对 于 封闭 曲线 ， 而 且 对 于 更 一 般 的 如 自 相交 曲线 (图 1.25) 也 适用 ， 因 此 有 很 大 的 通用 人 性。 
通常 工程 绘图 用 的 曲线 板 亡 含 的 几何 信息 ,用 约 30 个 节点 值 就 足以 表达 。 这 个 方法 显然 很 


容易 推广 到 空间 曲线 
% 一 (8) ，0 一 (3) ，2 一 2(3) 
的 插值 。 


1.3.4 样 条 插值 的 物理 背景 


样 条 捅 值 直接 导 源 于 生产 实践 , 它 有 明确 的 物理 青 景 。 

以 一 些 集 中 力作 用 于 张 紧 的 弦 线 , 则 相 邻 着 力 点 之 间 形 成 直线 , 仅 坡度 有 间断 。 因 此 勒 
过 一 些 桩 点 的 张 紧 弦 线 , 就 自动 形成 了 折线 , 即 一 次 样 条 插值 .木工 用 虹 斗 墨 绳 , 成 衣 工人 用 
粉 袋 弹 线 以 进行 放样 ,就 是 这 个 原理 。 从 数学 上 看 , 在 小 变形 时 ,弹性 弦 的 平衡 方程 是 y =9o. 
9 一 4(2) 为 弹性 变形 ; 9 一 9(z) 为 载荷 分 布 。 当 载荷 为 作用 于 节点 zo zu …， 人 的 集中 力 时 ， 


ge) =- 实 08 人，5(z 一 o 
为 集中 于 点 z 一 必 的 “脉冲 函数 ”, 即 8 函数 ( 见 第 三 章 8$3.2) 。 于 是 
Wo) 匀 05(z 一 o (1.3.39) 


因此 ,在 相 邻 着 力 点 之 间 , ws<z<zat g(z) 三 0 即 Y 为 一 次 多 项 式 。 在 着 力 点 z 一 上 多 
为 脉冲 状 间断 ， 即 y 为 台阶 状 间断 而 y 本 身 连 续 。 因 此 整体 地 y(z) 为 一 次 样 条 ， 即 折线 函 
数 。 四 

类 似 地 ,以 一 些 集中 力作 用 弹性 薄 条 (可 以 看 成 弹性 渠 , 则 该 条 自动 弯曲 形成 光滑 的 曲 
线 , 仅 在 着 力 点 有 三 阶 导数 的 间断 ， 而 坡度 、 曲 率 都 是 连续 的 。 这 是 因为 小 变形 时 的 弹性 梁 
的 平衡 方程 为 V9=0% 而 当 9 为 作用 于 节点 wmw， zu ,on 的 集中 力 时 , 则 成 为 


VOD - 袜 08(z 一 2) ( 工 .3.4) 


与 式 仁 .3.43) 相仿 , 只 是 左 端 二 阶 导 数 代 成 四 阶 导数 。 这 时 , 在 相 邻 着 力 点 之 间 几 和 zs<2rb 
ye(z) 反 0， 即 9 为 三 次 多 项 式 。 而 在 着 力 点 z= 一 和 上 ，%4 为 脉冲 状 间 断 ， 即 为 台阶 状 
间断 ，%2)，%a， 9 就 都 连续 , 因此 y(2) 为 三 次 样 条 函数 。 在 实践 中 就 有 这 种 情况 , 如 用 木 条 
或 薄 钢 条 或 其 它 弹性 材料 做 “ 样 条 ”, 并 用 压 铁 压 住 , 以 强 使 它 通过 一 些 样 点 而 自动 形成 光 顺 
的 插值 曲线 。 机 械 工 人 就 是 运用 这 一 科学 原理 来 进行 放样 的 。 数 学 上 的 样 条 插值 方法 正 古 
模拟 这 一 原理 而 发 展 起 来 的 。 四 

当 弹 性 体 达 到 弹性 平衡 时 , 应 变 能 必定 达到 极 小 , 反之 亦 然 , 这 就 是 所 谓 最 小 势能 原理 。 


在 小 变形 时 ， 弹 性 弦 和 梁 的 应 变 能 分 别 表 为 | (y)2az，|  (g")*az。 了 既然 -次 及 三 次 样 条 


是 与 弦 及 梁 连 系 着 的 , 则 它们 也 必然 具有 相应 的 极 值 性 质 。 
可 以 证 明 ,在 区 间 wo 委 z 和 zs 上 ,在 一 切 满 足 
柬 (zn) =F 10 二 (1.3.45) 


的 连续 函数 中 , 使 得 积分 | ”(E"(a)) az 达到 极 小 的 函数 就 是 以 式 (1.3.45) 为 条 件 的 一 次 
样 条 (折线 ) 插值 函数 。 类 似 地 ,在 一 切 满足 式 (1.3.45) 并 且 具 有 连续 二 阶 导数 的 函数 中 , 使 





得 积分 |”(F"(o))saz 达到 极 小 的 函数 就 是 在 式 (1.3. 人 5) 连 同 边界 条 件 
Feo) = 本 (ov) =0 


下 的 三 次 样 条 插值 函数 。 在 这 个 意义 下 ， 三 次 样 条 捅 值 可 以 说 是 在 各 种 可 能 的 插值 中 使 
得 均 方 曲率 (曲率 一 (二 9 二 W， 当 久 二 0 时 ) 为 最 小 ， 即 在 一 定 意义 下 最 为 “ 光 顺 ”。 

样 条 插值 也 有 良好 的 收敛 性 。 关于 一 次 样 条 问题 已 由 式 (1.3.21) 说 明 。 关 于 三 次 样 
条 ,， 当 原 函 数 jw) 足够 光滑 , 例如， 具有 连续 的 四 阶 导 数 时 ， 则 可 以 证 明 , 当 最 长 间距 /一 >0 
时 , 三 (oO) 以 及 五 ( 轨 均 以 O( 的 的 速度 一 致 收敛 于 Jo 及 户 (而 帮 (o 以 0( 和 的 速度 一 
致 收敛 于 户 (z)。 由 于 这 种 带 导数 的 一 人 因此 三 次 样 条 播 值 也 可 
以 作为 数值 微分 的 工具 ( 见 洼 .4 和。 


.3.5 方法 比较 


样 条 插值 对 比 于 其 它 的 分 段 插值 的 主要 优点 是 , 保证 了 直到 二 阶 导 数 的 连续 性 , 因此 光 
滑 度 较 高 。 直 观 地 看 , 一 条 曲线 如 有 间断 或 坡度 的 间断 则 是 很 时 腿 的 , 对 于 曲率 的 间断 则 要 
仔细 打量 后 才能 察觉。 至 于 三 阶 导数 的 间断 , 则 肉眼 就 很 难 辨 认 了 。 样 条 插值 比 其 他 的 上 
段 插值 提高 了 光滑 度 , 因为 它 达到 了 一 阶 导 数 连 续 , 仅 在 节点 处 有 三 阶 导 数 的 间断 。 这 是 样 
条 插值 法 的 主要 优点 。 

前 面 介绍 的 那些 较 低 阶 的 片段 揪 值 者 是 局 部 化 的 。 如 每 个 节点 只 影响 到 陶 近 少数 几 个 
间 虐 , 从而 带 来 了 计算 上 的 方便 ,可 以 步 进 地 进行 , 即 从 一 端 开始 按 显 式 一 步 一 步 地 搬 过 去 。 
同时 也 带 来 了 内 在 的 高 度 稳定 性 。 

样 条 插值 则 不 是 局 部 化 的 ,每 个 节点 影响 到 全 局 。 
因此 计算 不 方便 。 它 是 隐 式 的 ， 即 需要 联 解 一 个 代数 
方程 , 在 样 点 数量 很 大 时 很 不 利 。 与 此 同时 , 稳定 性 也 
就 较 差 于 那些 局 部 化 的 方法 。 但 是 ， 样 条 节点 的 影响 
是 随 着 远离 该 点 而 衰退 的 ， 因 此 它 的 稳定 性 对 比 于 高 
次 多 项 式 插值 要 好 得 多 , 但 比 低 阶 片段 搬 值 为 差 。 但 是 
由 于 存在 着 误差 的 远 距 离 的 扩散 ， 使 得 样 条 插值 也 会 
有 “多 余 " 的 波动 ， 特 别 在 间距 不 均匀 以 及 其 它 一 些 特 
你 场合 更 为 显著 。 图 1.26 表示 一 个 不 利 的 情况 ， 样 加 
点 从 0 至 7 指数 状 单调 上 升 ， 从 点 7 起 取 常 值 。 样 条 插值 的 结果 在 点 7 至 8 之 间 出 现 不 合 
晶 的 隆起 。 





31L4 数值 向 分 
` 设 给 定 了 某 个 变量 了 斧 的 一 批 样 点 值 刀 一 7 (do), 户 一 让 (二 )，…， 艾 如 说 某 移动 目标 的 
观测 值 , 要 求 据 此 推算 一 阶 、 二 阶 导 数 户 ()， 的 在 各 个 时 刻 的 介 即 是 速度 、 加 速度 , 这 就 
是 数值 微分 的 问题 。 
1.4. 工 数值 微分 公式 
在 微 积分 里 , 微 商 是 极限 的 概念 
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万 
7 加 -am Je 二 -1 -im 7 四 -Je- 有 -imyer 下 -Te -到 


显然 , 到 其 达到 极限 以 前 的 形式 就 得 到 微 商 的 差 商 近 似 
及 泰 
人 _GH 有 -fg FJ -Je- 月 7(z+ 副 一 7 一 下。 (4 


从 几何 上 看 就 相当 于 用 弧 段 的 内 接 络 的 斜率 代替 切 
线 的 斜率 (图 1.27)。 





用 节点 值 来 表示 时 
Foi) 人 (1.4.3) 
本 
7 ) (1.4.5) 
bi+17/3 一 于 (mw 十 ao) 
从 玫 何 上 看 ， 红 段 的 内 接 终 的 斜率 与 切线 斜率 的 
图 工 .27 平行 程度 在 中 点 优 于 两 端点 (图 1.27)。 也 可 以 分 别 在 
ii HtATL/3 Ce 与 微 商 之 关 
站 六 的 <00 (1.4.3): 
-1 六 灵 的 二 0 (4 和 | 
总 二 2 ? 
-5 (SO0C) ， (1.4.5) 
因此 , 用 两 点 差分 作为 其 中 点 处 的 导数 值 , 即 公式 
和 -一 玫 疡 ， 了 ~- O(12) ( 工 .4.6) 


精度 最 好 , 它 提高 了 一 阶 。 RS 据 此 可 以 推出 绝 大 多 数 实用 的 数值 微 
分 公式 。 

对 于 等 距 节点 ， 如 果 要 求 不 是 在 半点 上 而 是 在 整 点 上 的 导数 值 ， 则 可 以 按 基 本 公式 
(GL.4.6) 求 出 waya， msars 处 导 数值 后 再 线性 插 到 必得 ， 


Jo 一 志 5 《 天 4 十 天 -ia) M 六 一 产 十 Ji 万 )- 记 寺 人 瓦 一 O(1) 


(1 .4.7) 
事实 上 也 可 以 直接 从 基本 公式 代 ， 4.6) 得 到 ， 只 是 把 间距 扩大 一 售 。 
对 于 二 阶 导数 风 有 
1 
帮 多 万 -一 一 = 再 (fa 一 2 刁 一 0 ) 
(1.4.8) 


和 过 运 
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类 似 地 ,可 得 
j(esam 二 十 (fs 一 3 二 引 一 六 D，-0( 阅 (4.9) 


镍 (om 二 (is 一 4 十 6 天 一 47 十 fs) ， 五 =0(j) (4.10) 


ER 原则 上 先 作 相 应 节点 的 插值 多 项 式 ， 对 此 作 解 析 的 微分 ， 
即 可 得 到 所 需 点 的 各 阶 导数 值 。 设 有 一 列 节点 
< IT< < 
方 = 太 (co ,一 训 计 二 十 吕 





作 mm 次 插值 多 项 式 
专 ( 二 亲 二 人 人 (1.4.1) 
于 是 在 点 z 一 上 处 的 m 阶 (o< 雪人 请 击 妈 差 商 人 起 这 是 
7 的 =1 人 的- 提 J11 的 到 
特别 当 加 一 m 时 
1(o) 三 ml 下 (1.4.13) 
为 常数 , 因 得 mm 阶 数值 微 商 公式 攻 
Jo 提 二 站 四 六 (4. 功 
这 时 ,不 论 * 为 何 ,结果 是 相同 的 ,但 以 《 取 在 节点 wz，…，2zsm 的 中 点 时 比较 精确 , 于 是 
六 9) 一 之 ou .4. 瑟 ) 


SS 一 20 一 个 数 时 ， 4 的 一 人 iTg) 当 ? 刀 一 29 十 1= -奇数 时 ,2z 人 -nsas3 了 解 为 "半点 "可 (cue 二 





鬼王 
如 果 命 机 
we 一 了 一 zu) (1 工 .4.16) 
则 有 ( 见 1.2.2 节 ) 
wi; (04) 一 下 人 - 一 2 汪 人 (1.4.17) 
三/ 
于 是 ,y 可 .以 表 为 
mi 一 吉 ( 革 .4.18) 
不 难 验证 , 在 等 间距 ws 一 四 s 因 时 
人 Cs 71 妈 -一 0 1 
Ci 7 CC 大 7 二 人 丰 ] (1.4.19) 
因此 坟 ， 罕 
人 (DO (1.4.20) 


当 思 一 二 2, 3, 和 时 前 面 已 经 导出 。 
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1.4.2 数据 误差 对 于 微分 的 影响 
从 数值 微分 的 截 差 公式 看 来 , 间距 天 愈 小 , 精度 愈 高 。 但 是 在 实际 计算 时 问题 远 不 是 那 
样 简单 。 例 如 取 五 位 指数 函数 f(z) 一 e* 表 ( 表 .2)o, 用 中 心 差 商 芋 2 帮 来 计算 六 (TD， 


其 真 值 为 e=2.7183。 分 别 取 7 一 0.2, 0.1 及 0.01 的 结果 及 误差 列 在 表 工 .3。 可 以 看 到 ， 
当 户 从 0.2 缩 小 到 0. 工时 确实 得 到 改进 ， 但 九 进 一 步 缩 至 0.01 时 ， 则 结果 反而 恶化 。 按 


矶 (fa 一 2f+f-) 计 算 户 (1D) ( 真 值 也 是 e=2.7183) 时 ， 用 同样 三 种 步 长 的 结果 列 在 表 


1.4) 其 情况 就 更 为 突出 。 当 大 从 0.1 缩 至 0.01 时 , 不 仅 没有 提高 精度 , 反而 把 有 效 数字 丢 
光 , 连 最 高 位 数字 也 不 对 (参考 [2], 第 五 章 )。 














表 工 .2 表 1.3 
化 ec | .… 态 Fe) 一 7 一 巷 ) 误 莽 
0.00 1.0000 : 1.0 3.1946 一 0.4736 
: : 0.1 3 一 0.0047 
0.90 2.4596 0.01 2.71 一 0.0083 
0.59 2.6912 雪 工 .4 
1.00 2.7183 | - 
1.01 2.7456 灵 全 一 (7GT 有 一 270D 十 7 一 问 ) 
: : 1.0 2.93525 0.2342 
1.10 3.0042 0.1 2.72 0.0017 
2.00 7.3891 0.01 2 一 0.7183 


问题 的 根源 在 于 , 截断 误差 只 是 计算 误差 的 一 个 部 分 , 另 一 个 部 分 是 由 原始 数据 的 误 关 
带 来 的 。 原始 数据 含有 售 入 误差 或 其 它 来 源 的 误差 是 不 可 避免 的 ， 而 差 商 的 运算 恰恰 对 此 
特别 敏感 , 它 随访 的 缩小 而 增 大 , 即 具 有 不 稳定 性 。 例 如 , 各 个 样 点 数据 的 最 大 误差 为 s， 而 
且 由 于 随机 竹 在 相 邻 点 可 以 反 号 ， 从 而 对 于 差 商 写 :3 一 尹 -: 带 来 的 误差 在 不 利 的 情况 下 就 


达到 -72 一 - 闪 。 因 此 ,误差 随 太 的 缩小 而 被 放大 。 对 于 二 阶 差 商 蕊 :一 和 二 六: 则 带 
来 误 卷 -二 7 二 0 2 -和 ， 正 如 已 经 看 到 的 , 误差 放大 更 甚 。 为 了 对 比 ,可 看 看 下 述 情况 


在 数值 积分 时 ， 例 如 | faz 开 [成 十 户 十 …]， 其 个 别 节点 误差 。 的 影响 为 玫 .e， 这 说 明 其 加 


响 被 钴 小 了 , 因此 是 稳定 的 。 因 为 微分 计算 误差 是 截断 误差 和 数据 误差 两 项 的 迭 加 , 当 步 长 
缩减 时 前 者 减 小 , 后 者 增 大 , 因此 , 要 缩小 误差 的 影响 ,并 不 是 一 味 缩小 步 长 所 能 奏效 的 ,这 
里 有 一 个 最 优 步 长 选取 的 问题 。 
我 们 将 对 数值 微 商 中 数据 误差 (主要 考虑 含 入 误差 ) 和 截断 误差 与 步 长 之 间 的 关系 作 初 
. 步 的 分 析 , 并 试图 估计 最 优 步 长 。 命 真 值 foo 一 户 户 oo = 大， 万 (o 一 并 命 户 为 户 带 
有 售 入 的 实际 表达 值 。 对 于 舍 入 , 最 好 用 相对 误差 来 表示 , 因此 将 户 表 为 
方 一 六 (0 一 广 十 六 0， ( 工 .4.21) 
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设 相对 误差 的 界限 为 3，|8| 和 5。 当 取 * 位 有 效 数 字 ( 即 字 长 取 * 位 ) 时 8=10。 傅 2 表 
示 jj 2 在 有 关 区 段 上 的 上 界 ，| 儿 过 MWo， [oo| 委 到 
数值 微 商 实际 上 是 对 方 进行 的 。 以 一 阶 中 心 差 离 为 例 , 总 的 误差 是 


7 一 方 -1) 一 广 站 [ 志 (Fi 一 六 -3 -天 | [ 志 (Fa16431 -7 | ( 工 .4.22) 
右 端 两 项 分 别 就 是 截断 和 含 入 误差 。 对 于 截 差 , 利用 守 次 展开 得 到 
工 天 帮 2 1 到 sj 
访 (Cfa 一 AD 用 于 大 的 |< 人- 肋 人 内 
至 于 人 镶 入 误差 则 有 
态 :319， 于 一 刀 -316， -0 < 六 《| Ja es | 户 -0) 委 一 一 - 寻 。 ~ 2 一 五 :( 几 ) 











遍 
于 是 


六 (7 一 用 -及 二 全 + 人 一 避 从 十 瑟 扮 = 五 内 (4.23) 


右 端 刀 ( 访 虽 只 是 误差 的 上 界 ,但 由 于 含 和 误差 在 数值 上 和 符号 上 的 随机 性 ， 这 个 界 腿 是 可 
以 达到 的 。 因 此 ,函数 瑟 ()) 基本 上 能 反映 误差 的 规律 性 。 当 1-*0 时 ， 瑟 ( 内 -co， 其 舍 入 
误差 为 主导 ; 当 刀 ->co 时 五 (入 -co， 其 截断 误 卷 为 主导 ; 在 0~ co 中 间 ,五 (从 有 一 个 极 小 


点 加。 为 此 只 需 解 方程 瑟 () ~ 二 呈 一 忆 9 一 0, 从 而 得 到 


j ( 交 ) st 0 Ga (4.2 玖 


当 步 长 & 取 为 .时 ， 数值 微 商 的 误差 为 最 小 如 取 <je, 则 由 于 含 入 的 影响 而 误差 反面 增 
大 , 因此 友 可 以 作为 步 长 选取 的 下 界 。 
ee 类 似 可 以 得 到 佑 计 式 


IE 0 十 瑟 全 -五 同人 4. 
和 CS 84 一 0(9 引 (1.4.26) 


再 回 到 前 面 举 的 实例 。 对 表 1.2 取 五 位 数字 ,未 位 上 有 售 入 , 故 8=10-5 jj = 三 = 万 =- 
… 一 6 故 可 取 Mo Na 一 Mo Me=I。 根据 式 代 .4.24) 和 (.4.26) 可 以 估 出 

一 阶 差 商 ; jr 公 3810-30.07 

一 阶 差 商 ; jer 人 (48)340 环 二 0， 15 
与 表 1.3、 表 工 .4 的 实况 相近 。 

另 一 个 较为 直观 的 方法 , 是 认为 截断 误差 古 与 含 入 误 关 万 3 这 到 相同 量 豚 

再 ; ( 力 ) 忆 五 (用 ) 

时 给 出 最 优 的 即 临 界 步 长 罗 。 据 此 , 对 于 二 阶 中 心 差 商 而 言 , 得 结果 与 式 以 .4.24) 同 ; 对 一 
阶 中 心 差 商 而 言 , 则 得 和 


其 结果 与 人 .4.26) 基 本 一 致 。 





必 


微分 和 积分 运算 在 稳定 性 上 的 原则 差别 ， 全 了 耐用 解 六合 了 (参考 上 口 的 第 一 章 ) 可 以 更 
清楚 地 看 到 。 


设 Fo) 在 图 1.28 中 是 实 线 ， 闪 加 了 初始 误差 后 ， 在 图 中 如 趾 线 所 示 。 其 积分 g(o) 二 
| Fae 及 微分 疡 @) 分 别 如 图 1.29 及 图 1.30 所 示 。 其 中 , 实 线 表示 本 来 的 函数 ,虚线 表 
示 迁 加 了 误差 的 结果 。 

可 以 见 到 ,初始 的 误差 在 积分 过 程 中 基本 上 被" 吸收 ,而 在 微分 过 程 中 被 恶性 放大 。 


(xx) 
9(2x) 





图 1.28 图 1.29 


在 上 面 所 举 的 微分 计算 实例 中 , 原始 数据 是 数学 函数 表 , 只 有 舍 入 误差 , 而 且 被 控制 在 
第 五 位 。 这 还 是 比较 有 利 的 情况 。 在 一 般 的 情况 下 , 特别 当初 始 数据 是 从 实验 得 来 时 ,数据 
ee 误差 达到 更 高 的 基准 ， 数 值 微分 也 就 更 困 难 。 
加 由 于 数值 微分 的 不 可 靠 性 , 因此 , 一 个 处 理 原则 
是 尽 可 能 地 避免 它 。 例如 , 杆 件 的 弹性 纵 振动 
可 以 表 为 下 列 二 阶 导数 波动 方程 
也 基 一 rr 
式 中 必 为 弹性 位 移 ; ws 为 应 力 。 数 值 解 出 波动 
方程 , 得 出 在 离散 节点 上 的 w。 为 了 求 应 力 wa，， 
则 需 进 行 数 值 微分 。 也 可 以 改变 问题 提 法 ， 例 
如 引进 函数 V 一 wz， 2 一 凡 i， 而 得 含 一 阶 导数 的 
波动 方程 组 





一 多 
， | | 全 一 一 2 
直接 解 出 在 节点 上 的 由 这 就 是 所 要 求 的 应 力 ,而 无 需 作 数值 微分 。 这 在 相当 的 计算 代价 下 
可 以 得 到 更 为 可 靠 的 结果 。 

当 离散 数据 来 自 实 验 或 观测 时 , 不 可 避免 含有 随机 性 误差 ,并 服从 一 定 的 概率 分 布 。 这 
时 数值 微分 的 处 理 原则 是 ,应 该 考虑 到 数据 的 整体 ， 即 必须 经 过 平滑 化 以 滤 去 随机 性 误差， 
然后 在 这 个 基础 上 进行 微分 。 二 个 处 理 方法 是 ; 先 用 最 小 二 乘法 拟 合 一 个 较 低 次 的 逼近 多 
项 式 ( 兄 生 的, 然后 对 此 微分 。 

此 人 外. 样 条 播 值 也 可 以 作为 数值 微分 的 “工具 ”。 这 是 因为 ， 样 条 插值 除了 函数 的 收 全 性 
( 当 步 长 缩小 时 ) 外 , 还 保证 导数 的 收敛 性 , 并 且 这 种 插值 在 每 -- 点 的 值 还 用 到 了 数据 的 整体 





的 ,含有 平滑 化 的 因素 。 为 了 求 微分 ,可 以 先 作 样 条 插值 (8$2.2)， 然 后 按 公式 (1.3.24) 给 出 
导数 值 。 对 于 二 阶 导 数 , 则 可 以 先 通 过 样 条 揪 值 取得 一 阶 导数 , 然后 对 此 一 阶 导数 作 样 条 插 
入 ,再 取 其 一 阶 导数 作为 原本 数 的 一 阶 导 数 。 


$ 1.5 一 般 样 条 和 基 样 条 


上 面 看 到 ， 分 段 多 项 式 由 于 它 的 灵活 性 和 稳定 性 ， 用 处 很 大 。 当 分 段 多 项 式 每 段 次 数 
<0， 在 分 段 点 即 节 点 上 直至 2 一 工 阶 导数 连续 时 叫做 2 次 样 条 , 这 时 2 阶 导数 可 能 有 间断 。 
零 次 样 条 是 指 分 段 为 常数 的 函数 ， 函 数 本 身 可 能 有 间断 。 这 就 是 1.38.1 节 中 的 分 段 零 次 插 
值 , 即 台阶 状 函 数 。 在 1.3.1 节 中 的 分 段 线性 择 值 即 折线 状 函数 便 是 一 次 样 条 。 对 这 两 种 
情况 给 出 一 些 特定 的 样 条 作为 基 函 数 mw(z)， 使 得 同 次 的 样 条 都 可 以 表 为 它们 的 线性 组 合 
2wgi(z)。 在 尘 .3.1 中 所 述 的 分 段 二 次 多 项 式 ,在 节点 上 函数 连续 , 一 阶 导数 有 间断 , 按照 
”这 里 的 意义 不 是 严格 的 二 次 样 条 。 在 81.3.2 中 给 出 了 三 次 样 条 的 插值 法 ， 但 没有 给 出 基 
函数 的 表达 式 。 本 节 中 将 讨论 一 般 的 沁 次 样 条 , 并 给 出 几 种 基 函 数 的 表达 方式 , 使 得 一 般 样 
条 可 以 用 基 样 条 为 “元 件 ”“ 装 配 " 起 来 。 这 对 于 播 值 和 拟 合 都 是 有 利 的 。, 


.5.1 一 些 简单 的 样 条 函数 


样 条 函数 的 特点 是 光滑 和 灵活 。 2 次 样 条 直至 一 工 阶 导数 连续 ， 这 保证 了 它 的 光滑 
性 ; 而 2 阶 导数 的 间断 则 使 样 条 有 了 转折 和 目 如 的 灵活 性 。 一 般 的 2 次 多 项 式 也 是 一 种 2 次 
样 条 。 但 其 2 阶 导 数 连 续 ( 是 常数 )， 因 此 它 还 只 是 名 义 上 的 样 条 。 把 交 次 医 妇 切 去 z<0 
的 半 枝 得 到 所 谓 “ 截 断 客 - 
1 0, z<0 
| 2p2，1>0 
这 种 手术 在 原点 Z=0 造成 2 阶 导 数 间 断 ， 但 仍 保持 其 下 各 阶 导 数 连 续 ， 这 就 得 到 最 简单 的 
“真正 ?的 2 次 样 条 。 


(1.5.1) 


零 次 截断 医 就 是 单位 台阶 函数 
; 0， Z<0O 
1 wo>0 
在 Z=0 处 间 晰 , 有 跃 值 @@ 为 1。 一 次 截断 罕 
0， Z<0 当 0, 7<0 8 
1。 z>>0 人 -| 0 本 


函数 连续 , 导数 在 Z=0 处 间断 , 牙 值 为 t 一 般 地 ， 
(04) 一 TO (全 ) ”一 罗 ( 了 一 下， (0 二 一人， (23) 一 人 04 
放 唾 直 至 2 一 上 阶 导数 连续 ,2 阶 导 数 在 2 一 0 处 间断 , 牙 值 为 2!。2 一 0, 1,， 2, 3 的 曲线 见 
图 1.31 的 上 列 。 四 
关 似 地 ， 也 可 以 把 2 次 医 2 的 在 2<0 的 半 枝 翻 个 身 , 得 到 所 谓 “ 反 转 攻 ” 
s-| 一 2?， |z|?sign ,20 一 偶数 
"5 OZ>0 | jz|” 2 一 奇数 


和 当 函 数 ,jz) 在 z 一 2 处 间断 时 , 该 点 的 跃 值 是 指 从 左 和 从 右 极 限 值 的 差 数 7(a+0) 一 Ar(a-0)， 也 记 作 [ 思 >-。。 当 
函数 在 该 点 连续 时 , 跃 值 为 0。 


一 01 Sigm ZX 一 | (1.5.2) 





{z| X25ignx 





图 1.31 


这 种 手术 也 在 原点 Z=0 造成 六 阶 导 数 间 晰 而 保持 其 下 各 阶 导数 的 连续 性 , 这 也 是 真正 的 2 
次 样 条 。 零 次 反 转 笑 就 是 符号 函数 
一 工 2Z<<0 
十 1, Z>>0 
阴 数 在 Z=0 处 间断 ， 跃 信 为 2。 一 次 反 忽 攻 瑟 是 绝对 值 
2，2<0 一 ，Z<0 
人 4 一 |2| 一 1 有 全 扩 一 2 
十 Z，2> 二 0 1T， 2Z>0 
函数 连续 , 导数 在 2=0 处 间断 , 跃 值 为 2。 一 般 地 
( 国 "一 pz- (0 一 D(D 一 了 四 -2 (oo 一 Dlol (Co 人 
中 直至 D 一 工 阶 导数 连续 , p 阶 导数 在 xz 一 0 处 间断 ， 妈 值 为 271 2=0, 1 2, 3 的 曲线 见 图 
工 .3 红 的 下 列 。 
不 难 验证 


人 灿 一 一 SlpT 和 一 二 


虽 一 于 ( 友 十) (1.5.3) 
朝 一 4 十 (一 了 ?一 思 ) 下 (1.5.4) 

样 条 函数 经 过 一 些 初等 变换 后 仍 保持 为 样 条 。 例如 , 设 F(z) 为 2 次 样 条 , 节点 为 zo， 
2 …， 将 了 (思平 移 一 个 距离 得 函数 jz 一 ， 则 后 者 显然 还 是 2 次 样 条 ， 其 节点 移 至 
Zo 十 4， 2 十 o 。 如 对 jz) 作 尺度 变换 而 变 为 fow， 则 它 也 是 交 次 样 条 ， 但 节点 变 为 


es ””“” 设 9 是 另 一 | 六 次 样 条 ， Cy 6 为 常数 ， 则 线性 组 合 2CF(Z) 十 By(Z) 也 是 


他 
次 样 条 ， 其 节 氮 为 Jo) 的 节操 加 上 9( 思 的 节 氮 。 卫 次 样 条 j 切 的 导数 万 (人 是 2 一 工 次 样 
条 ,节点 相同 。 利用 这 些 性 质 可 以 从 一 些 最 简单 的 样 条 如 截断 宕 或 反 转 丢 出 发 构成 一 系列 
新 的 样 条 。 特 别 是 从 截断 宪 或 反 转 和 通 过 差分 构造 出 具有 紧凑 特点 的 所 谓 山 丘 形 样 
条 。 


-一 -一 一 一 一 一 -一 一 全 一 一 一 一 一 
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个 Fo) (e+ 可 )- -F(c- 记 ) .5.8) 
它 是 把 函数 7(c) 左 、 右 移 亏 再 相 减 而 成 的 。 显然 ,， 当 矿 W) 为 交 次 样 条 时 ， 企 /cz) 也 是 罗 次 
样 条 , 不 过 节点 有 所 不 同 。 
取 0 次 截断 寡 对 的 一 阶 差分 ， 


定义 一 阶 差分 





2 
La 1 
0 4 


这 是 矩形 的 台阶 状 函数 (1.3.1 节 )， 是 0 次 样 条 ,节点 在 “一 土地。 注意 : 它 在 区 间 (一 亏 


于 ) 以 外 恒 为 0, 见 图 .323 上 列 。 也 可 以 取 0 次 反 转 宕 八 =signz 的 一 阶 差分 ， 其 结果 基本 
相同 ， 


| 


3 0_ 本 下 和 工 有 - 1 县 ee 本 | 了 
ol 一 sign (z 寸 可) sign (c 人 人 《 了 一 2， SS 
_ 工 
| 0， 可 < 2 


因此 
工 


4 人 4 一 训 di > disignz 


对 二 次 截断 者 24+ 作 二 阶 差分 , 后 者 定义 为 


AGO) = 人 (4 人 oO)) = 下 (yz+ 到 )-f(e 一 去 ))=… 
= zz 一 2 二- 
于 是 
0 一 2.0 十 0=0， Z 委 一 开 
+I 一 2.0+0=1+z， 一 1<z<0 
和 ae ea 
Z 十 1 一 2 十 2 一 上 = 一， 工 入 2 
也 不 难 验 证 


4 由 =- 言 4 凤 = 到 |a| 
这 是 三 角形 的 折线 函数 (1.3.1 节 ), 是 一 次 样 条 , 节点 在 2= 0, 士 十 它 在 区 间 ( 一 也 了 以 外 
恒 为 0。 | 
对 二 次 截断 宪 人 好 或 双 作 三 阶 差分 
Aj(@= 人 (fo)) = 个 (J(z+ 芒 -27G)+fGc+D)=… 


-二 


2 


3 TH CE 2 
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可 以 得 到 


0， zc< 一 刁 
人 -< 
人- 中 -和 ta 二 只 -性 -< 
| 人- 宁 瑟 < 
0， 订 <<a 
4 人 daoz2 sign 0 
这 是 二 次 样 条 ,节点 在 5 一 土 可 , 土 写 ， 它 在 区 间 (一 立 ，) 以 外 恒 为 0。 


对 三 次 截断 寄 刀 或 好 作 四 阶 差 分 
47(@=- 人 CO) 一 下 (fc+ 可 )- 一 af (c++ 了 + - 豆 ) 一 / (ec 一 号 ))-… 
一 F(c+2) 一 4 人 e+HD +T6f(o) -4 上 Fe+9) 





则 有 
0， Z 委 一 人 
(2 十 zZ)3， 一 2 委 z 委 一 工 
(2 十 z) 一 和 IT 二 oz)3， 一 TI<xz 和 0 


站 os 一 4 一 oO25 0O<z<l 


(2 一 人)3， 1<z<2 
0， 2 和 z 


4 中- 玉 4W3=~ 亏 华 |218 


是 三 次 样 条 ,节点 在 z 一 0， 土 1 土 2, 它 在 区 间 ( 一 2, 2) 以 外 人 恒 为 0。 

以 上 四 个 样 条 4 中 za4，4o+，48o，4da 的 共同 特点 是 具有 紧凑 性 , 即 在 有 界 的 区 间 以 外 
恒 为 0。 此 外, 它们 在 不 等 于 0 之 处 都 取 正 值 ， 和 人 0， 成 对 称 的 山 
丘 形状 ,这 里 ,不妨 称 之 为 山 乒 形 桩 条。 do4， 涉 四， 上 0 训 4 的 曲线 形状 见 图 
工 .32。 

以 上 结果 显然 可 以 推广 到 一 般 的 次 。 为 此 ， 让 地 定义 m 阶 差分 

drj(z) 一 个 (jif(a))m=2 3 ， 
不 难 验 证 
0 me 1 
7 办- 久 (-D*CP1 (e+ 呈 - 贡 ,CT 
取 址 的 2 十 工 险 差分 
ptlzp 二 电 (一 TtO8H (e+2 -有 ， (1.5.6) 
D<4 的 情况 一 一 也 是 实用 上 最 重要 的 情况 一 一 上 面 已 经 有 了 。 这 是 2 次 山 丘 形 样 条 , 节点 
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Aix9 1 A2x+ 


=~1 0 上 





图 1.32 
wz 一 2 一 10, 也 …, 2+1 (1.5.7) 


当 2 为 偶数 时 , 节点 是 “半点 ，2 为 奇数 时 , 节点 为 整 点 , 都 是 等 间距 的 , 间距 为 1。 可 以 证 
”上 明 
=0 当 |z|> .2 二 

小 一作 1.5.8 
|>o 当 zl< 2 
峰 反 在 2=0, 对 称 地 向 两 端 单调 递 降 至 0。 当 2 增 大 时 ， 念 来 愈 光 顺 ， 基 底 ` 愈 来 愈 宽 。 这 
从 图 1.32 也 可 以 看 出 。 

1 


截断 等 中， 或 反 转 寡 邓 ， 或 其 差分 即 山 丘 形 样 条 ?ao8== 斑 4 友 可 以 作为 了 次 样 


条 的 基 , 这 就 是 说 ,任意 忆 次 样 条 都 可 以 表 为 这 些 特殊 样 条 及 其 位 移 的 线性 组 合 。 特 别 重要 
的 是 山 乒 形 样 条 ， 它 们 具有 紧凑 性 和 计算 稳定 的 优点 (1.3.1 节 )。 以 上 有 关 事 实 的 论证 及 
其 对 于 不 等 间距 的 推广 见 1.5.2 节 。 关于 等 间距 山 丘 形 样 条 的 性 质 还 可 参考 第 四 章 34.3， 


那里 函数 六 dptaog 记 为 Mrai(z)。 


1.5.2 分 节 区 间 上 的 一 般 样 条 


在 z 轴 上 取 节 点 隐 
加 二 姑 < 一 记 1< 直 (I.5.9) 
分 节 区 闻 [to, 右 ，…， 如 上 的 次 样 条 ， 是 指 在 各 段 [ji， 纪 ，…，[ 志 -1 加] 上 分 别 为 次 数 入 9 
的 多 项 式 ， 它 在 内 节点 如 ，…， 如-: 上 直至 2 一 工 阶 导数 连续 。 这 种 2 次 样 条 组 成 一 个 函数 
类 , 记 作 85[i, 刀 …, 刀 ， 简 记 作 8。So 就 是 分 豚 常 数 的 函数 类 。 [和 ,三 …， 纪 有 个 分 
展 ,每 个 分 代 上 呈 次 多 项 式 有 2 十 1 个 系数 ,共有 人 它们 不 是 互 相 儿 立 的 ， 在 
每 个 内 节点 要 满足 2D 个 连续 条 件 


-= - -一 一 一 -一 一 emeroiaiairreeerwma- ep veramarrrerroymerer 入 -or uv 一 








30 
帮 丰 一 0 一 大 丰 十 9) (在 一 9) 一 万 ( 丰 十 0) (起 一 0) 一 大 (不 十 0) 
| 2 (1.5.10) 
共计 己 一 蕊 p 个 条 什 , 这 些 条 件 都 是 互相 独立 的 , 因此 %* 内 的 函数 的 自由 度 是 
(了 十 了 ) 一 ( 儿 一 苇 ) 力 一 多 十 隐 
这 就 是 说 , 需要 mw 二 2 个 条 件 才能 唯一 决定 [如 , 三 ，… 人 
对 2=0, 1, 3 的 情况 ,事实 上 在 计 .3 中 已 经 讨论 过 了 。 


当 了 一 0 时 ,需要 册 个 条 件 ,例如 取 了 在 半点 志 3 一 亲人 十 姑 的 值 户 ，， j 一 0，1，…， 


n 一 1。 当 2= 工 时 需要 mw 二 IT 个 条 件 ， 例 如 取 整 点 去 的 函数 值 户 4=0, 1 …, mn。 当 2=3 
时 , m 十 3 个 条 件 可 取 为 疡 4=0, 1 ,网 以 及 罚 , 玫 或 者 天 , 产 

对 于 一 般 的 p=29 十 1= 奇 数 , 需要 mw? 一 % 十 1 十 29 个 条 件 , 可 以 取 帮 , 户 ，…， 户 以 及 
两 端 各 9 个 "边界 和 条件， 如 Fo，…，j，， 万 Je。 对 于 0=29= 偶 数 ,需要 w% 十 0 一 有 十 20 
个 条 件 。 它们 可 以 取 ， 轩 如 1 个 半点 全 万 。 Re IN 


太太， 7 也 可 以 取 m + 工 个 整 点 值 疡 pp， 思 , 以 及 及 7 用 em 
(或 太 序 - 太 … 的 )。 不 过 , 稍为 别扭 些 。 
截断 寡人 一 0，1，…， 由 
旋 入 “ (1.5.1) 
隆 = 了 化 盖 者 和 。 

显然 是 [如 , 二 ，…， 妇 上 的 2 次 样 条, 即 属 于 8o， 其 2 阶 导数 在 “= 去处 间断 , 姥 值 为 P!。 注 
意 ; (Z 一 加) 在 区 纪 上 便 为 0, 不 起 作用 。 此 外 ,1，z，…， 22 当然 也 是 忆 次 样 条 , 属于 Sr。 
不 难看 到 ,在 [io, 三 …， 纪 上 的 任意 的 了 次 样 条 矿 o) 可 以 唯一 地 表 为 


有 一 荆 
7 四 = 人 ma (ec 一句 针 之 bm 加 sx 让 [5.12) 
(二 0 (I.5.13) 


构成 So[ti, 石 ，…， 旭 的 基 。 
为 了 证 明 , 任 取 JE So 依次 在 内 节点 xz 一 加 …， 加 -1 取 其 丸 阶 导数 的 跃 值得 [Jo]。s， 
[fo7]。-ss。 作 函 数 罗 和 
9I(Z) 一 太 z) 一 吕 m(tz- 如 ) 有 3， ui 一 机 [Jo]ee 4 一 革 …'， 久 一 工 (5. 14) 
显然 ，9(o) 与 Jo) 一 样 ， 也 是 [to, 加 …， 志 上 的 了 次 样 条 ， 即 9 (2z) 为 分 段 了 次 多 项 式 ,而 
9 9 90 在 分 点 页 …， 加 -+ 连续 。 试 在 分 点 2 一 丰 取 992 的 跃 值 。 由 于 (z 一 妃 ? 的 沁 
阶 导 数 在 “一 志 处 的 跃 值 为 2!， 而 其 它 4z 一 妇 )#，…，(Z 一 加 -1 的 D 阶 导数 在 Z= 扣 处 连 
续 , 寻 值 为 0， 因此 

[go -一 [Fe 站 一 aa2! 一 0a"0 一 … 一 -1i*0 一 0 
“类似 地 可 知 [gs-a 一 … 一 [g 思 -os 一 0 因此，g99) 在 分 点 如 加-: 连 续 。 由 于 9(z) 为 
分 段 了 次 多 项 式 并 且 直 到 2 阶 导数 为 连续 ， 因 此 它 在 [io, 二 ，…， 志 上 是 “真正 "的 2 次 多 项 


式 , 故 必 可 表 为 g(z) = 六 pox。 连 系 到 式 (1.5.14) 可 知 ， 表 达 式 (1.5.12) 成 立 。 至 于 唯一 
性 , 假如 除 式 (1.5.12) 外 jz) 还 可 表 为 





jw -号 wz 一 划 3 实 Rer 

两 式 相 减 ， 

0= 六 ia 一 <) C 玖 84 裤 (6 一 Ba sa 
依次 在 分 点 “= 二 …， 3 计算 上 式 两 端的 刀 阶 导数 的 妈 值 , 由 与 上 述 相同 的 推理 , 并 考 虐 
到 冯 的 么 阶 导数 恒 连 续 , 可 以 得 到 0=w 一 中 …， 0=w 一 ai， 因此 

0= 袜 (6 一 8 他 bo<z< 加 

因此 Bo 一 6=0, …， ,一 居 =0, 唯一 性 得 证 , 并 且 系数 wm 必 为 

ui+g -fei-0)]1.5-1 ni_1 


上 述 了 次 样 条 的 基 (1.5.13) 含 有 两 种 成 分 (z 一 区 4 和 zz, 形式 上 不 统一 ,但 可 以 把 它们 
统一 起 来 。 为 此 , 引进 “界外 ”的 节点 


< < 加 ， 加 < 加 41< 必 加 49< (1.5.15) 
除了 这 个 条 件 外 , 其 它 为 任意 , 但 一 次 取 定 。 考 虑 m 二 2 个 样 条 
(一 三 一 一 万， 一 太 十 1，…，0，…,， 由 一 ( 革 .5.16) 


当 4 一 一 D， 一 2 十 二 0 时 ，(Z 一 雪 在 区 间 [to, 二，…, 雪 实质 上 就 是 “真正 ?的 多 项 式 
(Z 一 塌 ? 不 难 证 明 , 它们 在 [五 ，…， 刀 上 是 互相 独立 的 。 因此 多 项 式 > ps 可 以 唯一 
地 表 为 它们 的 线性 组 合 。 因 此 式 (1.5.16) 也 构成 So[t5; 二 …, 雪 的 基 。 

相同 的 道理 ,Su [to, 六 …， 如 的 基 也 可 以 取 反 转 寡 的 形式 , 从 而 得 出 类 似 于 (1.5.13) 
的 形式 
(2 一 ) 轩 (一 起 ) 有 0 (Z 一 丰 1)8 工人， ，22 (于 .5.17) 
或 类 似 于 (1.5.16) 的 形式 

(Z 一 划 虽 4 一 一 0， 一 人 十 1 ，0，…, 见 一 工 (1.5.18) 
1.5.38 山 丘 形 基 样 条 


在 工 3 江 节 中 片段 零 次 播 值 的 基 函 数 是 矩形 函数 , 片段 线性 插值 的 基 函 数 是 三 角形 的 。 








0，Z 一 专 
-| 上 <Z< 丰 1 (一 0，1，.…， 刀 一 十) (1.5.19) 
0，11<CZ 
构成 Soflo 二 ，…， 雪 的 基 。-- 次 样 条 
0， 委 丰 -1 
化 一 如 _1 
7 SS 
和) (Z) 一 (一 0，1，…， 人) (1.5.20) 
二 四 OCS 
《0， 1 





构成 必 1 [为 ， Re 加] 的 基 。 


Ar 二 nrreyrrgpgRgPEERPPP 
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这 两 种 样 条 的 重要 特征 在 于 ， 它 们 都 是 紧 姿 函数 〈 见 并 .3), 即 在 少数 几 个 节 距 以 外 恒 
为 零 。 因 此 , 数据 误差 只 影响 到 很 局 部 的 范围 ， 基 本 上 不 扩散 ， 不 放大 , 具有 计算 稳定 的 优 
点 。 反 之 , 样 条 (2 一 杞 # 和 (z 一 起 不 为 零 的 范围 是 (如 ce) 和 (一 co，co) ,都 是 无 限 的 , 它们 
都 不 是 紧 姿 函数 , 数据 误差 按 2 次 寡 传 播 到 无 穷 远 , 有 一 定 的 不 稳定 性 , 它 不 利于 数值 计算 。 
在 十 .5. 工 节 中 ， 用 差分 的 方法 从 好 或 你 构造 了 紧 姿 的 山 丘 形 样 条 。 显然 可 以 推广 到 目前 
的 场合 ， 只 需 把 等 距 差分 改 为 不 等 距 差 商 ， 就 可 以 从 (z 一 切 ? 或 (z 一 切 ? 构造 出 紧凑 的 基 样 
条 来 ， 包括 作为 特例 的 4 和 Aio 


零 次 样 条 ， 作 (zc 一 名 4 的 反 号 一 阶 卷 商 


人 (Z 一 胡 9] 一 一 一 一 [1L( 一 翅 4+ 一 人 一 三 ] 
如 4 一 右 
一 上 (和 一 如 ) 汪 十 二 (Z 一 丰 # 了 3 十 (I .5. 21) 
并 1 
Sa 
不 难 验证 
0， V 所 四 
加 so) 一 一 丰 <2< 相 1 0 (z) (1.5.22) 
加 4 二 六 2 
0， 四 < 人 


这 里 的 所 谓 差 商 , 实质 上 是 取 两 个 变量 w, 的 函数 (z 一 为 9, 对 变量 上 取 节点 - 纪 如 ha 的 关 
商 。 取 反 号 只 是 为 了 保证 绪 果 得 正 值 。 
一 次 样 条 : 作 (z 一 妃 + 的 二 阶 差 商 





Wait(2) 一 Bi(2 一 在 1 十 BC 一 坷 + 十 BCZ 一 在 1+ (1.5.23) 
2 2 2 
入 国 ( 丰 开 一 划一 办 1” 尺 一 (在 一 在 (在 一 丰 F 人 (1 一 在 1) (一 大 
不 难 验证 ; 
0， Z<f 1 
2(Z 一 如 1) 

山 :， t(2) 一 (t+ 一 加 -1) (二 一 友 一 1 He 二 2 Ni(z) (1.5. 24) 
(2 一 丰 芝 二 如 + 一 右 -1 
《81 一 在 -1) (在 一 丰 41) E 
0， 丰 H1<X 


”了 卫 次 样 条 :对 于 一 般 的 p=0, 了 2，… 取 两 个 变量 > 一 ! 的 函数 (> 一 办 4， 作 对 于 变量 ; 
以 拓 加 寻 D …， 丰 941 为 节 反 的 了 2 十 阶 差 商 ( 当 2 为 偶数 时 约定 取 反 号 ， 以 保证 结果 得 正 
值 )， 


人 - 引 6 re GL.5.28) 


此 处 
-CDraGHDIUw 败 
0 人 动 一 (人 一 划一 经 二 (一 如 pa) | (1.5.26) 
吕 掏 ) 一 的 一 直人 一 直 四 (加 一夫 2) 全 一 用 4) 从 一 丰 ot1) 
这 就 是 2 二 IT 阶 数值 微 商 ( 乘 以 符号 (一 蕊 ? 沁 的 系数 , 见 工 5.4 节 。 
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显然 , 对 于 任意 整数 多 如 :EC 9pLo 二 ，…， 纪 。: 的 一 个 重要 性 质 是 紧凑 性 , 它 在 子 
区 闻 (加 #+os+uy 以 外 恒 为 0, 即 


yaoi(2) 0， 当 zs 生 友 或 2 关 妈 9+i ( 工 .5.27) 
事实 上 , 根据 截断 短 的 定义 (十 .5.1) 
| 4， ZX 。 e 
(2 一 芭 千 一 7 一 4， 4 十 ,， ,4 十 0 十 


| (一 切 2 和 之 训 +9+1 
因此 , 当 z 委 丰 时 ，yos(o) 三 0; 而 当 z 志 如 pri 时 ， 加 sz) 为 去 的 2 次 多 项 式 (z 一 ? 以 
一 丰 ， 有 :94 

为 节点 的 2 十 1 阶 差 商 ( 或 反 号 ), 也 恒 等 于 0。 

此 外 , 还 可 以 证 明 , 在 开 区 间 (如 如 at) 上 几 : 恒 为 正 , 即 

赂 Wo) >0， 当 4<z< 和 oa (1.5.28) 

并 且 有 一 个 唯一 的 极 大 点 。 因 此 败 ,' 是 单 峰 式 的 山 丘 形 函 数 ( 仅 当 2=0 时 是 平 顶 的 ); 当 刀 
增 大 时 , 光滑 度 递增 , 而 “基底 ” 即 函 数 不 为 零 的 范围 变 宽 。 

也 可 以 取 “ 反 转 守 " 代 着 “截断 等 "来 作 差 商 , 结果 只 差 一 个 常数 倍 (2 倍 )。 事 实 上 , 由 于 
式 (.5.25),(1.5.3) 

1] +etl 


Wi) = 到 阅 Be 一 巧 导 到 久 Be 一 b 
右 端 第 二 项 是 二 的 忆 次 多 项 式 (z- 芭 ? 阶 差 商 , 恒 为 0, 因此 


国 于 澡 Rulz-ilvagn(c 一 二 ，p 一 偶数 
yo 一 可 名 Bi(Z 一 切 8 一 (1.5.29) 
可 名 pi|Z 一 圳 2 2 一 奇数 

妆 2 一 奇数 时 用 这 个 公式 来 计算 如 ,: 是 比较 方便 的 。 
根据 性 质 代 .5.27)，(1.5.28)， 当 4 一 (2 十 切 或 4>>m% 时 , 样 条 必 ， 在 区 间 [%， 如 上 恒 
为 0, 不 起 作用 ; 在 [ti,， 刀 不 恒 为 0 的 只 有 下 列 人 
oki(Z)， 4 一 一 D， 一 0 十 1 0， 二 … (1.5.30) 
可 以 证 明 ( 证 略 ), 它们 在 区 间 [和 ， 绿 上 是 线性 无 关 的 , 因此 构思 | 塘 ，%…， 芭 的 基 , 即 任 
意 的 jz) ES 可 以 唯一 地 表 为 


jz) 一 呈 mofos 人 a)， 加 魏 Z 魏 加 (1.5.31) 


这 里 基 样 条 都 是 紧凑 的 , 有 利于 数值 计算 。 
当 2 一 0 工时 是 已 知 的 情况 ( 见 工 .3 工 节 )， 人 


的 值 来 表达 ; 
有 0. 2 7 》 一 一 0， 并 ， 名 一 工 8 ( 工 . 5. 有 


- aa 到 (fs 一 雪 Fasa 4 一 _1 0 二 四 .5.33) 


但 在 p>>2 时 , 则 wm 没有 这 样 简单 的 表达 式 ， 需要 利用 定 解 条 件 来 联 解 一 个 线 代数 方程 组 ,以 
确定 系数 w。 现 举 2=3 为 例 来 加 以 说 明 , 其 它 情 况 是 类 似 的。 
-对 于 [io 加 …， 志 上 的 三 次 样 条 , 可 以 取 , 比方 说 ,下 列 mw 十 3 个 定 解 条 件 
太一 Fo Fo 一/ pv， 一 帮 太 ( 攻 一 六 .5.34) 
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于 是 得 到 线 代 数 方程 组 
宙 《和 
甩 oh 一 户 一 0 1 (1.5.35) 
袜 o 人) 一 妨 


未 知 数 是 CQ-3，Q- 92， …， Cn 一 1 系数 及 右 端 项 都 是 已 知 的 ， 这 里 为 了 简便 ， 命 峭 一 ieo 
根据 性 质 (1.5.27) 以 及 了 次 样 条 2 一 工 阶 以 下 导数 的 连续 性 , 可 得 


由 pi 胡 一 曙 区 (区 一 … 一 晤 人 () 一 0, 当 ? 入 4 或 7>4 十 0 十 了 (1.5.36) 
因此 对 2=3 有 忆 
凯 ( 雪 一 几 ( 声 一 矿 ( 切 一 0 当 JsY 或 9>>? 十 4 (1.5.377 


于 是 方程 组 (1.5.35) 中 每 个 方程 至 多 有 三 个 系数 不 为 0, 即 

a_ay/_s( 加 ) 十 o_aj as (to) 十 aiti(t) 一 及 二 

oj _3j_s (页 ) 十 oo 人 才 ) 十 aaai( 直 一 太一 0 1 (1.5.38) 
O0 _3 几 -8 人 (页 ) 十 os as( 太 ) 十 oa i( 加 ) 一 户 

“ 当 取 定 解 条 件 为 

户 ( 细 ) 一 态 ，Fto) 一 户 ， F( 的 一 户 ， 挛 (一 肪 (1.5.39) 





时 则 得 方程 组 ， 
| oa_a-s (大 7 十 ac_sb7 ( 旭 十 aiyb-a(to) 一 四 
02-3j-s( 招 ) 十 ax-a-s( 扫 十 ok- (把 ) 一 太一 0 1 (5.40) 
ai 二 os) 十 oa 一 天 
所 谓 [io, 三 …, 幻 上 的 周期 样 条 , 就 是 以 区 间 [如 纪 的 长 度 加 一 加 为 周期 拓 至 一 ce<x 
<cce 上 的 了 次 样 条 。 这 时 ,节点 bo, 妃 …, 所 也 应 以 周期 加 一 如 周期 地 拓 至 “界外 ”， 应 该 满 
足 
ts 一直 十 (加 一 如) 4.5. 和 4) 
由 于 宪 样 条 w(z) = (z 一 划 # 具有 平移 不 变性 
itn(2) 一 0i(Z 一 (加 一 如 ) ) 
并 且 它 们 的 差 商 基 样 条 山 (z) 也 具有 平移 不 变性 
由 rn(z) 一 由 ( 一 (所 一 如 )) 
因此 
Vs 要 一 由 人才 -本 (1.5.42) 
这 样 , [to, 三， …， 如 上 的 周期 3 次 样 条 的 系数 m(i= 一 3，…, mw 一 1 虽然 还 是 w+3 个 , 但 满 
足 周期 性 条 件 


Cu 一 0 (1.5.43) 
故 只 有 呈 个 是 独立 的 ,例如 取 为 c-，m， …， mw-_a。 定 解 条 件 也 只 需 m 个 , 例如 取 为 
(三 ) 一 沪 ， (ta) 一 >， Ce 丰 () 一 ( 什 .5.44) 


于 是 a-1，…，on-s 满足 方程 组 


呈 总 -一 一 -= 一 一 一 一 wo -一 





Ch sa ( 石 ) 十 oaiy ( 右 ) 十 aoyn (万 ) 一 广 
Ox 3 3 ( 刀 ) 十 0xz_stx sa( 如 ) 十 ax-ltjzx_: ( 厅 ) 一 大 2， 用 一 2， 人 锡 一 二 (.5.45) 
Co-s 几 -as (加 ) 十 oa 几 -s (加 ) 十 C-i 几 -1 (加 ) 一 请 


0-3 二 00 -3，C -3 一 0 -2，0-1 一 CQG-1 ( 工 .5.46) 
以 上 三 种 情况 的 方程 组 基本 上 是 三 对 角 线 带 状 的 。 当 节 点 距离 没有 什么 突变 时 ， 系数 
阵 的 对 角 线 元 占 优势 , 因此 是 比较 容易 解 的 (比较 .3.2 节 以 及 以 下 等 距 的 情况 )。 


.5.4 等 间距 的 基 样 条 
当 攻 怕 为 等 距 妇 1 一 大大 时 ,不 难 验证 系数 85 就 是 二 项 系数 
(一 花 CH CH 一 ， (2 十 二) ! (1.5.47) 


1 ne 





这 时 , 同 而 辽 不同 的 内 ;之 间 , 彼此 只 莽 一 个 平移 , 即 
Up 二 Wo(Z 一 久 ) (1.5.48) 


di(2) 对 称 于 区 间 [bi， fs 和 负 中 起 赤 ( 十 rot 一 4 二 ， 当 2 一 偶数 时 这 是 半 
反 ， 当 了 一 奇数 时 这 是 整 点 。 当 关 一 0， 工 ，2， 3 时 加 ;的 表达 式 为 站 
一 0: yo 天 [G- - 妈 4 一 (2 二 友 1 了 ] 辣 (1.5.49) 





下 二 出 | ， (1.5.50) 
p=2 如 上 直 [六 3648 一- 和 (1.5. 本 1) 


2 一 3: Ge 4(x- 98- 63 4 一 如 3+ 十 (2 一 在 4)3] (人 .5.52) 


其 形状 大 致 如 图 1.32， 只 是 比例 尺度 的 不 同 。 
对 于 0 一 3， 和 


几 ( 雪 一 0， 几 (1 汪汪 中 (8 9) 三 | 必 (有 3) 下 由) 一 0 


的 = Wi 是， 出 Ga-0 ，。 届 G= 一 号 必 GO-0 


及 内 
一 0 凡人 一 琴 ， 骨 人 一 其 ， 骨 (= 届 ， 剧 G=0 


取 ( 王 .5， 人 程 组 \ 工 .5.38) 成 为 





-3 0 3 es 了 三 帮 
| 1 4 C-2 | [gpo 
和 工 a_1 用户 
: |j=| : (1.5.5) 
和 
| -3 0 3 | | Onu1 加 jj _ 
将 头 两 个 和 末 两 个 方程 分 别 相 消 , 得 等 价 的 方程 组 





万 各 





-6 1 芭 2 了 | 六 as | 和 2(3jo 一 六 Fo 
T 4 1 Q--3 玫 帮 0 
1 4 革 训 (一 工 克 方 
下 1 On- 用 太 
汪 12 6 | ao- 73 轧 士 2) 
取 (.5.39) 为 定 解 条 件 时 方程 组 (1.5.40) 成 为 
6 一 12 0 | 国人 jj 
1 41 CQ-s 凡 jo 
1 4 1 Ca-_i 充 方 
本 (1.5.50) 
工 ， 4 工 Cn 一 9 六 帮 
E 6 -1 6 La | Liap 
等 价 于 
0 36 | 三 as | [26 一 妇 jo) 
二 4 工 C-3 六 jo 
1 4 1 | a_ 下 方 
下 1 记 
国 36 0 | LA6H 一 ie 
将 c_s 与 c_% om _s 与 m-i 对 调 得 
360 0x-3 | | 有 6fo 一 太 jo) 
和 工 人 -3 太 jo ， 
工 和 江 亿 开 下 六 
| : (1.5.56) 
1 4 1 二 二 1f | 
1T 工 4 On 一: 太太 
村 0 36 On 一 2 区 7 (6F 中 一 jj) 
对 周期 样 条 , 条 件 代 .5.43) 与 方程 人 .5. 生 ) 成 为 
4 工 工 CT 1 六 
和 了 工 ao js 
: |-| : 4L.5.57) 








87 


1.6 多 项 式 和 样 条 的 最 小 二 莱 法 
1.6.1 最 小 二 乘 问 题 


设 有 一 组 节点 内 <za<…<znw 以 及 相应 的 实验 值 户 , fa, …, 加。 把 样 点 (zu 万 )， 
(Za， 3)， ” (Zm， ) 视 为 3 平面 上 的 一 组 点 ， 要 求 用 一 条 比 逻 简单 的 岗 线 4 一 五 (2)， 
例如 多 项 式 曲线 去 和 逼 近 这 组 点 。 当 数据 量 mm 较 大 时 ， 要 求 作 “过 点 ”的 , 即 通过 所 有 样 点 的 
多 项 式 插值 是 不 现实 指 , 因为 多 项 式 捅 值 在 高 次 时 不 稳定 ; 同时 , 这 种 “过 点 ”的 情况 也 是 不 
可 取 的 , 因为 实验 数据 总 含有 误差 (不 妨 称 之 为 噪音 ), 所 以 无 须要 求 完全 密 合 , 相反 地 还 需 
要 进行 平滑 以 滤 去 噪音 。 因 此 , 通常 希望 作 低 次 的 多 项 式 ， 它 的 次 数 常 远 小 于 m, 使 得 它 在 
一 定 的 意义 下 最 优 地 逼近 于 原始 数据 。 

逼近 的 度量 可 以 有 种 种 取 法 。 最 重要 同时 也 是 最 简单 的 一 种 是 取 所 谓 方差， 即 各 点 信 
差 的 平方 和 


Eu 一 廊 ]? (1.6.1) 
有 时 , 由 于 各 点 数据 的 可 靠 性 不 一 致 , 故 可 以 权衡 轻重 而 引进 权 数 , 即 比重 中, aa …, dm>0。 
对 于 较 可 舍 的 点 冉 以 较 大 的 比重 , 从 而 引用 加 了 权 的 方差 
衬 w[FCa 一 有 (4.6.2) 
作为 逼近 的 度量 。 
所 谓 最 小 二 乘 或 最 小 平 差 问题 是 指 到 (w) 取 在 某 特定 的 函数 类 中 , 要 求 定 出 一 个 使 得 方 
差 人 .6.2) 达 到 极 小 的 函数 。 一 定 次 数 (例如 % 开 次 ) 的 多 项 式 
0 ap (1.6.3) 
的 最 小 二 乘 问题 就 是 要 定 出 系数 m， ou, …，w-i 使 方差 (1.6. 人 为 极 小 。 一 般 地 说 , 选 定 m% 
个 函数 . 
Ja(O)， 失 Jo (2) ( 工 .6.4) 


叫做 基 画 数 ,考虑 它们 的 级 性 组 合 本 
7 人 = 习 sw 人 6 二 
要 求 定 出 其 中 之 一 , 妈 定 出 系数 好，…，m 使 方差 (1.6. 劝 达到 极 小 。 这 时 全 
0 对 一 0j 2) ， 用 一 70; ?一 |， 检 .6.6) 


连同 万 ， 3 太 ， 帮 ， ”” Or 都 是 已 知 量 。 于 是 方差 民 .6.2) 显然 是 ZI rn 的 二 次 函数 ， 
命 之 为 


JI 和 网 = 四 [Fo 一 癌 和 = 守 轴 [福全 -和 问 ， 


攻 冯 di[ 冯 ou 一 采 ]。 (1.6.7) 
眼 据 微 积分 中 的 极 值 原理 , 使 7 达到 极 小 的 四， …， 如 必 满足 下 列 方程 组 
3= (1.6.8) 


不 难 算出 
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玉 =2 袜 四 ( da 一 户 )au 盖 2 [ ( 习 cudaau) 他 一 之 qu 广 ] 


因此 , 命 
旺 ouduow， (1.6.9) 
9 一 袜 oudejs 5 .6.10) 
则 ze， …， 如 满足 下 列 线 代 数 方程 组 , 叫做 法 方程 组 
袜 sm- 0 1 一 (1.6.11) 
引用 记号 cy，9 方差 函数 (1.6.7) 可 以 表 为 
了 一 (CC，…， Lo) 一 翌 w 人 oo)- -2ugt+ 总 aa 有 ( 工 .6.192) 
因此 , 当 邮 ，…， tw 为 问题 的 解 即 满足 (1.6.11) 时 所 达到 的 方差 最 小 值 是 
Tan= 一 六 避 0i 十 袜 帮 及 (人 .6.13) 


法 矩阵 C- [oj 是 m 阶 对 称 方 阵 。 可 以 证 明 ， 当 基 函 数 mm(z)， oo) 在 节点 集合 
{zi，…，2z 叶 上 具有 一 定 的 独立 性 时 ,法 抢 阵 C 是 正定 的 。 这 样 ， ee 
法 方程 组 (1.6.11) 的 问题 ,数值 解法 见 第 八 章 。 

用 符 阵 记号 时 , 式 (1.6.9~1.6.13) 可 以 表 为 


CO= 47D4 (6.1) 

I=4IDF (上 .6.15) 

加 CO 一 0 (1.6.16) 

了 = =2TO 一 2079 十 Fr7PDF (1.6.17) 
Jan 一 一 029 十 广 Dj (1.6.18) 


这 里 zx= [xu], 9g= [由 是 间 阶 列 阵 ， 了 = [六 是 mm 阶 列 阵 ，4= [gg] 是 mm 行 m 列 长 方 阵 , 刀 
是 以 中， …，dn 为 对 角 元 的 对 角 阵 ，C= [oj] 是 m 阶 对 称 方 阵 。 上 标 卫 表示 矩阵 的 转 置 。 


1.6.2 多 项 式 的 最 小 二 乘法 
考虑 多 项 式 的 情况 。 这 相当 于 取 
pf(Z) 一 0 了 一 工作 (1.6.19) 
CQxy 一 01(Zz) 一 1， 4 一 | 1 1 一 | 人 (1.6.20) 
连同 式 (1.6. 并 ), 表面 看 来 这 是 一 个 比较 简单 的 计算 问题 。 实 践 表明 , 事情 远 非 如 此 。 事 实 
上 , 当 w<4 或 5 时 情况 是 正常 的 , 但 当 mw>-6 或 ?时 开始 出 现 反常 , 法 方程 组 很 “ 难 解 ", 有 效 
数位 的 丢失 很 严重 。 
为 了 分 析 这 一 情况 , 取 zi za，…，2Zn 为 区 间 [0, 雪上 的 等 距 节 点 


21 一 0,，…， 4 一 Zm 一 二 (1.6.21) 


并 取 中 一 … 一 0 一 区 于 是 





- 包 QiQzy 一 袜 2 10 人 1 一 


一 1 一 2 一 总 二 
( 轨 一 十) 一 一 一 一 ET 了 袜 所 一 二 ) 下 ，9 一 二 ，… 
于 是 当 m 一 co 时 渐 近 地 C= C.= (和 一 二 兢 ， 

. _ 1 1 
四 1 
1 二 

万 ,=| 2 3 十 荆 (.6.22) 
小 工 5 
CI VTT ”2 


通常 叫做 Hilbert 阵 。 它 是 对 称 正定 的 , 并 且 知 道 它 的 道 矩 阵 瑟 ， 的 明显 表 过 式 。 于 的 
模 量 最 大 与 最 小 元 素 的 比值 是 . 


全 3 有 6 
| 
对 于 7<m<<15, 这 个 比值 的 量 级 < T)"。 当 方程 组 (1.6.11) 的 右 项 某 个 % 有 误差 4， 就 会 导 
致 解 的 误差 达 10" 有 上 巨 量 的 放大 ! 笼统 地 说 , 字 长 为 十 进 制 m 位 的 机 器 上 能 解 的 阶 数 限度 
是 w。 显然 这 并 不 是 由 具体 解 算 方法 带 来 的 ， 而 是 由 于 方程 的 解 对 于 右 项 的 扰动 异常 和 
感 。 
通常 ， 对 于 这 一 类 计算 问题 ， 当 解 是 所 要 下 的 劲 运 超 过 从 问题 的 条 单 外 表 所 能 设 和 的 
程度 时 , 称 之 为 病态 的 。 上 述 法 方程 组 的 问题 可 以 说 是 病态 的 。 
对 称 正定 卸 阵 的 最 大 与 最 小 本 征 值 的 比值 2 叫做 状态 煞 或 条 件数 ， 可 以 作为 矩阵 病态 
程度 的 衡量 。2p 值 愈 大 , 病态 愈 甚 。 对 于 玖 ,可 以 证 明 
D( 丽 ) 一 es5 ( 革 .6.23) 
即 状态 数 随 w” 作 指数 状 增长 。 这 是 典型 的 病态 矩阵 (参看 第 八 章 )。 
上 述 法 方程 组 的 病态 问题 可 以 通过 更 换 基 函数 而 得 到 改善 。 仍 以 等 距 节点 (1.6. 叶 ) 为 
例 。 我 们 知道 ,任意 的 %- 工 次 多 项 式 玉 (z) 可 以 唯一 地 表 为 


FOOD)- 咏 &pdo) (1.6.24) 
这 里 m(z) 是 区 间 [0, 匡 上 的 :次 正 交 多 项 式 , 即 勒 让 德 多 项 式 。 它 满足 





人 aaaz-ao|i ， (1.6. 现 
( 见 第 一 章 或 参考 资料 [])。 因此 , 作 % 一 工 ee 可 取 基 函数 
or(2Z) 一 Di(Z)， 《一 1 2， (1.6.26) 
以 代替 \1.6.19)。 这 时 
gj 一 凶 (Zi 一 W-1(Z， 天 一 二 3 了 一 二 〈1.6.27) 


于 是 
cy 一 防 ZW-t(zz DJ-1(2o ( 吧 一 土 ) | or (cp (cz)dz 一 (和 一 贡 3 
即 C 一 C> (mm 一 蕊 工 , 关 为 有 阶 单位 阵 。 因 此 法 方程 组 是 和 良 态 的 。 这 个 例子 说 明了 ， 在 局 


rn 
ae le eight 
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一 函数 类 中 更 换 基 函数 , 法 方程 组 的 稳定 性 可 有 很 大 变化 。 
应 该 指出 ， 上 述 最 小 二 乘 问题 也 可 以 看 作 矛 盾 线性 代数 方程 组 


习 o 一 广 ， 4 一 二 0 72， 0jy 一 好 


在 最 小 二 条 的 意义 下 定 解 的 问题 当 加 >m 时 , 方程 组 一 般 无 解 , 因此 叫做 矛盾 方程 组 。 但 
是 , 可 以 要 求 定 出 由 ，…，z 使 得 误差 平方 和 或 加 权 误 差 平方 和 达到 极 小 


J (ua，…，z) 一 袜 4 9 au 一 万)2 一 极 小 


前 面 列 出 的 法 方程 组 只 是 问题 的 种 等 从 形式 而 并 非 解 古 必 经 之 路 。 事实 上 , 对 于 这 类 问 
题 存 在 不 经 由 法 方程 组 的 , 直接 与 原始 的 长 方 阵 盘 = [ou] 打 交道 的 比较 稳定 的 解法 ( 详 见 第 
八 章 )。 对 于 多 项 式 最 小 二 乘 问题 , 宜 于 采用 那里 所 指出 的 数值 解法 。 
一 般 说 来 ， 对 于 多 项 式 乎 差 问题 , 和 对 于 多 项 式 搬 值 问题 一 样 ， 不 宜 言 目地 追求 高 次 。 
这 是 因为 , 高 次 多 项 式 是 解析 函数 , 它 在 极 小 范围 内 的 性质 足以 决定 其 全 局 的 行为 , 因此 , 总 
是 比较 别扭 的 , 它 缺 乏 灵 活 适 应 的 能 力 。 当 次 数 提高 时 , 虽然 在 控制 点 即 样 点 上 压低 了 平 
差 , 但 在 这 些 控制 点 之 间或 其 外 则 往往 出 现 不 合理 的 波动 扭 握 。 以 下 将 介绍 另 一 种 途径 , 即 
分 段 多 项 式 的 途径 , 它 可 以 基本 上 克服 上 述 困难 。 


1.6.3 样 条 的 最 小 二 乘法 


在 有 些 问 题 中 ， 数 据 列 (ci， 户 )，…，(co，j) 反映 一 个 比较 “长 ”( 时 间 上 或 空间 上 ) 的 
过 程 。 除 了 实验 误差 外 , 本 身 含 有 许多 波动 起 伏 转折 。 这 种 特点 是 不 能 随 着 噪音 一 起 被 滤 
掉 , 而 是 要 保留 和 复原 的 。 这 就 是 多 自由 度 的 数据 拟 合 问题 。 它 要 求 待 定 参 数 的 个 数 m” 比 
较 大 (虽然 仍 有 %<m) 。 如 上 所 述 ,采用 提高 多 项 式 次 数 的 办 法 是 不 合适 的 。 但 是 分 段 多 项 
式 , 包括 样 条 在 内 , 具有 较 好 的 灵活 性 和 稳定 性 , 在 本 质 上 是 适应 于 这 一 类 问题 的 。 特 别 是 
三 次 样 条 , 具备 了 一 般 说 来 足够 的 光滑 度 , 而 且 比较 简单 , 对 于 许多 拟 合 问题 是 适用 的 。 以 
下 主要 谈 三 次 样 条 的 平 差 , 推广 到 一 般 2 次 样 条 也 是 不 难 的 。 

适当 地 选取 分 跋 节点 

< 必 有 和 二 下 < 玫 丰 1<。 
考 赎 分 节 区 间 [to, 二 …， 寻 上 的 三 次 样 条 函数 类 Sa [j, 右 …, 妇 。 应 安排 这 些 分 段 节点 
去 使 得 全 部 数据 节点 zx， …， om 都 落 在 区 间 [t, 妇 之 上 , 并 使 必 重 合 或 接近 于 加, zw 重合 
或 接近 于 #。 应 注意 区 间 分 两 类 不 同 使 命 的 节点 即 原始 的 数据 节点 , 和 样 条 分 段 节点 所 
两 者 可 以 不 相 重 。 前 者 是 问题 中 给 定 的 ， 后 者 可 由 解 题 人 主动 掌握 。 我 们 将 在 样 条 类 
Sas[io, 为, …， 刀 上 作 最 小 平 差 ， 它 有 自由 度 * 十 3 一 mn。 Sas 有 多 种 形式 的 基 ， 如 (4.5,13)， 
(4.5.16)，(f.5.30) 等 等 。 从 计算 稳定 性 考虑 , 采用 山 丘 形 紧 姿 基 样 条 (1.5.30) 


f4 5 ] 妇 4 。 
ya 的 一 启 Br 一 二 + 一 可 语 Bi|z 一 二 | 8 一 一 3， 一 2， ”3 人 一 荆 (1.6.28) 
pw- 有 _-， 忆 二 = 答 拓 -二 (1.6.29) 
时 0 ( 太 ) 9 4 No 党 让 帮 AR 
即 取 


Wi 人 一生 oO， 了 了 2 (1.6.30) 
作为 最 小 平 差 的 基 函 数 。 





有 (人 (Z) 一 旺 wn (= -op 4(Z) ， 和 < 一 如-_3 (.6.31) 
qu 一 人 (oa) 一 sa- tc， 一 人 (1.6.32) 
以 下 就 按 标 准 程式 (1.6.9~ 民 .6:11) 进 行 人 本 
由 于 加 ,在 区 间 (加 #4) 外 恒 为 0， 所 以 
ysi(Z) atO) 三 0 当 14 一 有 >3 (1.6.33) 
Ji(o)95j(2)=0， 当 1 一 诈 >3 ”6.34) 
这 就 使 cu，ow, g 的 计算 简化 。 WE 
为 了 分 析 法 矩阵 C= Cu 的 性 状 ， 不 妨 取 [t， 绍 一 [0, 轨 , 必 取 为 [0, 习 的 等 距 点 并 
人.6.21)， 中 =1。 于 是 有 


ou-pGow(oD= Go- gr(o)gi(z)dz= (m 一 切 多 


因此 当 7 和 2 相当 大 时 CE 用 (ma 一 了 了 已 一 [oj] 。 
当 *4 一 了 时 两 个 山 乒 w， gr 相 重合 , 这 时 积分 值 即 B, 的 对 角 元 


ie-| pp 
比较 大 。 当 |4 一 川 从 0 起 逐渐 增 大 时 ,9g: 与 四 逐 渐 “ 错 开 ”, 积分 值 
iu-| wp 


逐步 减 小 , 直至 |4 一 让 >3 后 wpp 反 0， 积 分 值 2 一 0。 因 此 吾 是 3 对 角 线 的 带 状 阵 , 对 角 线 
元 占 优 势 。 这 个 结论 对 于 法 矩阵 C 本 身 也 是 成 立 的 。 不 难 证 明 , B. 和 Cu 都 是 对 称 正定 的 。 
比 外 , 可 以 证 明 对 于 一 切 m%， 8, 的 最 大 本 征 值 有 上 界 , 最 小 本 征 值 有 正 的 下 界 , 因此 瑟 . 的 状 
态 数 2 是 有 界 的 , 即 
(Bu 一 OH (EL.6.35) 
因此 , 已 ,以 及 必 是 良 态 的 , 便于 解 算 。 
顺便 指出 ,如果 采 用 截断 医 如 (ze 一切 + 或 |z 一 四 作为 平 差 的 基 函 数 ， 则 相应 的 法 和 卸 
阵 C, 和 B, 就 不 再 呈 带 状 , 也 没有 对 角 元 的 优势 ; 并 且 可 以 证 明 , 当 ->ce 时 有 的 状态 数 刀 
按 % 的 项 次 增长 
p(B,) 二 0O(n) (4.6.38) 
因此 它 的 病态 程度 虽 比 多 项 式 时 的 瓦 ,(1.6.23) 好 些 , 但 远 劣 于 取 山 丘 形 样 条 (1.6.35) 为 基 
的 情况 。 
最 后 说 明 一 下 在 等 间距 刀 : 一 如 = 六 时 计算 方面 的 简化 。 这 时 基 函 数 由 = 如 , 可 以 从 
同一 个 函数 用 平移 的 方法 产生 。 因 此 先 定 义 一 个 标准 的 函数 
四 -| 0 (4.6.37) 
|z 十 271 2 一生 [2Z 十 语 3 十 6|z|s 一 4|z 一 四 3 二 |Z 一 28|13 当 |z| <27 
”这 是 峰 点 在 2 一 0， 间 距 为 饮 的 三 次 对 称 样 条 。 所 有 的 基 函 数 ( 略 去 一 个 非 本 质 的 公 因子 ) 
可 由 轨 (o) 用 平移 产生 。 由 于 扩 一 迪 ,- 的 峰 点 在 轿 4+s 王 坟 s 因此 
8 人 = 到 (zc 到 7 (1.6.38) 
1 二 ixz) 一 业 (0 一 四 )， 8 一 1 II 一， (I.6.39) 





2 


0， 当 |4 一 让 >3 
| (1.6.40) 


习 duauam 当 1 一 让 魏 3 
注意 ; 在 人 .6.37) 和 (1.6.40) 中 各 自 的 第 一 式 在 理论 上 被 其 第 二 式 所 保证 ， 因 此 是 多 
余 的 ; 但 在 程序 中 仍 宜 加 上 第 一 : 式 那样 的 判断 , 以 避免 误差 和 减少 工作 量 。 
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[3] Ahlberg-Nielson-Walsh，'%Theory of Splines and Its Applications7,1967。 
[4] 北京 大 学 .清华 大 学 编 ,《 计 算 方法 > 科学 出 版 社 ，1973。 





第 - 章 数值 积分 


82.1 引 言 
定 积分 
I-| Fodx (2.1.1) 


的 计算 , 从 一 般 的 数学 基础 书籍 中 , 我 们 知道 ， 通 常 是 由 确定 被 积 函数 fc) 的 原 函 数 ， 即 确 
定 一 个 具有 导数 丽 (z) = (z) 的 函数 媚 (z)， 然 后 计算 (z) 在 =a 和 z=5 上 的 值 来 得 到 
它 的 量 什 , | 7(z)dz 一 (8) 一 三 (a)。 但 在 实际 计算 问题 中 ， 这 样 的 做 法 往往 是 行 不 通 的 。 
因为 在 大 多 数 的 问题 中 ,被 积 函数 f(z) 的 原 函 数 往往 不 能 由 明显 的 表达 式 给 出 ， 有 些 即使 
可 以 用 明显 的 式 子 表达 , 但 其 表达 式 过 于 繁复 而 不 适 于 计算 。 甚 至 在 有 些 问题 中 , 被 积 函数 
(cz) 是 不 明显 知道 的 ; 它 或 者 是 由 数 表 给 出 , 即 只 知道 它 在 若干 离散 点 上 的 量 值 , 或 者 是 定 
义 为 某 个 微分 方程 的 解 (而 这 个 微分 方程 是 不 能 明显 解 出 的 )。 对 于 这 样 的 问题 ,自然 更 无 
法 应 用 上 述 方法 了 。 因 此 在 实际 计算 中 , 我 们 就 常常 采用 另外 一 种 途径 一 一 数值 积分 法 。 

数值 积分 法 , 是 从 近似 计算 的 角度 , 采用 某 种 数值 
过 程 来 求 出 定 积分 的 近似 值 。 


我 们 知道 ， 定 积分 | 7(z)dz， 当 积分 区 间 (o， 


是 有 限 区 间 , 被 积 函 数 (lz) 是 (a, 妨 上 的 有 界 函 数 时 ， 
在 几何 上 可 以 解释 为 在 = 和 z=-2 之 间 本 数 jz) 
图 形 下 药 面 积 。 如 图 2.1 所 示 , 我 们 用 一 串 分 点 





4 一 0，01，03 On 一 六 
将 区 间 (c,， 分 分 成 见 个 小 区 间 :; [zo, oil， [za oa 0 9 入 8 
Los-1， 2 ， 并 且 在 各 小 区 间 [2 1， 24] 上 和 任 取 一 点 & 图 2.1 


设 相应 的 函数 值 为 F(E0， 于 是 得 到 一 组 以 力 一 ma 一 ai-: 为 底 , 以 (59) 为 高 的 矩形 ,其 面积 为 
Au (E)。 然后 ， 我 们 将 这 些 抢 形 面 积 相 加 起 来 ， 便 得 到 利 式 


的 .1 
没 大 是 % 个 小 区 间 中 的 最 大 长 度 姑 一 max{h}。 如 果 对 于 区 间 的 任何 ~- 种 分 法 和 总 的 任何 
一 种 选择 , 当 分 点 无 限 增多 且 jr-*0 时 , 存在 共同 极限 
limT=lim 衬 jj(Eo = 
出 此 极限 即 是 定 积分 | 7(c)d, 是 称 F(z) 在 (a, 纺 上 是 黎 曼 可 积 的 。 
一 个 有 界 函 数 为 黎 曼 可 积 的 充 要 条 件 是 j(z) 几 乎 处 处 连续 。 显 然 ， 连续 函数 是 黎 曼 可 
各 的。 四 
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从 定 猴 分 的 定义 中 ， 我 们 显然 可 以 得 到 一 种 近似 计算 方法 。 例如 ， 我 们 可 取 分 点 为 
区 间 (o， 纺 的 呈 个 等 分 点 ， w=a 十 饮 (1=- 二 和)， 并 取 志 为 各 小 区 间 的 两 端点 之 一 ， 或 者 
区 为 小 区 的 中 点 , 屠 我 们 这 得 生机 分 公式 (或 和 诛 冯 和 人 式 ): 


1， 一 宝 f(o+ 击 (2.1.3) 
7 一 袜 J(e+ 志 (2.1.4) 
TS (o+( 计 记 ) ) @.15) 


2 
共 中 公式 (2. 工 . 史 又 称 中 点 积分 公式 。 
直观 地 ， 如 采 我 们 不 用 和 抵 形 而 改 用 如 图 2.2 所 示 的 梯形 , 那 末 我 们 就 可 以 得 到 定 积分 的 
一 个 较 好 的 近似 一 一 梯形 积分 公 


了 = 了 人 (iu 十 Fo ] 
-1 [二 Fo) GeD 二 (Go 二 
二 (oo 十 去 FGD)] 


如 此 等 笔 。 总 起 来 说 ， 各 种 各 样 的 数值 积分 法 都 
是 利用 被 积 函 数值 的 一 种 线性 组 合 来 近似 积分 , 即 





图 3.3 和 =- 妆 Wy GOs| TOaiz .1.6) 
比 处 0T，X2， on 称 为 积分 坐标 点 ， 或 称 结 点 ; 帮 :， 歼 。， ee 丈 ， 称 为 积分 系数 ， 或 称 伴 随 
于 这 些 结 点 的 “ 权 。 


如 上 毛 述 ,数值 积分 法 是 用 一 有 限 项 的 求 和 计算 来 代替 积分 计算 这 之 间 就 存在 一 定 的 
误差 。 这 误差 来 源 于 如 下 两 个 方面 : 
第 一 方面 是 产生 于 用 有 有 限 项 之 和 来 等 于 积分 的 近似 中 这 时 


| (ojdz=T 二 一 立 Ff (oo) 二 (2.1.7) 
这 个 误差 媚 称 为 蕉 断 误差 。 
第 二 方面 是 产生 于 我 们 在 计算 和 式 五 一 阅 ,joy 时 是 近似 地 计算 ， 而 非 精 确 计 算 。 
这 是 因为 计算 机 是 有 限 字 长 的 ， 在 求 和 与 函数 值 的 计算 中 带 来 了 舍 入 误 郑 。 因此 我 们 实际 
得 到 的 是 
也 二 再 - 呈 Pr(o 二 下 (2.1.8) 
这 个 误差 尽 称 为 含 入 误差。 站 
因此 ,总 的 误差 是 
| GD)az- 开 =-BHR (2.1.9) 
”对 于 一 种 数值 积分 法 ,我 们 有 必要 具体 地 分 析 它 的 误差 。 因为 这 些 误差 分 析 有 助 于 我 
们 在 实际 计算 中 选 到 一 种 适宜 的 方法 。 其 次 , 对 于 选 定 的 一 种 方法 , 其 wm 的 选择 也 主要 基于 
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这 些 误差 分 析 。 四 

关于 舍 入 误差 的 分 析 , 本 章 不 准备 讨论 , 读者 可 参阅 参考 资料 [ 丘 中 的 第 四 章 。 但 我 们 
在 此 指出 , 从 理论 分 析 和 实际 计算 表明 , 含 入 误差 有 可 能 随 % 的 增长 而 增长 因此, 虽然 舍 入 
误差 一 般 是 比较 小 的 , 通常 是 可 忽略 的 , 但 在 应 用 现代 高 速 计算 机 的 情况 下 ,和 号 中 的 mw 有 
条 件 取得 很 大 , 这 时 含 入 误差 就 有 可 能 超出 可 忽略 的 范围 。 

于 面 我 们 将 介绍 几 种 常用 的 数值 积分 法 。 除 特殊 声明 外 , 我 们 一 般 将 假定 积分 区 间 
(o 纺 是 有 限 区 间 ， 被 积 函 数 f(z) 是 (c, 纺 上 的 连续 函数 ,， 且 它 在 (co, 妨 上 具备 所 需要 的 可 
求 导 数 的 性 质 。 

$ 2.2 梯形 求 积 公 代 
在 引言 中 已 提 到 过 这 个 方法 ， 在 此 我 们 具体 地 推导 它 的 求 积 公式 ， 并 外 析 它 的 截断 误 
差 。 人 
如 图 2.3 所 示 , 对 于 定 积分 (2.1.1),， 我 们 用 一 串 
等 分 点 (也 可 以 不 是 等 分 点 ,但 其 方法 原则 上 一 样 ) 
CC 一 0<2< Ze<… < 1<O 一 0 
将 区 间 [c, 刀 分 割 成 m% 个 小 区 间 : 


[xzo， 21] ， [2 ， 23] ， [1， 2n] 


每 个 小 区 间 [zu 人 的 长 度 思 一 一人 分 点 的 储 标 为 
一 eg 士 饭 人 一 0 1 风 
在 每 个 小 区 间 [xz cq 上 , 我 们 用 通过 点 (cx ee 


(Ce 1 )， (2 (co)) 的 直线 来 近似 络 数 jz) 的 弧 线 ， 即 以 
1 (2) 三 (ci 1 ) 大国 (p 一 mo) 乙 丰 (z) (OOsc) (2 .2 . 工 ) 


且 以 此 樟 形 面积 来 近似 小 区 间 上 的 积分 。 
不 难 求 出 这 个 梯形 面积 为 


7 一 | Pi(o)dz 一 了 2 (2 克 








以 此 作为 小 区 间 上 积分 的 近似 值 ， 


| faz= 冯 [fG-)+fGo] 
这 就 是 榜 形 近似 公式 。 
因为 | Fa)az= 加 | (oa 因此 ,将 这 些小 区 间 上 积分 的 樟 形 近似 相 加 起 来 ， 便 得 
到 熟 知 的 梯形 求 积 公式 


| 7GJanma [ 姜 本 -Fo+ 骨 十 fc 十 27) 十 … 十 Fa 十 (mn 一 念力 + (2.2.3) 


下 面 我 们 来 分 析 梯 形 积分 公式 的 截断 误差 五。 
如 果 Jo) 是 一 线性 函数 或 者 是 顶点 在 (2 jw ) 处 的 分 段 线性 函数 ， 则 jw 是 与 结 点 
在 0i-1， 2 处 的 线性 擂 值 多 项 式 相 一 致 ， 此 即 三 (o) 一 忆 (7) 三 (0， 于 是 其 截断 误差 E 


ES 总 史 Sr SiiEeiasEm -本 aas-ss wo -aoi ko 
2 0 





45 


BR-|” [fw -Paz-0 


玖 梯形 积分 公式 对 线性 函数 ( 即 一 次 多 项 式 ) 是 准确 苍 
如 果 7(c) 是 一 非 线性 函数 ， 那 未 我 们 可 以 预见 梯形 积分 公式 的 截断 误差 是 不 为 零 的 。 
“为 此 先 分 析 在 小 区 间 上 梯形 近似 的 截断 误 关 


已 -| [fo - 书 (o)]a [2.2.4) 
假定 jeo) 在 (c, 上 存在 连续 的 二 阶 导数 , 那 末 根据 插值 多 项 式 的 余 项 公式 可 知 
jg 一己 四 = 术 人 一 or 由 大 硬 (2.2.5) 


此 处 5 是 位 于 w-i 与 忆 之 间 的 某 个 值 ， 这 个 值 是 依赖 于 的 ， 且 随 着 “的 连续 变化 而 连续 
变化 。 因 此 , & 是 z 的 连续 函数 。 
将 式 42.2. 咏 代入 式 (2.2. 甸 得 


及 = 于 | 人 pz 一 co) (zx 一 局 (2.6) 


根据 假设 条 件 大 (z) 在 积分 区 间 上 连续 ,而 6 又 是 在 (zu 2 上 的 zx 的 连续 函数 , 因此 
户 ( 旨 是 (ct 2 上 的 zz 的 连续 函数 。 再 者 ， (Z 一 0-1) (一 作 ) 在 所 论 区 闻 上 不 变 号 ， 因 此 
根据 积分 中 值 定理 , 在 区 间 (cr， 蕊 内 存在 一 个 5 而 有 关系 式 


于 | CC 一 ac CC 一 直 疡 COdz= 王 产 的 国 (zc 一 zi) (xz 一 zadz (2.2.7) 


因为 
同 (一 必 -1) (cz 一 oaz= 亏 (0 一 0 2 -所 
因此 得 到 在 第 个 小 区 间 上 梯形 近似 的 截断 误 郑 


及 = 一 各 人 (2.2.8) 


2n8 
将 这 些 误 差 相 加 起 来 , 便 得 到 梯形 求 积 公式 的 裁 断 误 关 
了 -将 问 普罗 (G.2.9) 
因为 户 (o) 在 (o, 芒 上 是 连续 的 , 因此 在 (o, 驴 内 存在 一 总 有 
7 四- 训 国 1 


代入 式 (2.2.9), 于 是 得 到 
BF- 一 每 @- ao) 疡 的 -上 0- -a)af"(E) ao<E<D (2.2.11) 





由 此 看 出 梯形 未 各 公式 的 声 训 差 将 技 照 有 (或 说 按 二 ) 的 下 降 速度 下 降 。 不 难 证 
明 , 只 要 jc) 在 (o, 妨 上 有 有 界 且 黎 曼 可 积 , 那 末 当 分 点 无 限 增多 weo 时 ， 樟 形 求 积 公式 将 
。 收 伍 到 积分 | 7(e)az。 事 实 上 , 由 公式 (2.2.3) 的 等 价 式 


(7 生计 Gy 
此 处 w=a 十 饮 , 可 以 看 出 两 和 式 均 是 形 如 (2.1.2) 式 的 和 式 。 因 此 , 当 .fcz) 歼 曼 可 积 时 ， 它 
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们 将 趋 于 积分 | 7(c)dz。 这 就 证 明了 樟 形 求 积 公式 的 收敛 性 。 

如 上 所 述 ， 梯 形 求 积 公 式 的 基本 思想 是 ， 在 每 个 小 区 间 上 采用 线性 函数 近似 被 积 函 数 
jf(z) 。 如 果 我 们 不 用 组 性 函数 而 改 用 二 次 多 项 式 来 近似 7(z)， 那 未 我 们 就 可 得 到 在 实际 计 
算 中 常用 的 辛 浦 生 求 积 公 式 。 

8 2.3 辛 浦 生 求 积 公式 

对 定 积分 (3.1.1), 将 积分 区 间 [a, 纪 分 割 成 2n 等 分 , 得 到 2n 个 小 区 间 ， 

[zo， 21] ， [2 29]， ”3 [人 Za ] ， 
此 处 zi 一 0 十 遍 “(i 一 0, 1 ，…，21) 


0 一 Q 
21 





《如 图 2.4 所 示 )。 
在 每 对 小 区 间 [zs，2zsi+i] ，[Zatsi，VZei+g] 上 ， 用 时 
三 个 反 
(Ze，jaa)， (0 太 oa)， (ca ia) | 
(此 处 fa 一 (co)， 其 他 类 同 ) 的 二 次 抛物 线 来 近似 函 
数 jz) 的 图 形 。 即 以 通过 上 述 三 点 的 二 次 揪 值 多 项 
式 忆 (人 来 近似 万 w， 并 以 Pa(o) 在 区 间 (zos， Za+9) 上 的 积分 来 近似 jc) 在 该 区 间 上 的 积 
分 








隐 Pa(z)az | (zt (2.3.1) 
利用 拉 格 朗 日 公式 ,我 们 可 以 写 出 Pa(a) 的 表达 式 
Po) - [CC 一 cat) CC 一 cat 一 2 一 aa (一 aasafasa 
0 (2.3.2) 


我 们 不 难 算出 它 在 区 间 (zx，zssa) 上 的 积分 











| Pear 到 7 [ 生 全 3 ja + 全 Ja3 ] 《2.3.3) 
由 此 便 得 到 辛 浦 生 近 似 公 式 
| 7 de 人 [7 十 47 十 fa:a] (2.3.4) 


因为 .7(c)dz= 品 | ”ojam 因此 将 这 些小 区 间 上 积分 的 辛 浦 生 近 似 相 加 起 来 , 全 
得 到 辛 浦 生 求 积 公式 
| Foaz= 生 [fo+4(CPi+Ha+ … 十 .大 -1 十 2(js 十 户 十 … 十 Fa 9) 十 fa 《2.3. 不 


此 处 六 -fc 0G=0, 1 .20 h 一 -二 2 六 


利用 与 梯形 求 积 公式 相 类 似 的 分 析 方法 , 可 以 得 到 辛 浦 生 求 积 公式 的 截断 误差 


瑟 - 一 TOGC- oo 人 6) = 一 筷 人 jeofE oa<E< (2.8.6) 








gr 
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并 可 以 证 明 辛 浦 生 公式 对 于 最 高 次 数 为 8 的 多 项 式 是 准确 的 。 
由 式 (2.3.6) 看 出 , 辛 浦 生 求 积 公式 的 截断 误差 是 按 太 e (或 说 按 二 ) 的 速度 下 降 的 。 
并 易于 证 明 ; 只 要 (a) 在 (c, 中 上 黎 曼 可 积 ; 那 末 , 当 分 点 无 限 增多 wyco 时 , 辛 浦 生 求 积 公 
式 将 收 全 到 积分 | Fa)da。 


梯形 求 积 公式 和 辛 浦 生 求 积 公 式 都 是 利用 一 播 值 多 项 式 来 近似 被 积 函数 jz)， 这 样 的 
公式 称 为 插值 型 积分 公式 。 我 们 也 可 以 使 用 更 高 次 的 插值 多 项 式 。 一 般 地 , 我 们 可 以 使 用 
一 次 (=1 2，3, …) 多 项 式 来 近似 被 积 函数 f(z)， 这 就 得 到 熟知 的 牛顿 - 柯 特 斯 公式 。 
由 于 在 实际 中 不 常 使 用 , 此 处 就 不 加 详 述 了 。 

$ 2.4 自动 积分 ,逐次 分 半 加 速 法 

从 上 面 介 绍 的 几 种 数值 积分 法 中 , 我 们 看 到 ， 它 们 的 截断 误差 是 随 w” 的 增长 而 减少 的 。 
但 是 对 于 一 具体 的 积分 问题 和 选 定 的 一 种 数值 积分 法 , 如 何 确定 一 恰当 的 数 mw 使 得 到 的 积 
分 近似 值 工 与 真 值 工 之 间 的 差 落 在 允许 的 误差 范围 之 内 。 

自然 我 们 可 以 在 计算 之 前 , 根据 方法 的 截断 误差 分 析 确 定 , 但 由 于 要 分 析 被 积 函数 的 高 
阶 导数 , 因此 这 祥 的 做 法 一 般 是 困难 的 。 。 ， 人 

自动 积分 法 , 是 在 积分 计算 的 过 程 中 , 根据 规定 的 精度 要 求 , 自动 地 确定 数 mw 并 算出 满 
足 精度 要 求 的 积分 近似 值 , 而 不 需 事先 进行 人 工分 析 的 工作 。 


2.4.1 基于 梯形 和 辛 浦 生 公 式 的 自动 积分 法 
由 梯形 求 积 公式 的 截断 误差 式 (2.2.11) ,我 们 看 到 , 当 取 ?时 的 截断 误差 是 
恺 ,世人 人 ao<5< 


当 取 2n 时 的 截断 误差 是 
人 E (8 一 QI) 7 > 六 
五 ou 一 了 了 2 一 2(2m)2 下 人 40 女 5as< 
此 处 工 是 积分 真 值 。 三 
将 上 两 式 相 减 得 


3 (8 一 )2 1 站 
Tao 一 TD] 
上 且 从 户 (6) 的 含义 (2.2.10) 式 可 知 , 当 几 充分 大 时 有 户 (Eo) (5aw), 故 得 
到 Ga 一 巧 =I 一 了 (2.4.) 


式 (2.4.1) 提 供 了 一 个 方 使 的 误差 判 据 。 我 们 可 以 由 检 
验 条 件 
四 Js 一刀 <e( 允 许 误差 ) 
来 判断 积分 近似 值 Ta, 是 否 已 满足 精度 要 求 。 由 此 我 们 就 可 
国 “” 以 构造 下 述 自动 积分 过 程 。 
我 们 采用 将 积分 区 间 逐 次 分 半 的 分 割 法 , 计算 梯形 和 序列 , 即 
最初 取 w=( 如 图 2.5), 计 算 








秋 9 


然后 将 区 间 分 割 为 2 (如 图 2.6), 取 mw=2 计算 
厂区 全 十 攻 疙 + | -了 到 二 Fo) 


/一 Se 2 一 C 十 太 









岗 , 





然后 将 区 间 分 割 为 4 (如 图 2.7), 取 m= 溴 计算- 
[+ +Ha)+FGa] -全 +ia[FGco+F(oa] 


几 s 一 4， 一 和 十 21a(4 一 一 荆 ， 2， 3) 


一 般 地 , 每 次 总 是 在 前 一 次 的 基础 上 再 将 小 区 间 分 半 ， 分 点 加 守 一 售 。 而 老 分 点 上 的 函 
数值 便 不 需 再 重复 计算 。 其 一 般 算 式 是 : 





Tu- 他 十 二 im 阅 Fa+ (2 | 
(2.4.9) 
8 
0 
在 计算 梯形 和 序列 的 过 程 中 , 每 当 算 出 一 新 的 近似 值 Ta, 时 ， 使 用 检验 条 件 . 
17T% 一 三 | <s ( 取 绝 对 误差 时 )1 
或 -二 an ee 


当 条 件 满足 时 , 由 式 (2.4. 孔 知 ，fa 即 是 符合 精度 要 求 的 积分 近似 值 。 

在 实际 使 用 中 , 为 预防 假 收敛 ,一般 还 需 给 出 ”的 下 界 数 minm。 当 满 足 条 件 (2.4.3) 
且 20>minw% 时 , 方 认 为 计算 收敛 。 因 为 对 于 振荡 的 被 
积 函 数 , 有 可 能 发 生 假 收 伍 。 例 如 当 被 积 函 数 具 有 如 图 
2.8 所 示 的 图 形 时 , 因 Js 一 五 =0 而 就 会 产生 假 收敛 。 

关于 方法 的 收敛 速度 , 不 难得 到 

Ta 一 五 = 玉 (一 (2.4.4) 

因此 是 收敛 因子 为 了 4 的 线性 收敛 速度 。 


基于 辛 浦 生 公 式 的 目 动 积分 法 也 是 类 似 的 。 
从 辛 浦 生 公 式 的 截断 误 状 ,我 们 不 难得 到 关系 式 


1 
茄 Ga 一 Is II (2.4.5) 
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因此 可 以 由 Ta 一 了 ,来 估计 近似 值 了 Ts 的 误差 。 
同样 采用 区 间 逐 次 分 半 的 分 割 法 ， 计算 辛 浦 生 积分 序列 J1， >， 了 4， ”3 了 Ja 多 


下 一- 全 [Ja) 上) 二 28 二 48,n 一 2 本 … 


此 处 ,5， 是 在 老 分 点 上 函数 值 之 和 ， 
一 va) 十 帮 oa) 十 … 十 太 ca -3) 
是 在 新 分 点 上 函数 值 之 和 ， 
一 /ca 十 帮 ca) 十 … 十 (cai) 


0 一 0 2 
加 一 5 多 一 一 4 十 饮 ，( 和 一 ，…，2m 一 世 ) 


在 老 分 点 上 的 函数 值 每 次 不 需 重复 计算 。 

同样 地 , 每 次 检验 条 件 (2.4.3)， 本 2n>>minyw 时 ，Ts， 便 是 满足 精度 要 求 的 
积分 近似 值 。 

关于 方法 的 收敛 速度 , 我们 不 难得 到 


0 
了 Ts 一 了 忆 16 








Cn 一 了 7) (2.4.6) 


因此 是 以 - 上 为 收敛 因子 的 线性 收敛 速度 。 


2.4.2 逐次 分 半 加 速 法 (Romberg 积分 法 ) 


逐次 分 半 加 速 法 , 亦 称 龙 勃 (Romberg) 积 分 法 , 它 是 在 计算 梯形 和 序列 的 基础 上 , 应 用 
了 线性 外 揪 的 加 速 方法 ， 由 此 构成 一 种 具有 超 线性 收敛 速度 的 自动 积分 法 。 该 方法 的 思想 
如 下 ， 
按照 区 间 逐 次 分 半 的 方法 , 计算 梯形 和 序列 

及 一 ， fo 一 0 一 4， 了 oo 一 各 [2 + | 


多 一 2， 几 一 4 Loi 一 拉 [了 十 jc 十 廊 ) ] 





0 一 Q 


久 一 22， /3 一 03 ， 





To 一 因 [并 + 了 二 Jo+ib)] 





9 一 25， 大 一 2 ) /3 [了 二 并 + 王 7C+t ] (2.4.7) 

在 8 2.2 中 已 经 证 明了 , 只 要 fa) 在 [o, 如 上 有 界 且 黎 曼 可 积 , 那 未 梯形 和 序列 收敛 到 

积分 工 -| .7(z)dz。 并 且 , 如果 7(w) 在 (o, 信 上 存在 二 阶 连 续 导数 , 那 未 根据 梯形 求 积 公式 
的 截断 误差 有 

ma Jr 人 的 如 wa<E< (2.4.8) 


此 处 工 是 积分 真 值 ; 《是 和 铸 有 关 的 量 ， 可 钢 为 帮 的 函数 。 
式 (2.4.8) 也 反映 了 梯形 和 了 o 与 步 长 好 之 间 的 关系 。 如 图 2.9 所 示 , 如 果 我 们 将 妃 作 
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为 自 变量 , 将 T。 视 为 .大 的 函数 , 那 末 在 以 岂 为 横 轴 ,以 Te 为 纵 轴 的 平面 上 , 可 以 画 出 一 条 
曲线 ， 这 条 曲线 在 Te 轴 的 截 距 即 是 积分 真 值 
了 。 而 梯形 和 序列 的 值 对 : 

(， 了 oo)， (个 ， oly) ， 5 (有 5 了 om) ， 0 
是 位 于 曲线 图 形 上 的 一 串 点 列 ， 这 串 点 列 以 点 (0T 
《0，) 为 极限 。 ， (0 了 

对 于 梯形 和 序列 中 的 任何 二 相 邻 元 素 工 o， 
To 相应 于 图 形 上 的 两 个 点 。 如 果 我 们 通过 
这 两 个 点 作 一 直线 ， 并 将 此 直线 外 延 到 Te 轴 ， 
得 到 一 截 距 13az， 那 末 这 个 Tz 可 以 期 望 是 比 
更 为 接近 于 了。 这 就 是 从 几何 上 看 的 线性 外 插 加 速 的 思 想 。 

龙 勃 方法 就 是 从 这 个 基本 思想 出 发 所 构成 的 一 种 方法 。 下 面 就 来 导出 这 个 算法 。 

设 了 To 和 71oti 分 别 是 以 入 和 加 ia 为 步 长 的 梯形 和 。 我 们 不 难 写 出 通过 点 ( 帮 ，Tou) 
和 (ja，Tox: 世 的 直线 方程 式 


To 一 To 十 二 2 一 (和 2 一 大 ) 
Ais 和 久 





其 在 Te 轴 上 的 截 距 是 


人 2 -总 一 让 7 


利用 和 ri= -全 的 关系 , 便 得 到 新 近似 值 


我 们 可 以 证 明 公 式 (2.4.9) 是 等 价 于 以 态 ,: 为 步 长 的 辛 浦 生 求 积 公式 。 而 辛 浦 生 求 积 
公式 是 具有 了 量 级 的 截断 误差 , 即 有 
Ts 一 十 人 二 (大 aa< 人 < (2.4.10) 


因此 这 个 新 近似 值 ?ax 确实 是 比 Pox:i 更 接近 于 工 
如 果 对 梯形 和 序列 的 每 相 邻 两 元 素 均 应 用 公式 (2.4.9) 就 可 以 得 到 Tax (5 一 0, 1， 2， 
…) 序 列 。 
由 式 (2.4.10)， ee 如 果 我 们 以 包 为 自 变量 , 视 Taz 为 大 的 函数 ,再 应 用 线性 外 播 
42703741 一 全 
了 一 人 
可 以 证 明 公 式 (2. 4. 革 1) 是 等 价 于 以 josrs 为 步 长 的 四 阶 和 牛顿 - 柯 特 斯 公式 ( 即 用 四 次 揪 
值 多 项 式 近似 被 积 函数 后 导出 的 公式 ), 具有 戏 ,。 量 级 的 截断 误差 
8 @.4.12) 
闻 样 ， 对 序列 Yak 一 0， 1， 2 …) 又 可 执行 对 变量 如 的 线性 外 播 过程 得 Pax( 一 0，1， 
2 …) 序 列 。 如 此 继续 进行 。 每 当 执行 一 次 线性 外 持 , 误差 的 量 级 便 增 加 一 个 如。 一般 地 ， 
由 Txt 一 0， |， 2 … 序 列 可 执行 对 变量 放 的 线性 外 播 过 程 ， 得 席 列 


1 一 0, 1 2， (2.4.11) 


一 -一 一 -一 一 一 8 
人 ， 





刁 乙 


Tsr 全 二 L 了 下 (2.4.13) 
这 个 公式 具有 有 zgw” 量 级 的 截断 误差。 
按 此 作法 过 程 , 可 以 得 到 如 下 的 三 角形 数 表 , 称 之 为 下 表 ， 
jo | 工 oo0 
ji | ol 了 10 
ji | YY Yo0 


5 
人 7 7 j6 六 38 
0 
对 于 这 样 的 了 表 , 在 资料 [3] 中 已 经 证 明了 : 
GD 如 果 j(o) 在 [o, 妇 上 有 界 且 是 黎 曼 可 积 的 ， 那 末 全 表 的 列 和 对 角 线 都 收敛 到 积 
分 工 

(2) 如 果 j (oO 在 [w, 妇 上 是 解析 的 , 则 全 表 的 任何 对 角 线 便 按 超 线性 的 速度 收敛 到 IT。 
为 使 用 上 的 明确 起 见 , 下 面 我 们 把 龙 勃 方法 的 具体 计算 步骤 简 列 于 下 ; 


CD 取 加 =2 一 6 计算 go= 可 [7(a) 十 (DO)] 和 梯形 和 Zoo 一 jo8o 
对 一 二 ， 2， ” 计算 下 列 各 步 ; 
(2) 取 肥 = 加 /2， 计 算 避 一 8 十 习 J(+ (一 贡 凤 及 梯形 和 os 一 as 


5 一 2， …) 


计算 太 个 量 2 


将 它们 连同 Tox 一 起 保存 在 一 维 场 了 = {To 全 ，…， 了 oaxt} 中 , 其 次 序 为 ， 
了: 了 0 人 了 3 aa 
Ts 
- 保存 的 量 : zzo 了 xz-10 了 xz-20 … 了 ox 
〈4 收敛 控制 
人 了 xzo、Tx5-io 满足 
17 一 Thr-to| <s( 取 绝对 误差 时 ) 


二 兴 示 二 :9 <e( 取 相对 误差 时 ) 


并 且 下 min 有 则 以 To 作为 积分 近似 值 , 完成 求 积 计算 , 否则 继续 到 步骤 (8)。 此 处 min4 
是 最 低 限度 的 区 间 分 半 次 数 ,起 防止 假 收敛 的 作用 。 

(5) 若 #<maxz， 则 妈 增 加 工 后 转 到 步骤 (2) 继 续 计算 , 否则 计算 不 成 功 ， 终 止 计 算 。 
此 处 max 大 是 最 高 限度 的 区 间 分 半 次 数 , 起 控制 工作 量 的 作用 。 

在 82.2，8 2.8 中 ,我 们 提 到 了 梯形 公式 对 于 最 高 次 数 为 工 次 的 多 项 式 是 准确 的 ; 辛 浦 
生 公 式 对 于 最 高 次 数 为 3 次 的 多 项 式 是 准确 的 。 如 果 一 个 积分 公式 对 于 次 数 不 超 过 人 各 次 
的 多 项 式 是 准确 的 ,而 对 十 1 次 多 项 式 不 再 准确 的 活 ， 那 末 便 称 此 积分 公式 具有 m 次 的 


和 Pr 人 





省 名 
代数 准确 度 。 

-个 积分 公式 的 代数 准 销 度 次 数 也 是 恋 积 分 公式 近似 程度 的 -一 种 量 许 。 对 于 包含 癌 样 
结 点 数 的 积分 公式 ， 从 经 济 的 角度 ,自然 我 们 希望 采用 一 种 准确 度 次 数 比较 高 的 积分 公式 ， 
因为 这 样 可 以 用 同等 的 代价 , 获得 较 高 近似 度 的 计算 结果 。 

因此 , 在 建立 积分 公式 的 工作 中 , 不 免 提 出 这 样 的 问题 ， 我 们 能 不 能 适当 地 选择 个 结 
点 和 相应 的 呈 个 系数 ,使 得 积分 公式 具有 最 大 的 代数 准确 度 。 从 这 个 观点 导出 的 积分 公式 
便 是 下 面 要 介绍 的 高 斯 型 积分 公式 。 


8$2.5 商 斯 型 求 积 公 本 
为 了 一 般 性 , 考虑 积分 
T- fayGam .5 省 
其 中 琴 Co) (人 @) >0) 称 为 权 函 数 。 当 取 机 (z) ~ 工时， 即 是 普通 的 积分 。 对 于 任何 普通 积 
分 | .7(o)a, 都 可 写成 | .机 (Co) 识 27 dm 从 而 都 可 化 成 此 种 形式 的 积分 。 
对 于 积分 (2.5. 了 ,假定 我 们 采用 具有 个 结 点 的 积分 公式 
| 到 Cjazs 富 cf (2.5.3) 


其 中 系数 (一 1，2，…, 中 不 依 束 于 函数 f(2)， 但 可 以 依赖 于 权 函 数 本 (zc)。 目的 是 适当 
地 选择 % 个 结 点 mm za …，2r 和 相应 的 风 个 系数 c，ca，…，cw 使 得 积分 公式 (2.5.2) 具 有 
最 大 次 数 的 代数 准确 度 。 

首先 考察 对 于 固定 的 值 , 公式 (2.5.2) 最 大 可 以 达到 多 少 次 的 代数 准确 度 。 

假定 公式 (2.5. 公 对 所 有 的 径 (m 待定 ) 次 多 项 式 


(0) 一 gao0m 十 don 10m 1 十 ,十 0 十 08 





是 准确 的 。 于 是 有 
| 本 (o)ardz+an-|， 死人) rd 十， + 8 四 at 中 丈 (wdx 


扒 . 
一 饭 c(coo 十 Co icyrL 十 .… :十 ai 十 ao) (2.5.3) 


， 
令 r-|. 丈 )ataz 人 -0 业 …， 中 ,并 重新 组 合 (2.5.3) 式 右 端 各 项 ,得 
CmjLiam 十 CUI 十 十 Ci 十 Copo 
一 0 避 Ci 只 十 Ci 1 CiY- 十。 十 01 说 ce 富 4 人 5) 
由 于 系数 cn，…;ao 的 任意 性 , 使 式 (2.5. 人 成立 的 充 要 条 件 是 四 
SR 本 ci 十 ca 十 … 十 Cn 一 Ho 
Cl01 十 Ca0s 十 。… 十 Co0a 一 有 2 二 
0 十 Ca02 十 十 Oo 一 Ja (2.5.5) 
Cl101 十 Ca02 十 十 Co0n 一 凡 m 
因为 2mn 个 待定 数 最 多 只 能 给 2n 个 独立 的 条 件 , 因此 可 知 和 最 多 为 20 一 1。 


rr rrqitrge ie mlsE 河 \ 的 TH999Y 几 + 寺 类 ap 和 3D 海 省， 二 9 3 下。 二 除开 一生 2 和 ， 





54 


由 此 得 出 , 对 于 wm 个 结 点 的 积分 公式 , 其 最 大 可 能 的 代数 准确 度 次 数 是 2n 一 1。 并 且 可 
以 证 明 ， 方 程 (2.5.5) 当 取 m 一 2 一 1 时 是 可 解 的 。 因此 ， 确 实 可 以 找到 一 组 二 和 ci 一 |， 
2,，…，m)， 使 积分 公式 (2.5.2) 达 到 2 一 工 次 的 代数 准确 度 。 这 样 的 公式 就 是 高 斯 型 求 积 公 
式 。 

关于 高 斯 型 求 积 公式 的 结 点 和 系数 ， 可 以 从 方程 (2.5.5) 解 得 ， 但 一 般 是 利用 正 交 多 栅 
式 来 确定 它们 。 

我 们 知道 : 

如 果 两 个 多 项 式 Qi(z), @(z) (下 标 表示 多 项 式 的 次 数 ) 有 


| 丈 G@)Q(e)Q(o)a=0 (2.5.6) 


那 末 称 多 项 式 Qtz) 和信 ( 人 在 区 间 [e,， 引 上 关于 权 矿 (z) 为 正 交 。 
如 果 一 多 项 式 序列 Qo(2)， Qi(O)， 二 Qu (7)， … 具 有 性 质 : 


| DOQ(oQ(oaz-0 (如 一 革 ，2，…，4 尖 放 (2.5.7) 
则 称 此 多 项 式 序列 {Q.(z)} 为 [c&， 刀 上 关于 权 函 数 故 (z) 的 正 交 多 项 式 系 。 如 果 进 一 步 有 ; 
| me-1 《CG 一 1 2，…) 


则 称 {Qu(z)} 为 [e, 妇 上 关于 权 函 数 丈 (z) 的 规格 化 正 交 多 项 式 系 。 
“对 于 [c, 岂 上 关于 非 负 权 函 数 歼 (z) 的 正 交 多 项 式 系 {Q(z)}， 其 Qe(z) 的 m 个 零点 是 
实 的 ,不 相 重 的 , 旦 分 布 在 开 区 间 (c, 0) 之 中 。 并 且 , 对 于 一 给 定 的 权 函 数 , 总 存在 关于 此 权 
函数 的 正 交 多 项 式 系 。 

利用 正 交 多 项 式 的 一 些 关系 式 和 性 质 , 可 以 导出 

高 斯 型 求 积 公式 (2.5.2) 的 m 个 结 点 mi za …， 和 是 [co, 如 上 关于 权 厂 (zc) 的 % 次 正 
交 多 项 式 Qu,(z) 的 m 个 零点 ; 

高 斯 型 求 积 公式 的 wm 个 系数 为 


工交 De 
tn 厅 小 (一 一 2 了 Qnr _1Qn' (0Qni(z 4 1 儿 》 ) (2.5 8) 


此 处 @r( 四 是 [o, 中] 上 关于 权 环 \o) 的 ”次 规格 化 正 交 多 项 式 , ae 和 ww-1 分 别 是 站 次 和 w% 一 1 
次 规格 化 正 交 多 项 式 Qi(z) 和 @G'_:(z) 的 首 项 系数 。 
下 面 讨 论 高 斯 型 积分 公式 的 截断 误差 ; 


五 = | . 丈 人 ja- 补 af 人 ao (2.5.9) 


假设 7(z) 在 (a, . 纺 上 存在 2n 阶 连 续 导数 。 利用 在 结 点 mi，za， …， zs 上 的 埃 尔 米 特 插值 公 
式 ,可 写 


Of 天 





玉生 7 Ca a<E< (2.5.10、 


ii AAS 
到 一. 丈 四 吾 s-:(a)dz+TTT | 村 C) Joo 国 四 dz- 六 pa 


式 中 an(2) 一 (2 一 2) Za) 。 因 高 斯 型 求 积 公 式 对 任何 2u~1 次 的 多 项 式 是 准确 的 ， 故 
得 





刀 - -| 克 C JooGogo)az 下 | 刺 ()jooG)@(c)ar 


式 中 Qus(z) 一 aon(2) 是 [ao 四 上 关于 权 丈 (w) 的 正 交 多 项 式 ; cn 是 其 首 项 系数 。 
再 利用 积分 中 值 定理 , 便 得 


瓦 - -太太 QIGoyan 0 5. 


此 外 , 可 以 证 明 只 要 jw) 在 人, 妇 上 连续 , 那 末 当 "co 时 ， 高 斯 型 积分 公式 收敛 于 定 
积分 , 即 有 


lim 习 cyj(o) -| .机 (o)7(o)az 


上 面 ,对 于 一 般 的 权 函 数 讨论 了 高 斯 型 积分 公式 。 对 于 不 同 的 权 函 数 , 便 得 到 不 同 的 具 
体 的 高 斯 型 积分 公式 。 下 面 ， 对 于 两 种 具体 的 权 郴 数 给 出 相应 的 高 斯 积分 公式 。 
不 失 - 般 竹 假定 积分 区 间 (e， 刀 是 (一 二 蕊 ,因为 总 可 以 利用 积分 变量 的 变换 


Da ，0 一 C 


5 


化 一 
式 中 人 La 
(一 ) 高 斯- 勤 让 德 求 积 公 式 


高 斯 - 勒 让 德 求 积 公式 是 相应 于 权 函 数 机 (z) = 工时 的 积分 公式 ， 它 是 古典 的 高 斯 求 积 
公式 , 故 一 般 就 称 之 为 高 斯 求 积 公式 。 








| 9 人 GD)d 











我 们 知道 勒 让 德 多 项 式 
On [和 
3 7 AN (2m 一 27) ! nm 一 38 
也) 一 5 Oon Fe 二 一 遍 ( 岂 29 1。 (外 一 在 ) (有一 28) 1 
(2.5.192) 
Oo- 2 …) 【| 号] 表 示 呈 的 整数 部 分 ) 
是 构成 在 区 间 [ 一 也 世上 的 正 交 系 , 即 可 以 证 明 
0 
| Zn (Z) JIn(z)Qz 一 四 2 本 (2， 贡 一 |，2， …) (2.5.13) 
二 
日 不 难得 到 规格 化 的 勒 让 德 多 项 式 
Fo)- 和 下- 芭 V 2 和 ww (2.5.14) 


人 可 知 高 斯 - 惑 让 德 求 积 公 式 
中 的 呈 个 结 点 zs3，…，2 就 是 m9 次 勤 让 德 多 项 式 (zz) 的 m% 个 零点， 而 系 数 “ 按 公 式 
(2.5.8) 再 利用 勤 让 德 多 项 式 的 一 个 性 质 

全 一 2 了 (z) 一 9LPo-i(2) 一 CTD(c)] 地 .5.15) 


Fr 一 一 一 








Re 
人 LO 1 (2.5.16) 
或 本 四 人 
[aa 0 


”关于 高 斯 - 勤 让 管 求 积 \ 人 趟 的 难 断 误 郑 , 按 (2 5. 11) 式 ,不 难得 到 


六 0 Too) 2 (2.5.17) 


在 实际 使 用 上 , 勤 让 德 多 项 式 的 计算 可 以 利用 三 次 循环 公式 ; 
Do(w) 一 
To) 一 (2.5.18) 
%jo (VC) 一 人 (210 一 1)eF (oz) 一 二 1 二) 了 -as(Z) 92 
勤 让 德 多 项 式 的 零点 4 一 1 2，…， 只 可 以 用 求 函 数 零点 的 牛顿 选 代 法 ( 兄 第 九 章 )， 


SS 
来 逐个 地 求 出 。 其 中 玖 Go 可 以 利用 关系 式 (2.5.15) 来 计算 。 
在 本 章 的 附 表 工 中 , 具体 给 出 了 ma- 2 到 20 时 的 高 斯 - 惑 让 德 求 积 公 式 的 结 点 和 系数 。 
(二 ) 识 斯 - 切 比 雪夫 求 积 公 式 
高 斯 - 切 比 雪夫 求 积 公式 是 相应 于 权 函 数 了 (z) -1/WVI 互 时 的 高 斯 型 积分 公式 。 
我 们 知道 在 [一 1, ] 上 关于 权 函 数 T/VI 二 吕 的 正 交 多 项 式 是 切 比 雪夫 多 项 式 


全 ,(zZ) 一 coOS (人 








一 2809 十 名 一 了 ， 2，…- (2.5.19) 
了 0(Z 一 工 
因为 可 以 证 明 
0， 了 ?7 天 人 
no) Ts(z)dz 一 1 亚 ， 各 一 m 关 0 (2.5.20) 
AT 2 
《70， 2，.…) 和 ，1 一 2 一 0 


且 不 难得 到 规格 化 的 切 比 雪夫 多 项 式 


Ti)- -/ 宇 7 (2) 一 人 /一 0 和 十 … 


To(2) 一 Rs 。 


因此 根据 高 斯 型 积分 公式 结 点 和 系数 的 确定 法 ,有 可 镶 高 斯- 切 比 雪夫 积分 公 趟 中 的 结 上 
0 0 和 , 思 就 是 ”次 切 比 雪夫 多 项 式 了 (的 汪 个 零点 
人 汪 meosbi=eosl 羽 一 二 ti 2， .5.22) 


20 
而 系数 ci 按 公式 (2. 5.8) 得 ， 


(2.5.21) 





交付 和 和 
CTERTC 
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根据 Tn (ov 一 并 利用 关系 式 : 二 和 sinb,=1, 可 得 
c 一 元 4 一 2，…， 风 (2.5.23) 
于 是 导出 高 斯 - 切 比 雪夫 积分 公式 
人 im 工 写 jw 





(2.5.24) 
共 审 一 cos 2 r ) ?一 了 2 名 
高 斯 - 切 比 雪 夫 积 分 公式 的 截断 误差 ; 
由 (2.5.11) 和 (2.5.19)，(2.5.20) 可 得 
卫 一 NT 多 人 (2.5.25) 


$ 2.6 用 切 色 级 数 展 开 的 积分 法 及 方法 比较 
在 实际 问题 中 , 除了 定 积分 的 计算 外 , 也 常 遇 到 更 为 一 般 的 问题 , 即 计算 不 定 积分 
To) -| cadz <z<8 (2.6.1) 


对 于 这 样 的 问题 , 自然 也 可 以 在 zx 的 变化 范围 内 取 定 一 串 数值 , 将 不 定 积分 的 计算 化 为 一 串 
定 积 分 的 计算 。 但 是 , 这 样 只 能 得 到 若干 离散 点 上 的 积分 值 , 并且 训 多 少 个 = 值 就 得 计算 多 
少 个 定 积分 。 

下 面 将 要 介绍 的 用 切 氏 级 数 展 开 的 积分 法 ,， 却 能 比较 好 地 解决 这 个 问题 。 因为 它 可 以 
给 出 不 定 积分 的 一 个 近似 的 函数 表达 式 。 这 样 , 对 于 在 [o, 妇 上 的 任意 的 = 值 ， 可 以 很 方便 
地 由 计算 函数 表达 式 来 得 到 积分 TI(z) 的 近似 值 ,而 不 需 每 次 进行 定 积分 的 计算 。 

在 介绍 这 个 方法 之 前 ， 有 必要 将 所 需 的 关于 切 比 雪 夫 多 项 式 和 函数 的 切 氏 级 数 展 开 的 
有 关 知 识 简单 地 提 一 下 。 

(1 切 比 雪夫 多 项 式 是 由 下 式 所 定义 


人 P,(z) 一 cog(9 cos- 坊 ) 一 29 0 十 有 一 1 2 一 天 2 去 (2.6.2) 
它 满足 如 下 的 递 推 关系 式 
Tsa(2) 一 2070(2) 一 人 -1(2) 有 9 一 上 2 (2.6.3) 
而 To(c) 一 工 
Ta(z) 一 0 
切 比 雪夫 多 项 式 是 有 界 的 ; 
1 了 (oz) 1 攻 1 一 1 和 2z 和 1 (2.6.4) 


切 比 雪夫 多 项 式 除了 由 式 (2.5.20) 所 示 的 正 交 性 质 外 , 还 有 在 如 下 意义 上 的 正 交 性 
必 , 侯 一 m0 一 0 或 尽 
0， 侯 天 凡 


(nm， ms 作 ) 
此 处 


袜 "ToCoDTsGc = N/2, mm 一 m 但 头 0 或 (2.6.5) 





2 家 示 求 和 时 对 8&=0 和 的 项 取 半 ( 即 乘 以 1/2。 
切 比 雪夫 多 项 式 的 不 定 积分 是 切 比 雪夫 多 项 式 本 身 的 线性 组 合 , 即 有 : 


全 矶 (0 克 二 而 的 4 
人 有 OOwz= 卫 人 四- 一 T<z<I1(2.6.6) 
罗 二 1 ae 二 -| 加 要 
| 到 Caz 一 于 (一 2 -+( 一 于 -23， 
证 明 ; 对 于 mw% 一 0, 1 1 对 于 mw> 了 二 
攻 (oJaz-| coseos-tz)az=- | ” “cosnbsinbbg 
=-[ cos (mn 十 1)0 ”cos (一 1 人 


包 十 工 名 一 工 


| 


(2) 对 于 任何 [一 二 廿 上 的 有 界 变 差 的 连续 函数 f(z)， 可 以 展 成 一 致 收敛 的 切 比 雪夫 
多 项 式 的 级 数 
(rr) 一 亏 4o7o(z) 十 4471(2) 十 4s7s(2Z) 士 … (2.6.7) 
式 中 因 (z) (5 一 0, 二 …) 是 切 比 雪 夫 多 项 式 ,而 系数 4w 利用 正 交 关系 式 (2.5.20) 容易 得 到 


到 Fo)Tx(2) 二 呈 
4 二 六- 二 人 (cosb)cos1gag (=0, 1 .…) (2.6.8) 


当 万 足够 大 时 , 这些 系 数 4z( 一 0, 二 …) 至 少 按 四 -2 的 速度 下 降 趋 于 零 。 并 且 ， 如 果 
F (在 [一 六 如 上 存在 连续 的 阶 导数 ， 则 当 大 尼 够 大 时 ，4sz 将 按 姑 w+ 的 下 降 速度 趋 于 
零 ; 如 果 jz) 在 一 包含 实 轴 段 [一 1, 刁 的 区 域 上 解析 ， 则 4se 将 按 e- 呈 (< 是 某 个 >0 的 数 ) 
的 下 降 速 度 趋 于 零 。 

如 果 取 级 数 (2.6.7) 的 部 分 和 作为 fc) 的 近似 式 


Fe) ~Sw() -于 4o+ ao) 十: 十 4 (2 (2.6.9) 
这 个 部 分 和 是 一 次 数 < 的 多 项 式 ,这 个 多 项 式 非常 接近 于 在 N 次 多 项 式 Pw (z) 中 使 偏差 
max |f(o) 一 Pw(a) | 为 最 小 的 Pa) 的 最 优 盟 近 多 项 式 。 


现在 回 到 所 要 介绍 的 用 切 氏 级 数 展开 的 积分 法 。 
”不 失 一 般 性 ， 假 定式 (3.6.1) 中 的 积分 区 间 [o, 幻 是 [一 二 匡 。 因 为 对 于 任何 的 区 间 
[o, 妇 , 我 们 总 可 以 施 以 积分 变量 的 线性 变换 , 将 区 间 变 到 [一 十 刁 。 
用 切 氏 级 数 展 开 的 积分 法 是 将 被 积 函 数 jz) 展 成 切 氏 级 数 , 然后 取 级 数 的 部 分 和 


人 = 页 十 (十 二 直 克 (z) (2.6.10) 


”来 近似 .jw 其 中 如 一 0 二 ,人 ) 是 由 (2.6.8) 式 给 出 。 
但 要 从 (2.6.8) 式 来 计算 这 些 系 数 一 般 是 困难 的 , 通常 是 采用 gxr(z) 的 一 种 近似 式 : 


So)- 全 十 Qi231(Z) 十 … :十 gw 人 人 (2Z) (2.6.1) 
其 中 系数 we( 丰 一 0, 卫 RE 
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mr- 入 阅 (cos 入 cos (2.6.12) 
此 处 符号 3 麦 示 对 了-0 和 的 项 取 半 ( 即 乘 以 1/8)。 这 个 近似 式 素 (， 事 实 上 是 名 
二 一 00S 和 二 0 .，11) 
为 结 点 的 六 Ko) 的 插值 多 项 式 。 0 R(2. 6.12) 利 用 正 交 关 系 (2.6.5) 即 可 导出 。 
关于 系数 a 与 4 的 差别 ,可 以 将 (2.6. 7) 代 入 (2. 6.12), 再 利用 正 交 关系 (2.6.5) 并 注 


意 到 cos 2 一 人 (oj ，Toovr(a) 一 2(a) (2 一 二 2 ,可 得 到 


mr 部 三 4 汪 (oO) 一 4 十 4sw-_t 十 4swsz 士 4- 十 dwr 十 … (2.6.13) 
此 处 2 表示 对 Y=0 的 项 取 半 。 因 此 , 奋 嫩 取得 充分 大 , 且 系 数 4e,，4:,，… 是 迅速 地 下 降 ， 


则 Sx (O) 将 非常 近似 于 8x(2)， 从 而 可 以 用 它 作为 F(z) 的 近似 式 。 
对 (2.6.11) 式 逐 项 进行 积分 。 应 用 关系 式 (2.6.6)， 便 得 到 jz) 的 不 定 积分 的 近似 表 





达 式 


加 二 本 二 (十 .十 DTDwy(z) 十 …. 1 


人 加 (2.6.14) 
和 一 一 5 2 AD 


1 一 2(21 一 2 十 加 一 … 十 (一 贡 7-22y 十 (一 17Bra) 
其 中 az 人 (8 一 0, 1 …， 人) 由 (2.6.12) 给 出 ,但 ar 取 其 半 , 即 取 ex/2， 而 Gy+i 一 Gaw+s 一 0, 这 就 
是 用 切 民 级 雪 展开 和 分 法 的 计 算式。 


关于 积分 近似 表达 趟 Try (z) 一 记 bus(o) 的 计算 ， 可 以 利用 递 推 关系 式 : 
一 2xcx4i 一 ct+3 十 加 (一 十 1 No， 二 0) | (2.6.15) 
ee 
依次 算出 数 cv+， oo 然后 便 可 得 积分 值 Jrw(z) 为 
Tr(o) = 于 (oo 一 吕 .6.16) 
这 个 结果 是 不 难 证 实 的 , 只 要 将 关系 式 (2.6.15) 代 入 积分 公式 (2.6.14)， 并 利用 切 比 雪夫 多 


项 式 的 递 推 关系 (2.6.3) 即 可 得 到 。 
关于 积分 公式 (2， 6.14) 的 误差 , 就 xz 一 二 间 即 考虑 


记 志 |- oaz-| vote)dz 
将 jw 代入 它 的 切 比 雪夫 展 式 ,经 整理 后 可 得 
本 = 共 (4 由 | 加 az+( 4- 合 和 四 可 + 和 | 于 四 友 
人 6.6) 和 (2.6， 人 WA 是 偶数 以 及 4sx 和 4asx 以 后 的 系数 可 忽略 , 则 得 


f dv_az 十 4avisx 
二 : (21J5T -2 本 or 


因为 对 于 任何 一 致 收敛 的 切 比 雪夫 级 数 , 其 系数 4 满足 不 等 式 


(2.6.17) 


1 pvpprmPUPPFPPPY 17709128 中 Per To 二 hghoygpeg0Grrererrey rr 人 rr 
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14j< 译 ， 当 >N 时 (2.6.18) 


此 处 cy 是 与 不 无 关 的 常数。 因此 有 


1 1 六 473 不 
| 十 十 一 一 -一 讨 
4 和 (下 1 + 万 于 FF)- 人 币 一 麻 攻 Im 太 < 和 人 5 ) 本 


将 此 不 等 式 用 于 式 (2.6.17), 则 得 
1 2 2 1 4712 
| 有 < 款 + 语 -万 和 天 工 克 人 

2 1 2 有 1 41 1 20， 
-w 霹 -THU+3 他 482 一 二 | < 人 了 
这 就 是 说 ， 当 系数 4x (8>3M) 可 忽略 ， 并 且 在 4xw+s 与 4ax 之 间 的 系数 满足 不 等 式 
| 如 | 二 全 , 那 末 就 有 | 也 r| <-2 池 。 因 此 可 以 用 3 4xv| ex| 作 为 可 的 粗略 估计 ， 为 保 
险 起 见 ， 可 用 和 三 个 和 lo 2|cx-s|、 [mw 中 最 大 的 一 个 作为 误差 | 为 | 的 一 种 

”估计 。 

在 上 面 的 误差 估计 中 ,我 们 用 的 条 件 (2.6.18) 是 对 于 坏 性 态 的 函数 ( 即 其 切 氏 展 式 的 系 


数 是 缓慢 下 降 的 ) 米 假设 的 。 因 此 对 于 好 性 态 的 函数 ( 即 其 切 氏 展 式 的 系数 是 快速 下 降 的 )， 
这 个 估计 是 过 于 保守 的 。 对 于 好 性 态 的 函数 ,不 难 知道 级 数 


2 二 | 4 (2) & 富 Boms (2) 








亦 是 快速 收敛 的 , 并且 
| Z 2 (2) 局 mw 六 Bi (2Z) 


因此 可 以 用 相 邻 三 个 系数 妇 2 | 12 | 1pxr| 中 最 大 的 一 个 作为 误差 吾 x 的 一 种 估 
计 , 此 处 0<r< 寺 是 加 权 系 数 , 可 取 了 一 1/8。 

对 于 不 定 积分 的 误差 估计 也 是 类 似 的 。 所 不 同 的 是 , 此 时 所 有 的 故 (=0, 二 2, …) 系 
数 都 存在 。 因 此 , 在 慢 速 收敛 的 情况 , 可 取 max(2|ow-s|，21aw_i|，| az|) 作 为 误差 估计 ; 在 
快速 收敛 的 情况 , 可 取 max(ra| pw_s|, 7|2w-i|，|27|) 作 为 误差 估计 。 

关于 积分 公式 (2.6.4) 中 项 数 W 的 确定 ,在 有 了 这 些 误差 估计 后 , 我 们 就 可 以 在 计算 过 
程 中 , 按 如 下 的 原则 自动 确定 之 。 

开始 取 六 = 汪 对 于 取 定 的 六 数 ,在 点 必 = os 短 ( 和 =0, 1, …,， 8N) 上 计算 jc) 值 ， 然 
后 按 公式 (2.6.12) 和 (2.6.14) 计算 系数 we 和 了 及 (=0, 1 …， N) 。 如 果 有 
max(r2| Das| ,7|Dw-i，|pr|)<s 人 
或 
maxz(2|cxv-s|，2|axr-i|，|axi)<s 《〈 对 坏 性 态 的 函数 ) 
此 处 s 是 允许 误差 , 则 认为 此 时 的 W 已 足够 了 。 否 则 将 太 加 倍 , 即 取 2NW, 重复 上 过 程 。 此 
时 的 四 一 oos - 闫 (j=0, 二 …， 3) 是 在 上 一 次 的 四 点 列 上 加 密 ， 因 此 前 面 算出 的 函数 信 


仍然 可 以 再 利用 。 
用 切 氏 级 数 展开 的 积分 法 , 当 用 于 定 积分 计算 时 也 是 一 种 效率 比较 高 的 方法 , 它 的 代数 
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准确 度 比 W 次 要 高 , 并且 从 计算 效果 看 , 其 误差 通常 与 高 斯 型 积分 公式 的 误差 相近 。 

上 面 我 们 介绍 了 几 种 数值 积分 法 。 从 使 用 效果 上 看 , 这 些 方法 究竟 哪 种 为 好 ?要 笼统 回 
答 这 个 问题 是 比较 困难 的 。 因 为 它们 的 计算 效果 依 丈 于 被 积 函数 的 性 态 (如 函数 的 光滑 性 ， 
以 及 各 阶 导数 随 阶 数 增 高 时 的 量 级 变化 等 )。 一 种 积分 方法 对 于 不 同性 态 的 被 积 函数 , 得 到 
的 计算 效果 是 不 同 的 。 因 此 对 于 不 同类 型 的 计算 对 象 , 有 时 是 这 种 方法 比较 好 , 有 时 又 是 另 


一 种 方法 比较 好 。 例 如 ,在 计算 积分 | 二 -20 dz 时 ,， 龙 勃 方法 比 辛 清 生 方法 优越 得 


多 ( 见 下 表 )。 但 在 计算 | seae 时 , 因 其 被 积 函 数 的 导数 在 “= 0 处 存在 奇异 性 , 故此 时 辛 清 
生 方法 反比 龙 勃 方法 的 效果 为 好 。 





积 分 真 ” 值 


199 0.66666655 


2 
| ET 1.1547005 
fL1 
| .sa 0.66666667 


因此 , 在 作 方法 选择 时 , 需 针 对 具体 情况 作 具 体 的 分 析 。 
梯形 和 辛 浦 生 方法 是 两 种 低 精 度 的 方法 , 但 对 于 光滑 性 差 的 被 积 函 数 , 有 时 比 使 用 其 他 
高 精度 方法 的 效果 要 好 一 些 。 尤 其 是 梯形 方法 对 于 周期 的 被 积 函数 具有 特殊 好 的 效果 ( 见 
8$2.7) 。 
下 面 我 们 主要 对 其 他 三 种 方法 ,， 即 高 斯 - 勤 让 德 积 分 法 、 龙 支 方法 以 及 用 切 氏 级 数 展开 
的 积分 法 , 在 准确 性、 稳定 性 以 及 使 用 方便 性 等 几 方 面 作 一 些 粗略 的 分 析 和 比较 。 
(人 方法 的 准确 度 ， 即 在 一 定 的 工作 量 ( 计 算 被 积 函 数 的 数目 ) 下 ， 由 方法 产生 的 积分 
近似 所 具有 的 准确 度 。 
关于 方法 准确 度 的 一 种 度量 是 考察 其 公式 的 截断 误差 。 对 于 具有 六 =2 +1 是 正 整 
” 数 ) 形 状 的 结 点 数 ,三 个 公式 的 截断 误差 或 其 佑 式 分 别 是 : 
高 斯 - 勤 让 德 公式 的 截断 误差 ( 见 公式 (2.5.17))， 
加 王 可 入 网 4+1(2 十 填 ) F2x1 站 本 
及-| ja -六 cy 一 光一 1<E<1 
龙 勃 方法 ( 取 主 对 角 线 序列 时 ) 的 截断 误差 (人 参见 资料 [站 、[8]) 
瓦 -Do 一 | oaz= Jor2G -1<6<1 


2 28 十 2) 1 
式 中 js 是 贝 努 利 浓 数 。 
用 切 氏 级 数 展开 积分 法 的 截断 误差 估 式 (参见 资料 [9]) 有 


1 上 Jaz- oO1< 本 ET az je 人 | 


如 果 可 以 不 考虑 在 截断 误差 中 高 阶 导 数 部 分 的 作用 ， 那 末 就 可 以 单 从 其 系数 部 分 的 大 
小 来 进行 比较 。 在 [8] 中 , 对 高 斯 - 勒 让 德 和 龙 勃 方法 作 了 这 方面 的 比较 ,并 发 现 高 斯 - 勤 让 
德 积分 公式 在 这 点 上 是 优 于 龙 勃 方法 的 。 例 如 ,对 六 =65, 龙 勃 方法 的 截断 误差 的 系数 部 分 





G2 


为 0.8693 x10-s, 而 高 斯 - 惑 让 德 公式 在 克 = 64 时 其 截断 误差 的 系数 部 分 已 为 0.3x10-。 
在 文中 还 从 一 个 例子 的 计算 中 表明 了 , 采用 10 点 的 高 斯 - 勒 让 德 公式 和 65 点 的 龙 勃 方法 的 
精度 差不多 。 

用 切 氏 级 数 展开 的 积分 法 , 从 其 误差 估 式 看 , 其 系数 部 分 是 优 于 龙 勤 方法 的 。 

自然 这 种 比较 并 不 适合 所 有 的 情况 , 因为 有 时 高 阶 导 数 部 分 也 会 起 很 大 的 影响 。 这 三 
个 误差 公式 具有 不 同 阶 的 高 阶 导数 ,其 中 高 斯 - 勒 让 德 公式 的 阶 数 最 高 。 因 此 当 遇 导数 量 值 
随 阶 数 增高 而 增长 的 情况 时 ， 它 在 这 方面 又 最 不 利 。 此 时 它们 的 误差 就 可 能 与 上 述 结论 不 
符 了 。 站 

在 [41 中, 对 此 三 种 方法 作 了 很 多 试 算 例 子 的 比较 。 从 这 些 例 子 来 看 ,高 斯 - 勤 让 德 公 
式 的 精度 最 高 ; 用 切 氏 级 数 展开 的 积分 法 与 高 斯 - 勤 让 德 公式 的 精度 相近 (对 好 性 态 和 坏人 性 
态 的 琐 数 均 如 此 ); 对 好 性 态 的 函数 , 用 切 氏 级 数 展开 的 积分 法 优 于 龙 勃 方法 。 

(2) 方法 的 稳定 性 ”因为 我 们 的 计算 是 有 尽数 位 的 计算 ， 计 算 结 果 的 准确 度 除 了 与 积 
分 公式 准确 度 有 关外 ,还 与 方法 的 稳定 性 即 含 入 误差 的 影响 有 关 。 如 果 我 们 把 积分 方法 的 

算式 写成 如 下 形式 的 积分 公式 


| razs 疡 了 ,fo 


式 中 心 是 结 点 ; 酌 , 是 积分 系数 。 如 果 这 些 系数 机 ,都 具有 相同 符号 并 且 量 级 相近 ， 那 末 这 
种 积分 公式 的 稳定 性 就 比较 好 。 在 龙 却 方 法 中 这 些 系数 都 是 非 负 的 ,并 且 可 以 证 明 , 其 相互 
间 在 数量 上 的 差别 不 超过 三 倍 。 高 斯 - 勤 让 德 积分 公式 的 系数 都 是 正 的 , 但 其 量 级 上 的 差别 
比较 大 ( 见 本 章 的 附 表 一 )。 用 切 氏 级 数 展 开 的 积分 法 , 它 的 积分 系数 亦 都 是 正 的 , 且 对 任何 
六 均 有 0< 配 ;<2(=1 2，…， 丸 ) (参考 [10]), 但 其 量 级 上 的 差别 还 是 存在 的 , 因此 从 稳定 
性 角度 看 , 龙 勃 方法 比较 好 。 

(3) 方法 使 用 的 方便 性 ” 龙 勃 方法 的 算法 比较 简单 ， 并 且 当 加 密 点 列 作 提高 积分 近似 
度 的 计算 时 , 前 面 计 算 过 的 函数 值 可 全 部 沿用 , 而 这 部 分 工作 占 了 总 工作 量 的 一 半 。 用 切 氏 
级 数 展 开 积分 法 亦 具 有 此 种 性 质 , 但 其 计算 方法 比 龙 勃 方法 稍 复杂 一 些 。 这 两 种 方法 都 能 
方便 地 得 到 积分 的 近似 值 序列 , 并 存在 比较 简单 的 误差 估算 法 。 除 此 , 龙 勃 方法 还 有 另 一 方 
便 性 , 因 它 同时 得 到 若干 个 积分 序列 , 特别 是 得 到 梯形 和 辛 浦 生 序列 。 如 果 在 作 收敛 性 控制 
时 同时 检验 主 对 角 线 序列 和 梯形 、 辛 浦 生 序列 , 那 末 对 于 不 同性 态 的 函数 就 可 以 用 其 中 最 快 
的 收敛 序列 来 逼近 积分 值 。 

高 斯 - 勤 让 德 公式 在 这 些 方面 刚好 是 它 的 弱点 。 因 为 它 的 结 点 是 不 规则 的 , 当 结 点 数 依 
增加 时 ， 前 面 计算 的 函数 值 完全 不 能 被 后 面 利用 。 并 且 在 使 用 中 ， 需 预先 存 入 一 串 不 同 太 
值 的 结 点 值 和 积分 系数 表 , 或 者 需 通过 比较 复杂 的 计算 来 形成 它们 。 因此 在 逐步 珊 近 积分 
( 即 逐 步 增加 结 点 数 六 ) 的 计算 过 程 中 不 如 前 两 种 方法 方便 。、 的 


$ 2.7 在 离散 点 上 给 出 函数 的 积分 , 平均 抛物 插值 法 


前 面 介绍 的 几 种 积分 法 , 其 积分 坐标 点 的 选取 不 是 随意 的 , 它 或 者 要 求 取 等 距 结 点 , 或 
者 要 求 取 某 些 特 定 的 结 点 。 因 此 ， 如 果 被 积 函 数 不 是 用 公式 给 出 的 函数 , 而 是 用 实验 或 测量 
得 到 的 一 串 数据 , 即 我 们 只 知道 被 积 函 数 在 若 于 离散 点 za，…， zw 上 的 数值 , 那 末 , 这 些 
方法 就 无 法 使 用 了 。 因 为 这 些 实验 (或 测量 ) 点 w(4= 土 2 …， 多 不 一 定 是 等 距 的 ， 也 不 会 





从 好 落 在 那些 特定 点 上 。 

对 于 这 种 在 离散 点 上 给 出 量 值 的 函数 ， 可 以 采用 分 段 插值 法 来 计算 它 的 积分 。 下 面 介 
绍 其 中 一 种 ， 这 个 方法 是 在 被 积 函数 的 抛物 插值 和 平均 的 平滑 处 理 基 础 上 构造 的 ， 现 将 广 
法 叙述 如 下 : 

设 被 积 函 数 ,六 中 是 一 在 下 列 离散 点 上 给 出 量 值 的 函数 。 

0 00 ZL Van On 

7 刀 
此 处 坐标 点 必 有 
4 一 00<021< <2-1<2 一 b 


计算 积分 工 -| .7(a) ez 的 平均 抛物 插值 法 ， 就 是 在 每 个 小 区 段 [zw mms] 上 ， 通 过 点 


(01， -1) SS (2 太 ) 大 (Oil 1 作 二 次 抛物 绥 
王 (2; 0i--1，0i， 431) 一 Qi022 十 pi 十 Ci 


并 通过 点 (zs 方 )、 《ci 轧 +1) 、 (Cir3， j9 作 二 次 抛物 线 


王 (Zi Vi，0i+T， 2493) 一 il22 二 01Z 十 Cr1 
取 其 平均 值 , 得 
也 (0) - 评 [ (03; 0O4-1， if 0i+ 二 十 厂 (9; 4， 人 +) 24+3) ] 


只 此 二 次 函数 Pi(o 来 近似 于 函数 Fo， 并 以 在 个 区 间 Lw 2 了 上 的 积分 来 近似 于 
fc) 的 积分 , 即 
| 了 (2) qzs| 让 (2) qd -去 | (2; -1，15 0h41) 十 玫 (0 0，0ix1 53) 0 
(2.7 .二 
利用 拉 格 朗 日 公式 , 且 令 
及 一 si 一 0 
8,; 一 帮 / 思 _， (2.7.2) 
和 一 和 /ss 
可 写 出 了 (oo Wo) 卫 (o; oil oa) 的 表达 式 


了 (zi ci，2，0t1) 一 5( 生 ) 一 ( 瑟 十 访 -人 (二 








玫 ) 庆 (2.7.3) 


或 中 
3 1 一 2 太 十 和 oa 人 
Peioo mr ao 一 羽 (2 生 ) 一 (及 + 站 7 (2 二 )+ 产 (2.7. 国 

式 中 
及 = 了 大 Jra 十 ia (2.7.6) 


不 难 写 出 它们 在 区 间 [zw，2wsz 上 的 积分 
| P 0-1，01 wdz 一 全 (3 二 3 一 天 





-ge 
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4 本 及 
| 人 (2 0i，0i+1 06+3) ( 履 一 6 (3P 十 3f 一 忆 ;) 
于 是 得 





人 Poae= 二 (3 有 > (1 2 wm- 人 (2.7.7) 
对 于 第 一 和 最 后 一 个 小 区 间 上 的 积分 ,不 作 平 滑 处 理 , 而 用 





后 (23 0o，01 mp)dz 一 名 Go 二 3F 一 及) (2.7.8) 
随 卫 (2i 化 jp 一 3， 化 np 一 1 5 大 一 所 攻 (3j 十 3 疙 一 厂 -2 (2.7 .9) 

将 这 些小 区 间 上 的 积分 相 加 起 来 网 得 可 分 近 亿 世 
| oazr<- 于 号 S 有 (二 (2.7.10) 


此 处 忆 已 由 式 (2.7.4) 和 (2.7.6) 以 及 (2.7.2) 给 出 ,但 其 中 令 To 一 如 尼 - 一 -ao 
若 积分 下 限 e 不 是 落 在 给 定 的 坐标 点 zx 上 , 则 有 二 种 情形 : 
(人 车 mw<c<znb 而 1 和 2 一 2 则 在 小 区 间 [c， wx 如上 的 积分 采用 近似 式 


| 区 (Z)Gdx 一 于 | ， ELP (o; or，0，001) 十 已 (0 0 201 04+27] dx 


- 滞 (ax+ayu- 到 到 


-和 [sa 全 a -sa 区 本 tr-fo] 人 Ge 








元 2)+ 6 
| (2.7. 革 ) 
(2) 若 zo<c< 和 或 ga<czo 则 在 小 区 间 [c，zz 上 的 积分 采用 近似 式 
| (dz=| PGe ZX0，01，0s) 0D 
- 意 (Gjh+3 一 本 ) 
-< | 2 人 _ 3 (Bo+ 记 - 户 人 (< 于) ef] (8.7.19j 


若 令 mo= BRo 则 可 将 式 (2.7.12) 统 一 成 式 (2.7. 革 ) 。 
类 似 地 , 若 积分 上 限 5 不 落 在 坐标 点 wm 上 , 这 时 亦 分 两 种 情形 : 
(Th mw<5<ca 而 1<i<n 一 2 则 在 小 区 间 [wu 中 上 的 积分 采用 近似 式 


| 了 (Jazs 到 | [Poi oa oa 十 卫 (i 0，041，0643)] 0 
-rm 全 -人 ore]Ctg] 
(2.7.13) 











C) m-:<2<ow 或 m<2 则 在 小 区 间 [z,-w 妨 上 的 积分 采用 近似 式 
| jjac<| 上 (2 化 np 一 3，Ln-1， Zn) dr 


呈 2 一 - 人 | 27 (2 一 3 十 疙 -一 户 ) (CC 十 6. 记 -: ] 
(2.7.14) 
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知 令 尼 1 一 了- 则 式 (2， 让 14) 可 统一 成 式 (2. 7.13) o 


$ 2.8 周期 函数 的 积分 
设 F(z) 是 一 周期 为 1 的 连续 函数 , 要 求 计算 f(z) 在 其 一 个 周期 上 的 积分 。 由 于 函数 的 


周期 性 ， 其 积分 值 工 与 积分 区 间 位 置 的 选择 是 无 关 的 。 任 何 长 度 为 7 的 区 闻 [w, 妇 均 可 取 
为 积分 区 间 ， 这 阳 有 


T-| fo)ax Co- 


这 也 就 是 说 , 对 于 积分 区 间 的 任何 位 移 , 其 积分 值 是 不 变 的 。 
”鉴于 周期 函数 的 这 一 性 质 , 自然 希望 选择 的 数值 积分 公式 亦 具 有 这 种 位 移 不 变性 , 即 当 
积分 区 间作 任何 位 移 时 ,积分 近似 式 不 变 。 下 面 来 考察 一 下 这 样 的 积分 公式 的 特点 。 
设 我 们 取 等 距 结 点 的 积分 公式 ， 


I-| jg)dzmRoy7(g@) 十 丁 :7(e 十 膨 十 … 十 本，7(e 二 人 @ 一 了 且 十 厂 oO) 
一 (到 。 十 玖 fle) 十 aif(e 十 内 十 … 十 柬 。 FFC 二 (一 巧 用 (2.8.1) 
式 中 一 4 一 上 邦 一 Zi 丈 。， 到:， ””“”》 施 ,是 积分 系数 。 在 等 式 中 应 用 了 项 数 的 周期 性 。 车 
将 积分 区 间 右 移 一 轧 则 得 
T-| Je)dz=Tof(a+ 有 十 … 十 栈 ，af(a+ (一 了 大 十 本 。 (十 厂 oGO 二 月 


= ( 卫 。 十 酚 w)j(+ 及 十 … 十 配 。 se+ (一 巧 认 十 丽 ，:F(a) 02.8. 
近似 式 (2.8. 了 和 (2.8. 色 左 端的 积分 是 相等 的 。 车 要 求 它们 右 端的 积分 近似 亦 相同 , 则 比 
较 上 两 式 即 可 得 

你 。+ 全 ,一 不 :1， 克 : 一 不 十 克 ，， 三: 一 克 :， 汪汪 也 :一 不 。。 
由 此 知 , 当 积分 系数 具有 关系 0 
卫士 开 ,一 玉 3:= 太 3 一 一 (2.8.3) 
时 ,积分 公式 (2.8.1) 便 具有 上 述 的 位 移 不 变性 。 

我 们 知道 梯形 积分 公式 的 积分 系数 是 满足 条 件 (2.8.3) 的 因此， 应 用 梯形 公式 来 计算 
周期 函数 在 其 一 个 周期 上 的 积分 ， 当 积分 区 间作 任何 位 移 时 ， 都 将 给 出 相同 的 积分 近似 式 ， 
是 有 


站 7)aomh [ 亏 fg) 十 ja 二 及 十 … 十 (ao+ (nm 一 了 内 十 训 下 (D) ] 
一 ff(o) 十 fc 十 内 十 … 十 fa 十 (一 匡 且 ] 
实际 上 化 成 了 简单 的 矩形 公式 。 呈 汪 
梯形 公式 用 于 周期 函数 ， 不 仅 只 有 这 种 合理 性 和 简单 性 ， 而 且 在 精确 度 上 效果 也 格外 
好 , 其 精确 性 远 出 式 (2.1. 世 ) 给 出 的 估计 要 好 得 多 。 事 实 上 可 以 证 明 ( 可 见 []): 


设 fo) 是 具有 以 下 性 质 的 函数 : 
(D 7) 在 [w, 中 上 存在 2 二 工 阶 连续 导数 , 且 在 [o, 站 上 有 172e(o)| < 


人) 车 户 (W 一 户 (07 GO 一 DO) 一 六 (0) 则 对 积分 | fc) iz 应 
用 梯形 公式 
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轧 ,一 吕 豆 Fa) 十 jc 十 大 十 … 十 大 十 (一 导 帮 ) + 豆 F(O)] 更 2 
将 有 误差 估计 式 





外 Je)adz 一 |< 城 5 (2.8.4) 
式 中 


31 上 + oo 
2 《元 95r 六 生僻 (2.8.5) 


因此 当 周 期 函数 足够 光滑 时 , 即 具 有 足够 高 阶 的 导数 时 , 将 有 非常 高 阶 的 误差 估 式 。 


$ 2.9 奇异 积分 ,不 连续 的 被 积 函 数 
前 面 介绍 的 几 种 数值 积分 法 ， 其 误差 估计 都 是 在 被 积 函数 及 其 若干 阶 导数 为 连续 的 假 
定 下 作出 的 。 因 此 , 如 果 被 积 函数 不 满足 这 些 条 件 , 那 末 在 使 用 这 些 积分 公式 时 , 其 误差 将 
有 可 能 比 估 计 式 所 指出 的 要 大 得 多 ; 在 某 些 情况 下 , 甚至 根本 不 能 作为 积分 近似 。 因 此 一 般 
需 作 适 当 的 处 理 , 方 能 获得 满意 的 结果 。 
9.9.1 存在 有 限 个 间 疡 点 的 有 界 的 堆积 函数 
如 果 有 界 的 被 积 函数 7 (zc) 在 积分 区 间 [w, 如 上 存在 若干 个 间断 点 ， 璧 如 说 存在 一 个 间 
断 点 ,位 于 z=c(c<e< 轨 上 , 那 末 我 们 可 以 用 间断 点 分 割 积分 区 间 , 写 出 积分 . 
| fo)az=| FJ)az+| Fo)au (2.9.1) 


如 果 Jo) 在 区 间 fw， 由，[e ] 上 存在 足够 高 阶 的 连续 导数 ， 则 右 端的 两 个 积分 可 以 用 任何 
一 种 积分 法 来 近似 到 所 要 的 精度 。 
如 果 锌 积 函数 是 连续 的 ， 但 其 某 个 低 阶 导数 有 一 不 连续 点 ， 则 亦 可 用 类 似 的 办 法 处 理 。 


2.9.2 无 界 的 被 积 函数 
设 积分 | .Fla)dz 当 w->a 时 fo)->co。 如 果 极限 lim | 7(z)dz 存在 ， 则 称 此 积分 
存在 , 且 定 义 为 
J (ce)az 一 lim 国 Flz)dz 。， (2.9.92) 


对 于 j(c) 在 积分 眼 处 为 无 界 的 情形 , 其 定义 和 处 理 方法 都 是 类 似 的 。 因 此 我 们 仅 就 
一 种 情形 进行 讨论 。 
”这 类 奇异 积分 ， 有 时 可 以 采用 变量 的 变换 ， 或 者 采用 分 部 积分 法 ， 将 它 化 为 正常 积分 。 
例如 ， 
例 积分 


| Fo)do， 1 之 2 
其 中 7 在 本 上 连续 ， 则 可 施 以 刀 一 和 的 变量 变换 ， 将 积分 化 为 正常 积分 
中 | 下 (的 如 -2 





一 -一 一 一 -一 一 ~ 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 - 





67 
例 2， 积分 
1 cos 
， 册 可 以 通过 分 部 积分 后 ,得 
| 7 一 | -2 |、 \/ snzdx 

这 样 就 化 为 对 函数 AZ sin z 的 积分 。 它 在 [0, 上 已 无 奇异 点 (但 有 一 无 办 的 导数 的 点 )。 

如 果 不 能 通过 类 似 的 数学 演化 工作 来 消除 它 的 奇异 性 ， 那 末 便 需 在 积分 计算 中 进行 适 
当 的 处 再 或 者 采用 特殊 的 积分 方法 。 下 面 提供 几 种 这 样 的 方法 。 

、 区 间 的 截 去 
适当 地 渴 取 小 》, 使 得 在 小 区 间 [c,，c 十 ] 上 的 积分 值 处 在 允许 的 误差 范围 之 内 , 即 有 


| Fa)azl<s 


那 末 就 可 计算 正常 积分 
[ra 
来 近似 在 全 区 间 上 的 积分 。 
例如 , 计算 积分 
| 0 2 
0 二 0 


其 中 g(o) 在 [0, 本 上 连续 , 旦 满足 lg(o)| < 
因为 在 [0, 要 上 ， oz< 叶 则 有 








| 
ZE5--Z3 2x2 
因此 
| _9 人， La| 去 于 | 抒 0 一 8 于 
0 二 三 0 
由 此 得 到 , 对 于 10 一 的 精度 要 求 ， 可 取 5S<I10 ， 由 计算 在 [6， 1] 上 的 正常 积分 来 得 到 所 要 
的 积分 值 。 


二 、 分 项 法 
为 易于 说 明 起 见 ,假定 积分 具有 如 下 的 形式 
| ce- ojsf(zjdz (〔(-1<a<0) 

在 “一 处 , 被 积 函数 存在 一 奇异 点 , 但 jc) 是 一 充分 光滑 的 函数 , 假定 它 存在 w+ 工 阶 的 连 
续 导 数 , 则 可 以 写 为 

jc) 一 9 全 十 [cz) 一 0] 
式 中 
g(@) -全 十 Pa) (z 一 本 二 十 大 (eq 
而 积分 
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| ec-oc7)ac=| 0 (c-aj"[f(G -9(@]m 
右 端 的 第 一 个 积分 , 其 被 积 函数 
(2 一 0)“9(2 一 (co) (zz 一 0“ 十 户 (a) (2 一 四 ae: 十 思 人 0 (2 一 C) 2+e 
可 以 到 顶 未 出 其 积分 值 ， 右 占 的 第 二 个 积分 ,其 被 各 函数 在 [a, 如 上 已 天 奇异 性 ， 并 且 相当 
光滑 , 因此 可 以 利用 任何 一 种 求 积 公式 来 得 到 它 的 近似 值 。 
例如 “计算 


人 





因为 
二 04 0 
c08 和 一 工 一 十 全 -全 十 … 十 (一 书 
我 们 可 取 其 若干 项 ， 本 项 , 可 得 积分 
1 工 cos 一 1 十 豆 中 
| 2 机 oo- 二 | 一 一 一 一 


右 端 积分 的 被 积 函 数 在 [0, 雪上 存在 连续 的 三 阶 导 数 。 如 要 使 函数 更 光滑 些 ， 可 以 在 cosz 
的 展 式 中 再 多 取 几 项 。 
三 、 播 值 型 积分 公式 
将 奇异 的 被 积 函 数 不 ( 必 分 解 成 两 个 函数 的 乘积 
(2) 一 歼 Co)FZ) 
使 奇异 性 全 部 集中 在 冰 数 丈 (2) 中 , 而 Fo 是 一 足够 光滑 的 函数 。 
在 [c,， 引 内 适当 选择 一 串 坐 标 氮 
VX0<II<Io < <1 
构造 积分 公式 
| yaz- 站 Wo 
使 得 对 任何 % 次 多 项 式 是 准确 的 , 亦 即 有 
| 丈 @m- 六 FA (7 一 0， 可 ” 放 ) 


假设 这 mn- 工 个 方程 左 端的 积分 均 存在 , 并且 可 以 具体 算出 它们 的 量 值 ， 那 末 就 可 以 从 此 线 
性 方程 组 定 出 w+I 个 矶 , 值 ,而 得 到 计算 积分 的 近似 公式 。 
例如 “计算 积分 


| can 
其 中 jc) 在 [0 力 上 连续 。 我 们 取 3 个 坐标 后 : mu- 亏 ， mm- 忆 ， zs 一 | 得 线性 方程 组 


本 :十 ss 一 | -一 2 





耳 : 2 六 。 -| -和 二 汪 : 
5 本 十 太 ， ZXQ0 3 





， 册 此 导出 积分 公式 
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下 1 


4 丈 。 -| -二 ss 2 
9 0 十 玉 ， 纪 Z 0 





[roev 划 7 鸭 - 吕 人 rr 

四 、 高 斯 型 积分 公式 

对 于 奇异 积分 常 可 应 用 高 斯 型 求 积 公 式 来 解决 ,只 要 奇异 的 被 积 函数 丸 (z) 能 分 解 成 

(2Z) 一 帮 (o) 丰 CN 

其 中 三 (o) 是 一 固定 的 非 负 的 权 函 数 ， 它 在 积分 区 间 [c,， 妇 上 存在 一 个 或 几 个 奇异 点 , 并 且 
积分 | .机 (z)axdz(E 一 0 二 … 风 存 在 。 而 了 Go) 是 一 足够 光滑 的 函数 。 那 末 ， 可 以 按时 
$2.3 介绍 的 方法 来 确定 积分 公式 的 结 点 和 系数 。 下 面 列举 机 (z) 的 几 种 情形 , 

G) 栈 fo) = 代 -o2) 瑟 相 应 得 高 斯 - 切 比 雪夫 积分 公式 。 详 见 82.3。 

(i) 厂 (co) = (1 一 o) 纪 相应 得 积分 公式 

| wI 记 /oaz= 及 Tsfkon) 

此 处 


入 。 
8， 玫 : 一 一 一 一 Sin3 


人 一 C0S 二 
名 十 王 “ 名 十 工 名 十 工 





全 
鹤 断 误差 为 

肋 一 TI 人) 一 1<6<i 
(ii) 琴 (o) = 三 (一 zw) 二 相应 得 积分 公式 


fy 运 -you 由 moya 





此 处 








截断 误差 为 
及 一 T 到 Tar 人 的 0<*<1 
Gv) 于 Go) = (一 四 名 相应 得 积分 公式 
| vs)az- 家 了 Jo 


此 处 
zx 一 上 一 必 ( 反 是 2n 十 工 次 勤 让 德 多 项 式 Zmst(z) 的 第 大 个 正 零 点 )。 
了 :一 222T7 2n +1) 
” 式 中 
7 (28 十 Ne 一 其 1 
环 六 ”) G 二 区 TPRTCJ]5 是 2 十 工 点 高 斯 - 勒 让 德 公式 中 相应 于 结 点 因 的 系数 。 
截断 误差 为 
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24r+s[(22 十 贡品 加 
及 ~ Er :的 0<6<1 


(v) 歼 (o) 一 (2) z 相应 得 积分 公式 
ie 
[ LE oz 祝 af(m 
此 处 


必 = 工 一 党 (加 是 20 次 勤 让 德 多 项 式 Pa,(z) 的 第 天 个 正 零点 ) 
本 :一 2 了 go 和 


式 中 
28) 
环 攻 一 TFT 是 2 点 高 斯 - 勒 让 憩 公式 中 相应 于 结 点 斥 的 系数 。 
截断 误差 为 
24 + [(2p0) 疏 ” on 
肿 - 而 到 区 | [ 乓 于 mr 人 0<5<1 
五 、 柯 西 主 值 的 数值 计算 


考虑 积分 | .Fo)az， 假 定 J(a) 在 “一 oa<e< 想 的 邻 域内 无 界 。 此 时 的 积分 定义 有 两 





种 
G) 如 果 积 分 大 
| 7 四 ae | 7 存在 ， 即 如 果 极限 多 7Om 加 7(o)a 存在 , 则 
定义 
| ru- raz+| 7 
(ta) 如 果 极 限 


更 上 7 各 7 
存在 , 则 此 极限 称 为 定 积分 的 柯 西 主 值 , 目 记 为 了 | .fa)az。 

当 两 种 极限 都 存在 时 ， 这 两 种 定义 是 一 致 的 。 但 在 之 极限 不 存在 时 ,i) 之 极限 亦 有 
可 能 存在 。 

关于 柯 西 主 值 的 计算 , 可 以 利用 下 面 的 分 解 办 法 将 它 化 为 一 个 正常 积分 或 者 化 为 在 积 
分 下 限 处 的 奇异 积分 。 

不 妨 假定 “一 0， 且 假定 计算 积分 

| Fan 
则 可 作画 数 | 
7 外- 豆 [7 人 一 /(-9]， AGO = 豆 [1( 7 可 ] 


显 见 9(Z) 是 一 奇 函 数 , 即 9( 一切 一 一 9(2); 1O) 是 一 侦 函 数 , 即 思 (一 2) 一 和 (OO)， 而 


ji) 一 9 C) 十 jo) 
因此 


| 7 (2) dz 二 | 7 az-| yo) dz+| y Gaz+| ia 





于 是 得 柯 西 主 什 


国 j(o)dz=2lim | zc)az= 中 zc)az= | [Fo) 十 F(--o]azx 
(2o) 在 某 些 情 况 下 可 能 已 无 奇异 性 ， 这 时 就 化 为 一 正常 积分 的 计算 ; 在 一 般 情 况 下 ， 


hz) 在 “一 0 处 存在 一 奇异 点 , 这 就 化 为 在 积分 下 限 处 的 奇异 积分 。 


2.10 在 无 穿 区 间 上 的 积分 
在 实际 工作 中 , 我 们 也 经 常 遇见 在 无 穷 区 间 上 的 积分 , 即 需 计 算 积分 
人 me 或 | Ja 或 | Fa 


这 样 的 积分 是 由 正常 积分 的 极限 来 定义 的 。 


对 单 无 穷 区 间 上 的 积分 , 如 果 下 式 右 端的 极限 存在 , 则 定义 为 
| 7az=i| ra 
| rue-im| aa 
对 于 [一 co, co] 上 的 积分 ,有 两 种 定义 
GD 人 Faz=| Faz+j| yw 
(2) 积分 的 柯 西 主 值 P| _f(o)dz=~lim| f(o)a 
当 两 种 极限 都 存在 时 , 这 两 种 定义 是 一 致 的 。 但 在 (之 极限 不 存在 时 , (2) 之 极限 有 可 


能 存在 。 


下 面 就 积分 
| (oz)dz 


提供 几 种 处 理 方法 。 对 于 [一 co, 中 上 的 积分 ,其 处 理 是 类 似 的 。 


一 、 变 量 的 改变 
在 某 些 情况 下 , 可 以 通过 变量 变换 ， 将 无 穷 区 间 上 的 积分 变 成 一 有 限 区 间 上 的 积分 。 
例如 今 1=e-”， 将 区 间 0 和 zsco 变 到 区 间 0 委 z<t 而 积分 变 成 


[you-facpaa 


row-FrGo 习 a 
二 、 无 穷 区 间 的 截 去 
适当 地 选择 一 数 > 使 得 积分 | .(z) dz 的 量 值 处 在 允许 的 误差 范围 之 内 ， 即 有 


人 om <<8 


则 可 以 计算 有 限 区 间 上 的 积分 


| az=| Ta)an 
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来 近似 无 穷 区 间 上 的 积分 。 
例如 “计算 


| ea 

因为 对 z 关 5 有 吧 p2， 故 有 估 式 
世 一 多 ” _je 二 
| do<|.。 全 


对 于 71- 各 有 ez/#r10-% 因此 对 于 10-7 的 精度 要 求 ,计算 积分 | o-*an 即 可 满足 。 
三 、 高 斯 型 积分 公式 
高 斯 型 积分 公式 常 可 有 效 地 用 于 计算 无 穷 区 间 上 的 积分 。 可 以 建立 积分 公式 
到 Gy7Oazm 旺 P7(a 
| 机 Gaz= 站 了 7 


使 对 任何 2 一 工 次 多 项 式 是 正确 的 。 建立 公式 的 方法 可 见 8 2.4。 在 实际 中 经 常 使 用 的 有 
以 下 几 个 公式 ; 
G)》 拉 盖 尔 (Laguerre) 公式 
相应 于 权 函 数 栈 (z) =e-” 其 公式 为 
| eaz= 实 Was 
此 处 坐标 凡人 址 一 二 …, 内 是 拉 盖 尔 多 项 式 





To) 一 (一 "ee (one 一 on 二 
的 % 个 零点 ,而 系数 
8 和 受 (1 2 
要 
公式 的 截断 误差 是 


也 -她 条 7 的 0<t<o 


计算 拉 盖 尔 多 项 式 , 可 以 采用 递 推 公式 
Ts(J) 一 [z 一 (2n 十 3)]Tsx(z) 一 (wm 士 D)27P(z) 
ZLo(Z) 吧 二 
(cz)=z-1 
(i) 广义 拉 盖 尔 公 式 ， 
相应 于 权 函 数 页 (z) 一 we"(a> 一 们 ,其 公式 为 
| ZX 6 了 (2Z)dZ 包 袜 到: (cx) 
此 处 礁 标 m 人 4 一 二 …, 内 是 广义 拉 蕾 尔 多 项 式 


2 0 


了 (gz) 一 (一 120-“g 7 





(Cat+n6-e) Za 


的 %% 个 零点 ,系数 





厂 = mL 十 十 2 
[PT ] 


公式 的 截断 误差 是 


盏 ,=- 人 Jew(E， 0<E<oo 


计算 广义 拉 盖 尔 多 项 式 , 可 以 采用 递 推 公式 
7 多国 一 [一 ac- Cn 二 3)]78:() - (二 TD e+ 
四 -1 0 
了 (2) 一 2 一 (十 十) 
(过 ) 埃 尔 米 特 (Hermite) 公式 
相应 于 权 函 数 开 (2) 一 e， 其 公式 为 
| 和 FF(C)GEA 袜 配 ， 六 (zw) 
此 处 坐标 ZX 大 一 十， 2 %) 是 埃 尔 米 特 多 项 式 
已 从 =-( 环 CD- 
的 汪 个 零点 , 系数 
本， 2n+IL 人 1 本 4 


证 sa(co 平 
公式 的 截断 误差 是 





下 -- 吕 让 5 oo 一 c<E<oo 


计算 埃 尔 米 特 多 项 式 可 以 采用 递 推 公式 
瓦 ,Ha(z) 一 2x 末 :ii(z) 一 2(2 十 1 五 。(z) 
五 。 (2Z) 一 芋 
万 ; (2) 一 20 
关于 这 些 积分 公式 的 收敛 性 , 已 有 定理 证 明了 ， 
(a) 如 果 函 数 j(z) 当 z 充分 大 时 满足 不 等 式 
1f@| < 一 5 对 某 个 p>0(a> 一 
则 广义 拉 盖 尔 积分 公式 收敛 到 积分 
了 ro -| e-zozf (cz)da 


位 人 OO 


( 拉 盖 尔 积分 公式 是 其 a=0 的 特殊 情形 ) 。 
人 
1 四 TOT 5 对 某 个 pp 二 (0 
则 埃 尔 米 特 积分 公式 收 化 到 积分 
lm 六 ef 人 co ~ 本 oa 
四 、 柯 西 主 值 的 计算 
与 求 奇异 积分 柯 西 主 值 同样 的 分 解 方法 , 可 得 
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P | Je)az= 中 [fo +F(-9]a 


$ 2.11 计算 重 积分 的 累 次 积分 法 
考虑 二 重 积分 
re， wy)dxzdy 人 CC.1 革 .1 


此 处 积分 域 忆 是 平面 上 的 一 个 有 界 域 。 常 见 的 有 如 下 二 种 区 域 : 
(也 5 和 z 委 0 co 委 9 么 4 
(2) os2z<8 cz) <y<qd(2) 
”此 处 cc 和 oz) 是 [ae, 如 上 的 连续 函数 , 且 有 c(z) 和 4(z)。 
”对 于 任何 简单 的 平面 有 界 域 , 总 可 以 通过 区 域 的 适当 分 解 ， 化 为 若干 个 这 样 区 域 的 和 
因此 我 们 只 讨论 二 重 积分 


1 一 中 7 gdaag (2.11.92) 
0 
此 处 elz),d(z) 是 [o, 妇 上 的 连续 函数 , 亦 可 为 常数 , 旦 f(z, 幼 在 积分 域 上 假定 是 连续 的 。 
我 们 记 
gr 一 | fo gm (2.11.3 
对 于 任何 固定 的 > 值 , 这 是 个 单 重 定 积分 , 因此 函数 g(z) 是 有 定义 的 , 且 根 据 o(z)、@(a) 及 
j (c, 几 的 连续 性 , 它 也 是 连续 的 。 于 是 积分 


T-| .yo)dz (2.11.4) 
存在 。 因 此 我 们 可 以 将 二 重 积分 (2.11.9) 化 为 累 次 积分 
了 -| [人 (oz 0)ir ]az (2.11.5) 


将 一 个 多 重 积分 化 为 累 次 积分 后 ， 任 何 前 面 介 绍 的 求 单 重 积 分 的 数值 积分 法 都 可 以 用 
来 求 一 多 重 积分 。 因 为 对 于 积分 式 (2.11L.4), 可 以 应 用 某 个 数值 积分 法 来 计算 它 的 量 值 , 即 
可 写成 


T= 2 (zl) (2.11.6) 
用 关系 式 (2.11.3) 代 入 后 ,有 
Ts 衬 巩 二 Fos 力 m (2.11.7) 
对 于 式 中 的 呈 个 定 积分 
gC0) 一 | Fo gm .11.8) 
我 们 亦 可 以 应 用 某 个 数值 积分 法 算出 它 的 量 值 
9 (2 =-Fs7 (co 211) (2.11.9) 


以 此 代入 (2. 蔚 .7) 式 ,于 是 得 积分 近似 式 
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Ts 衬 W 匀 Fof(au 四 .1.10) 
fi 乒 


对 于 三 重 积分 的 累 次 积分 法 亦 是 类 似 的 。 但 累 次 积分 法 仅 适 用 于 低 重 积分 。 对 于 高 重 
积分 , 由 于 工作 量 太 大 , 一 般 不 宜 使 用 。 
$ 2.12 计算 高 重 积分 的 数论 网 格 法 
假设 要 计算 重 积分 
| rm z，…，2g)d2，。…，dos (2.12.3) 
此 处 积分 域 是 & 维 单位 超 立 方 体 。 对 于 一 般 的 积分 域 , 可 以 通过 域 的 分 解 和 变量 变换 , 化 为 
在 此 标准 域 上 的 积分 。 对 此 有 一 系列 的 数论 网 格 方法 。 本 节 仅 介绍 其 中 之 一 ; 即 柯 洛 波 夫 
(Kopo6oB) 方法 []。 
在 介绍 方法 之 前 , 先 定义 两 个 画 数 类 ; 
(也 设 矿 ct， 下 全 人 2sj) 在 心 维 超 立 方 体 
0<ci<1 (=1 2， “四 (2.12.92) 
上 是 连续 的 。 且 设 fc ，…，xa) 对 每 个 变量 wi，xa，…，2 都 是 以 1 为 周期 的 周期 函数 。 
且 令 (zi，…，208) 表示 了 的 傅 里 叶 系 数 , 即 
大 (zi … 2) 一 3 袜 c(m， …， 8JeXD[276(7011 十 … 十 Ia08)] (2.12.3) 


C (21， 5 9 -| 了 本 本 2 aa] 028 
(2.12.4) 


如 果 满 足 加 
je me) 和 -一 -一 一 一 一 一 (2.12.8) 、 


(97217729， .225 ) 巡 
此 处 7 一 max (1，| os| ) (6 一， S)， 而 xc 是 大 于 工 的 实数 ，e 是 与 mi，…，?nas 无 关 的 党 
数 , 则 称 了 属于 磁 (o) 类 的 , 记 为 JE 磁 (o)。 
特别 在 w 为 整数 时 ， 具 有 连续 导数 -全 万 的 周期 范 数 是 局 于 Bo) 类 的 。 
(2) 如 果 Po， …， ES 


5 0Q<n<saS, 0<m<a) “是 >1 的 整数 (2.12.6) 


存在 且 连 续 , 并 且 有 界 cu 则 称 了 属于 五 人) 类， 记 为 了 E 五 SCc)。 
对 于 积分 (2.12. 了 1), 考 患 到 积分 公式 


| 人 7 … mdoraas 一 元 立 f[6(， … 寻 (1)] 一 殖 (2.12.7) 
此 处 点 集合 1 = 伦 :( 太 ，…，6 (及 } 称 为 网 格 ; 媚 是 积分 公式 的 截断 误差 。 


如 果 把 8 维 单位 超 立 方 体 分 成 太一 ms 个 相等 的 小 超 立 方 体 ,这 就 得 到 均匀 网 格 。 但 对 
于 梧 (9) 类 中 的 函数 , 其 误差 估计 为 


瑟 -0 ( -天 ) (2.12.8) 


由 此 看 出 , 对 于 均匀 网 格 , 随 着 积分 重 数 8 的 增加 , 其 准确 度 迅 速 地 下 降 。 人 因此 为 了 提高 精 
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度 , 必须 采用 大 量 的 网 格 点 数 , 而 使 工作 量 增 大 到 无 法 容忍 的 程度 。 

利用 数论 网 格 , 可 以 克服 这 一 缺点 , 可 以 证 明 ( 见 [5]): 

对 于 任何 素数 > 2， 存 在 整数 w= aq(N) 6 一 1 2, …，8S) ， 使 得 对 于 任何 户 E 梧 (o)， 
求 积 公 式 








| (wa，…，2Z8)G5t… des= 亏 袜 1 [| | ov， 学 上 + (2.12.9) 
有 误差 估 式 





了 -of 一作 ) (2.12.10) 


Apa 
其 中 符号 { 份 才 示 数 俱 ee 
具有 上 述 性 质 的 整数 gl，…， os 称 之 为 按 模 六 的 最 优 系数 。 而 点 集合 


人 { 乏 二 全 过 和 
称 为 超 平行 六 面体 网 格 。 它 是 数论 网 格 的 一 种 。 

应 用 数论 网 格 法 计算 积分 时 , 先 要 对 取 定 的 数 Y, 算出 相应 的 最 优 系数 。 下 面 仅 给 出 计 
算 最 优 系数 的 具体 方法 ,其 理论 根据 就 不 予以 讨论 了 。 

最 优 系数 的 计算 方法 

方法 1 设 太 是 大 于 8 的 素数 ,我 们 定义 函数 


mg -区 +- 从 )G- 伟 J- 人 -5 
=- 雪 [1+2 立 王 (1- |E 和 ] (2.12. 功 


如 果 在 2 一 时 , 函数 妃 (2) 在 区 间 革 2 过 


入 的 最 优 系数 。 

用 这 种 方法 计算 最 优 系 数 ， 需 要 作 OCXN2) 次 基本 运算 。 当 六 比较 大 时 ， 采 用 下 述 方 法 
2 可 以 减少 工作 晤 。 

方法 2 令 骆 =NiNa 其 中 Na， N1s 是 大 于 & 的 素数 。 则 先 按 方 法 : 1 对 四 = Wi; 确定 
数 o 然后 令 

















嫌 开 上 上 达到 极 小 , 则 整数 二 <，…，as-: 是 按 模 





本 -~ 和。 
万 四 = 于 [+2 六 及 人 -全 下 ] (2.12.19) 
如 果 在 :一 时 , 使 函数 合 () 在 区 间 1<s< 二 5 守 = 上 达到 极 小 , 则 整 教 Ni 十 Na NI 二 Na， 


mAa0 一 +NVsd 是 按 模 六 的 最 优 系数 。 sa 需要 作 ONi+ 


NiN3) 次 基本 运算 , 当 Was AT 时 ,其 工作 量 为 OCT )。 

在 本 章 附 表 中 , 我 们 已 给 出 了 3 和 SS 过 10 的 一 批 最 优 系数 。 

上 面 对 1(o) 类 的 函数 给 出 了 使 用 数论 网 格 的 积分 法 。 如 果 被 积 通 数 是 非 周期 性 的 ， 
但 是 属于 瑟 $(ca) 类 的 , 那 末 在 使 用 该 方法 之 前 , 需 对 了 进行 局 期 化 处 理 。 即 由 广 (cl，…， xs) 
构造 函数 gp Ca，…， vs), 使 有 

(有 VCc …， ss) 是 对 所 有 的 变量 2 ，…，2s 都 是 以 荆 为 周期 的 周期 函数 ; 
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(2) | 人 re dr 一 | Ce aa)daam 


下 面 提供 几 种 函数 局 期 化 的 方法 : 
第 一 种 周期 化 方法 : 作 


01(21， 2 as) -二 [fo 化 3，“” 8) 十 一 01， 化 3，。"""》 Z5) 


Ja(2Z1，…，28j - 亏 [o(ex 03，…，08) 十 由 (Za 工 一 Za， …，0s) ] 





(2.12.13) 
Js(21，"， 人 0 于 [p_i(z 8-1，08) 十 Vg-T(Z1 23-1 工 一 zs)] 
取 9(Zo …， za) 一 Ye(oa …， me) 。 
第 二 种 周期 化 方法 ， 对 所 有 的 变量 作 变 量变 换 
2 一 T( 人 一 322 一 2x8 (2.12.14) 
得 
VD (02508298j 一 让 [TY(Z1) ，，，T(8) (ZU …T (2B) (2. 卫 .15) 
可 以 证 明 , 上 两 种 周期 化 得 到 的 p 满足 条 件 () 、 ,是 有 9E 研 (Gc) 。 故 得 积分 公式 
部 的 八 j e 
有 误差 估 式 





如 -O 全 > ) 


但 在 第 一 种 周期 化 方法 中 ， ER 2s 次 了 值 的 计算 。 因 此 在 公式 (2.12. 
16) 中 实际 上 短 执 行 28N 次 了 值 的 计算 。 这 就 显然 降低 了 方法 的 有 效 性 。 
“上 两 种 周期 化 方法 , 仅 对 函数 本 身 执行 了 周期 化 处 理 , 使 其 满足 条 件 (D , 而 其 导数 一 般 
说 来 不 一 定 满足 条 件 GD), 因此 只 能 得 到 0O (22 ) 级 的 误差 。 如 要 使 9 的 导数 亦 满足 
条 件 (了 ,使 有 pE 8, 而 获得 与 估 式 (2.12.10) 同样 的 误差 , 则 可 以 在 第 二 种 周期 化 方法 中 ， 
将 变换 改 为 








-1， az- 
T(2) c ua- 082( 黎 有 Ci er 2 十 十 ie ) 
此 处 ，Cx 是 组 合 符号 即 

本 狼 ; 

人 701 (多 一 9 1 


对 于 非 周期 的 已 8 交 函 数 , 也 可 以 不 作 肝 期 化 处 理 ,而 直接 盗用 公式 (2.12.9)。 但 此 时 
误差 要 大 些 ,只 有 0 ( -2 0 
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10 


了 2 


16 


结 点 = 士 Z, 〈 勒 让 德 多 项 式 的 零点 ); 





附 表 2.1 高 斯 - 吉 让 德 求 积 公式 的 结 友 和 系数 


89638 


00000 
41483 


84856 


94053 


00000 
05683 
38064 





开 ,一 一 系数 ; 2 一 一 结 点 数 。 
2 

0.57735 02691 
0.00000 00000 
0.77459 66692 
0.33998 104835 
0.86113 63115 
0.00000 00000 
0.53846 93101 
0.90617 98459 
0.23861 91860 
0.66120 93864 
0.932346 95142 
0.00000 00000 
0.40584 避 1513 
0.74153 ， 11855 
0.94910 79123 
0.18343 46424 
0.52558 24099 
0.79666 64774 
0.96028 98564 
0.00000 00000 
0.32425 34234 
.0.61337 14327 
0.83603 11073 
0.96816 028395 
0.1488 43389 
0.43339 53941 
0.67940 95689 
0.86506 33666 
0.97390 65285 
0.12523 34085 
0.36783 TI4989 
0.58731 79542 
0.76990 26741 
0.90411 72563 
0.98156 06342 
0.09501 25098 
0.28360 35507 
0.45801 67776 
0.61787 62444 
”0.758540 -44083 
0.86563 TI2023 
0.94457 50230 
0.98940 09349 
0.07652 65211 
0.22778 58511 
D.37370 60887 
0.51086 70019 
0.63605 36807 
0.74633 19064 
0.83911 69718 
0.912223 44282 
0.96397 19272 
0.990312 85991 





82197 
66265 
03152 


00000 - 


77397 
99394 


42759 


95650 
16329 
13627 
97536 


00000 
03809 
00590 
26636 
07626 


81631 


29247 
99024 
88985 
17172 


11469 
98180 
86617 
94305 
70475 
46719 


37637 
79258 
57227 
023643 
55003 
87831 
73239 
91649 


33497 
41645 
5419 
50827 
26515 
60150 
222]8 
51335 
77943 
85094 


440185 
913230 
386342 
748447 
033895 
743880 
576078 

32596 


333755 
078080 
加 600673 
098004 
025453 
792614 
823395 
905868 
791258 
9247865 

















歼 ， 

1.00000 ”00000 ”00000 
0.88888 888838 88889 
0.55555 55555 55556 
0.65214 51548 62546 
0.34785 48451 。 37454 
0.56888 88888 88889 
0.47862 86704 99366 
0.23692 68850 56189 
0.46791 ”39345 ”72691 
0.36076 15730 。 48139 
0.17132 ”44923 79170 
0.41795 -91836 73469 
0.38183 00505 05119 
0.27970 ”53914 89277 
0.12948 49661 。 68870 
0.36368 37833 78362 
0.31370 66458 。 77887 
0.22238 ”10344 53374 
0.10122 85362 “90376 
0.33023 93550 01260 
0.31234 70770 ， 40003 
0.26061 ”06964 ”42935 
0.18064 ”81606 94857 
0.08127 “43883 。” 61574 
0.29552 42247 34753 
0.26926 67193 09996 
0.21908 。 63625 15982 
0.14945 13491 。 50581 
0.06667 13443 08688 
0.24914 70458 13403 
0.23349 ”25365 38355 
0.20316 74267 23066 

0.16007 ”83285 43346 
0.10693 93259 。 95318 
0.04717 。 53363 86512 
0.18945 06104 58068 496285 
0.18260 ”34150 44923 588867 
0.16915 65193 。 95002 538189 
0.14959 ”59888 16576 73208] 
0.12462 ”89712 555383 372052 
0.09515 85116 83492 784810 
0.06225 ，35239 38647 892863 
0.02715 ”24594 11754 092852 
0.15275 33871 30725 850698 
0.14917 ”29864 72603 746788 
0.14209 ”61093 ”18382 051329 
0.13168 ”86384 49176 626898 
0.11819 。” 引 319 ”61518 ”47312 
0.10193 ”01198 ”17240 435037 
0.08327 ”67415 76704 7487325 
0.06267 ”20483 34109 ”063570 
0.04060 ”14298 00386 941331 
0.01761 ”40071 ”39153 118313 


eaaeeeeeeemeeeeeeeaeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeemeeeeeeee 





三 e-z7Koydz= 全 厂 ,jz) 
J 石 


附 表 2.2 高 斯 - 拉 关 尔 积分 公式 的 结 点 和 系数 


| gpDarz= 习 weno(a) 


续 点 一 〈 拉 盖 尔 多 项 式 的 零 氮 ) 





7 























































本 一 一 系数 ;2 一 一 公式 结 点 数 。 
了 2 歼 人 ea 
2 0.58578 ”64376 ”27 0.85355 33905 ”93 1.53332 60331 2 
3.41421 ”35623 73 0.14644 ”66094 ”07 4.45095 73350 5 
3 0.41577 45567 83 0.71109 “30099 “329 1.07769 
2.29428 03602 79 0.27851 ”77335 。 69 2.76214 29619 0 
6.38994 ”50829 37 0.10389 16xI0= 5.60109 46254 3 
4 0.32254 76896 19 0.60315 ”41043 ”42 0.83273 ”91238 38 
1.74576 11011 58 0.35741 86924 38 2.04810 ”24384 5 
4.53662 02969 ”3 引 0.38887 ”90851 ”50X10-1 3.6311]4 63058 2 
9.39507 “09123 ”0 .0.53929 47055 61X10- 6.4871d ”50844 1 
吕 0.26356 03197 18 0.52175 56105 83 0.67909 ”40423 ”08 
1.41340 30591 07 0.39866 ”68110 83 1.63848 ”78736 0 
3.59642 571710 全 0.75943 ”44968 ”17X10-: 2.76944 32423 7 
7.08581 00058 5 0.36117 。 58679 。” 92X10- 4.31565 69009 2 
12.64080 08442 76 0.23369 ”97238 。 琵 x10 7.21918 ”63543 5 
6 0.22284 66041 79 0.45896 ”46739 50 0.57353 。 55074 ”23 
1.18893 21016 73 0.41700 08307 72 1.36925 。 25907 I 
2.99273 63260 列 0.11337 33820 74 2.36068 345933 8 
( 5.77514 35691 05 0.10399 ”19745 31x10-1 3.35052 ”45823 6 
9.83746 74183 中 0.26101 ”72028 15X10- 4.88682 ”68002 1 
15.98287 。 39806 0? 0.89854 ”79064 ”30x10- 7.84901 ”59456 0 
7 0.19304 ”36765 ， 60 0.40931 “89517 01 0.49647 ”75975 。 40 
1.03666 ”48953 39. 0.42183 。 1271 62 1.17764 ”30608 16 
2.56787 ”67449 51 0.14712 63486 58 1.91824 97816 6 
4.90035 “30845 36 0.20633 54446 87X10-1 2.77184 86362 3 
8.18315 ”34445 63 0.10740 ”10143 28X10-3 3.84124 9l224 9 
12.73418 “02917 98 0.15865 46434 86X10- 5.38067 82079 2 
19.39572 78622 ”63 0.31703 15479 ”00X10-? 8.40543 24868 3 
8 0.17027 ”96323 05 9.36918 85893 ”42 0.43772 ”34104 93 
| 0.90370 17767 99 0.41878 ”67808 14 1.03386 ”93476 了 
| 825108 66298 66 0.17579 49866 37 1.66970 ”97656 6 
4.26670 ”01702 88 0.33343 。 49226 。” 12Xx10-1 2.37692 47017 6 
7.04590 。 540233 。 93 0.27945 36235 33X10-3 3.20854 09133 5 
| 10.75851 60101 81 0.90765 ”08773 36X10-4 4.26857 55108 3 
15.74067 864i2 78 | 0.84857 46716 27X10- 5.81808 33686 7 
89 0.10480 01174 87X10-8 8.90622 ”62152 9 


22.86313 


17868 
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I10 


功 


9.152323 
0.80722 
2.005 税 
3.78347 
6.30495 
9 和.37298 
13.46623 
18.83359 
26.37407 


0.13779 
8.72945 
工 .80834 


3.40143 


5 .55349 
8.338015 
1 .84378 
的 .279 中 
21.99 拓 8 
29.92069 


0.11572 
0.61175 
1 .51261 
23.83375 
生 .59922 
6.84 引 2 
9.62131 
13.00605 
T7 .11685 
22.15109 
28. 人 7196 
37 .09912 


0.09330 
0.492369 
荆 .2559 
2.26994 
3.66762 
5 .42533 
7.56591 


d10.12022 


13.13028 
16.65440 
20.77647 
25 .62389 
31.40751 
38.53068 
48.02608 





0.33613 
0.414121 
.19928 
0.47464 
0.55996 
D.30524 
0.6592 
0.413107 
0.32908 


0,.30844 
0.40111 
0.21806 
0.62087 
0.95015 
0.758300 
0.28259 
0.42498 
0.18395 
0.99118 


0.26473 
0.37775 
0.24408 
0.90449 
0.20103 
0.26639 
0.20323 
0.83650 
0.16684 
0.13423 
0.30616 
0.81480 


0.21823 


”0.34221 
“0.36302 


0.12642 
0.40206 
0.85638 
0.12124 
0.11167 
0.64599 
0.22263 
0.422374 
0.39318 


0.14565 


0.14830 
0.16005 





98 

24 

71 
57X10- 
79 X 10-23 
93 X 10-3 
08XI0-5 
35X10” 
35X10-10 


65 

55 

12 

87 XI0 一 
18 XI0-? 
88XI0” 
60X 10“ 
96XI0- 
93 X 10-? 
61X 10- 妃 


55 

73 

20 

17 X10 志 
46XI0 二 
87 X10-3 
53X10- 
82X 10- 
54X10 
52X10-8 
04X10- 忆 
43X10-5 


06 

10X10-1 
61X10- 
21X10- 


44X10-4 


02X10-6 
10X10- 
98X10-8 
04X10-20 
07X10-39 
11X10-E 
21X10-2 


0.39143 
0.92180 
].48012 
2.08677 
2.77292 
3.59162 
4.64876 
6.21227 
9.36321 


0.35400 
0.83190 
I.33028 
LI.86306 
3.45025 
3.12276 
3.93415 
不.99324I 
6.57280 
0.73469 


0.29720 
0.69646 
1.10778 
1.53846 
1.99832 
2.50074 
3.06532 
3.72328 
4.52981 
5.59725 
7.21299 


10 .54383 


0.23957 
0.56010 
0.88700 
1.22366 
1.57444 
1.94475 
2.34150 
2.77404 
3.25564 
3.80631 
4.45847 
5.27001 
6.35956 
8.03178 


TIL.52777 


卢 局 收听 靖 届 汶 


局 性 
人 怕 友 


办 机 多 记 多 虽 勉 和 划 多 二 
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一 ”caz- 六 本 ,jz,) 


举 表 2.3 高 斯 -去 尔 米 特 求 积 公式 的 结 皮 和 系数 


结 点 一 土 z; ( 埃 尔 米 特 多 项 式 的 零点 ); 
厂 , 一 一 系数 ; -一 公式 的 结 点 数 。 





0 丈 ， 
0.70710 ”67811 86548 0.88622 069254 528 
0.00000 “00000 “00000 0.11816 ”35900 “604X101 
工 .22474 48713 ”91589 0.295d40 ”89751 509 
站 .52464 ”76233 75290 0.80491 40900 “055 
1.65068 ”01338 ”85785 收 .81342 ，83544 925X10-1 
06.00000 ”00000 00000 D.94530 ”8T30E 829 
0.95857 “24646 ”13819 0 .3936L 93828381 522 
2.02018 0.19958 ”24205 ”905X10- 
0.72462 95952 344 
0.15706 “78203 ”329 
0. 全 889 ”69995 “5 史 9X39-: 
0.00000 0.81036 ”46175 568 
0.81628 78828 ”58965 划 .42560 。Y5286 101 
1.67355 ”16287 ”67471 0.54515 58281 “913X10-1 
2.65196 0.97178 ”12450 ”995X10-? 
0.38118 0.66114 70125 ”583 
了 .了 5719 37124 46780 0.20780 2258 149 
1.98165 ”67566 ”95843 0.17077 “98300 741Xx10-1 
2.93063 ”74203 ”5 太 244 0.19960 40782 114x10-3 
0.00000 “00000 ”00600 0.73033 ”52156 061 
0.73355 ”10187 ”52838 0.43265 “15590 ”026 
工 .46855 32892 ”16668 0.88474 52789 438X10-1 
2.26658 ”058 人 外 31843 0.49436 ”24275 537X10- 
3.19099 382017 “81528 0.39606 ”97726 ”326X10- 
0.34290 。 13278 。 88705 0.61086 ”26337 ”353 
1.03661 ”08297 ”8951T4 0.94013 86L10 823 
1.75668 ”36492 “99882 0.3838 人 4 39445 548X10>~1 
8.53273 “16742 ”32790 0.18436 ”45746 781X10-a 
3.43615 ”91188 ”37738 0.76404 ”32855 “2333X10-5 
0.31424 “03762 ”54359 0.57013 ”52362 ”625 
0.94778 “839123 ”40164 0.26049 23102 642 
1.59768 ”26351 ”52605 0.51607 ”98561 ”588X10-:1 
2.27950 70805 “01060 0.39053 90584 ”629X10- 
3.02063， 70251 ”20890 9.859736 87043 588X10- 
3.88973 ”48978 “69783 0.26585 ”51684 356X10-4 









三 gDaz=reno 人 co 
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了 ie 
1.461L4 11836 61 
1.18163 ”59006 037 
1.32393 11752 136 
了 .05996 ” 448 中 950 
1.294022 58176 ”958 
9.394530 ”87204 829 
0D.98658 ”09967 “” 噶 4 
1.18148 ”86255 360 
9.87640 ”13344 362 
0.93558 ”05576 332 


1.48698 ”68688896 7 本 


0.81026 
0.82868 
0.89718 
1.10133 


0.76454 
0.79289 
0.86675 
1.07193 


0.72033 


0.73030 


0.76460 


0.84175. 


1.04700 


0.68708 
0.70829 
0.74144 
0.82066 
1.02545 


0.62930 
0.63962 
0.66266 
0D.70522 
0.78664 
0.98969 


46175 
了 73032 
46002 
072396 


41286 
00483 
26065 
014342 


52456 
3587 
81250 
27014 
35809 


18539 
63281 
19319 
61204 
16913 


787 全 
12320 
27732 
03661 
39394 
90470 
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( 续 表 ) 

沉 2 环 ; 2 

16 0.27348 “10461 ”3815 0.50792 ”94790 ”166 0.54737 ”52050 ”378 
0.832395 14491 4466 0.238064 ”74585 ”285 0.55244 “19573 ”675 
1.38025 ”85391 9888 0.83810.， 04139 ”899X10-1 0.56321 78290 883 
1.95178 ”79909 ”1635 0.12880 “31153 ”551X10-1 0.58124 72754 009 
2.54620 ”21578 ”4748 0.93328 ”40086 ”242X10-3 0.60973 “69582 ”560 
3.17699 “91619 “7996 0.27118 ”60092 ”538x104 | 0.65575 56728 761 
3.86944 79648- 一 6032 -0.23209 80844 ”865x10- | 0.73824 56222 777 
4.688738 ”89393 0582 0.26548 ”07474 “011X10- 0.93687 ”44928 ”841 

20 0.24534 ”07083 ”009 0.46224 ”36696 ”006 i 0.49092 15006 667 
0.73747 “37285 ”454 0.28667 。” 55053 ”628 0.49884 ”33852 7321 
1.23407 ”63153 953 0.10901 72060 ”200 0.49993 ”08713 ”363 
1.738538 ”77121 166 0.24810 ”88088 ”746Xx10-1 0.50967 ”90271 175 
2.25497 “40020 ”893 0.32437 ”73342 。 238X10-3 0.52408 ”03509 486 
2.78880 ”60584 ”281 0.22833 ”86360 ”163X10-8 0.54485 ”17423 ”644 
3.34785 ”45673 833 0.78035 ”56478 532X10-5 0.57526 ”234428 ”525 
3.94476 “40401 156 0.10860 。 69370 “769xX10- 0.62227 86961 914 
4.603868 “24495 507 0.43993 ”40992 ”273X10-9 0.70433 “29611 769 
5.38748 ”08900 ”112 0.22293 ”93645 ”534X10-z 0.89859 ”19614 ”532 


注 ， 以 上 三 个 表 引 自 参考 资料 [12] 。 在 该 处 ,对 高 斯 - 勤 让 德 积分 公式 还 给 出 了 最 高 到 4%= 96 的 结 点 和 权 系 数 ，。 
了 附 表 2.4 数论 网 格 法 的 最 优 系数 


3 一 一 积分 重 数 ; 


N=2p( 素 数 ) 一 一 公式 的 结 点 数 ; 


aiG=1, 2,…) 一 一 最 优 系数 。 对 所 有 的 情况 , os1 


豆 (b) 一 1 一 一 误差 标志 数 。 对 于 je 三 (co)， 积分 公式 有 误差 估 式 | 卫 | <c (他 ) ”[ 豆 ( 





从 一刀 


01 
99 
307 
5523 
70T 


1069 
TI543 
2129 
.3001 
4001 


:1005 
6007 
81%1 
10007 
20029 


28117 


0.00319 


0.00142 


0.00975 


”0.00044 
.0.000235 


0.00015 


0.0600105 
0.,000070 
0.000044 
0.000033 
0.000016 


0.400008 


0.000005 
0.000002 
0.000001 
0.000001 





0.00200 


0.001480 
0.001009 
0.000622 
0.000486 
0.000276 


0.000108 
0.000077 
0.000056 
0.000031 
0.000019 


C3 


| 
旋 
CT 





和 
2) 一 了 9 





8S3 


〈 续 表 ) 

AN 一 2D | 瑟 (p) 一 Q4 6 | 妃 () 一 工 Cs CQ4 06 06 

1069 | 0.0962 970 

1543 | 0.0580 694 

2129 | 0.0383 1705 0.186 1681 793 578 279 

3001 上 0.0237 1681 0.123 271 122 1417 51 

4001 10.0154 3095 0.086 1235 1945 844 1475 

5003 | 0.0114 3593 0.063 1382 1336 4803 2346 

6007 1 0.0085 558 0.050 1232 5943 | 4060 | 5250 

8191 | 0.0055 7715 0.034 1349 6380 1399 6070 
10007 | 0.0042 6967 0.027 4093 1908 931 3984 
15019 | 0.0032 6710 | 0.0197 8358 6559 2795 772 
20039 | 0.0022 12076 0.0123 150 | 11951 2461 9179 
3313 0.0011 21281 0.0069 1831 | 19143 5522 2910 
51097 | 0.0006 7044 0.0035I | 7551 | 29682 | 44446 | 17340 
71053 | 0.0003 12470 0.0026 3155 | 502303 6605 | 13328 
100063 |】 0.0002 7 27253 15440 | 39114 | 43534 | 39955 



























和 一 


15019 
18101 
24041 
33139 
46213 
57091 
71053 
100063 





Q3 C4 Gr 28 
24041 0.1999 231749 5411 3144 21024 6252 
33139 0.1345 29553 3239 16735 19197 3019 
46213 0.0900 30775 35645 16894 32016 16600 
57091 0.0688 46802 9779 35803 1416 47755 
71053 0.0557 26413 24409 51048 19876 29096 
100063 0.0359 58492 29291 10486 22519 60985 








必 一 9 
六 一 D | 互 (2) 一 1 (2 Q3 04 05 0O6 Q7 Q8 
33193 0.4915 68 4624 16181 6721 26221 2666】 23442 
46213 0.3262 8371 40115 20065 30352 15654 42782 I7966 
57091 0.2664 20176 121406 231234 32172 38475 5070 42339 
71053 0.2021 26454 13119 27174 17795 22805 43500 45665 
100063 0.1136 70893 53211 上 23386 27873 56528 16417 17628 





上 59053 0.0846 60128 101694 23300 43576 57659 42111 85501 
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85633 


103661 . 


115069 
130703 
145087 
155093 


一 一 一 一 一 一 一 -一 | 一 -一 一 一 一 一 | 一 -一 一 一 一 一 一 





37667 
45681 
65470 
64709 
55464 
90485 


















43864 


80937 


95039 


17385 


105045 
110048 





54821 
9718 
77298 





5244 


1028309 
102308 








74078 


51556 


98366 | 


29008 
58342 
148396 






QT7 Q8 












与 5377 37254 
70366 74605 
52889 66949 

5327 59596 
125399 


124635 


51986 


( 续 表 ) 







Q9 


4353 

55507 
51906 
60510 
10480 












附录 积分 程序 


一 、 梯 形 积分 法 (给 定 步 长 ) 程序 
FRAPGa bp bE FUNO) 

使 用 说 

过 程 PRAP 是 应 用 宰 形 积分 公式 计算 定 积分 工 -| (cz)dz。w, 5 是 积分 眼 ; 太 是 各 


分 步 长 ; 了 是 积分 计算 值 ; 过 程 EUN9 是 计算 被 积 本 雪 值 Ja) 的 ， 需 有 过 程 说 明 :， 过 程 
FUNO(c, J; 值 入 简 变 方 始 …… 终 ; 


过 程 TRAP(A, B, 互 , D FUNO); 
值 A，B，HIi 
简 变 
过 程 FUNCO; 
始 
简 变 本 下，FB，XX; 
SENTI((B--A)/H)=>N; A 一 Xi RUNGO(X, FI); 了 /2 二 IT 
对 于 J 一 到 六 步 长 革 执行 
始 又 十 百 =X; FUNO(X, 了 ;IF= 江 
六， 


[人 


Hux (一 了/2)-=I; FUNO(B, FB); (B 一 X) *( 了 二 EFB)/2 十 IT 


1 
条 
ae 


二 、 辛 浦 生 积分 法 (给 定 步 长 ) 程序 _ 
SIMP (au b hb FUNC) 
使 用 说 明 加 
过 程 SIMP 是 应 用 辛 浦 生 求 积 公式 计算 定 积分 I- | 7(c)dz。w 5 是 积分 限 ; 是 积 


分 步 长 ; 工 是 积分 计算 值 ; 过 程 BUNGC 是 计算 被 积 函 数值 fF(z) 的 ， 需 有 过 程 说 明 ， 过 程 
FUNO(c, 力 ; 值 z; 简 变 方 始 …… 终 ; 


过 程 SIMP(A，B, 也 [ EUNCOC); 
值 人 A， B， 也; 
简 变 j 
过 程 FLNCG,， 
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始 
简 变 又 , RN，FB; 
SENTI((B 一 A)/(2x*H)) 一 N; A 一 X; FUNO(A，T); 
对 于 J-1 到 人 步 长 本 执行 
始 又 +H 二 >X;, RUNO(X, BE);I+T4xEF=>IT;XTH=>X,FRUNO(X， ;TI 十 2F->I; 
终 ; 而 
Hx(T- 了 )/3 一 IFRUNO((X 二 B)/2，EB); 了 二 4xFE=>F;, PRUNC(B，EFB); 
(B--X)*( 了 二 FB)7/6 十 I 二 > 


终 ; 
三 、 辛 浦 生 积分 法 (自动 选 步 长 ) 程序 
ASMP(a, b,eps, 二 了 UNCO) 
使 用 说 明 


过 程 ASMP 是 用 辛 浦 生 积 分 法 计算 定 积分 工 - | .7(z)dz。 过 程 按 精 度 要 求 自动 选 定 积 
分 步 长 。 
输入 人 参数 
4，20， 积 分 限 ; 
FUNC， 计 算 被 积 函 数值 f(z) 的 过 程 , 需 有 过 程 说 明 ; 过 程 了 UNO (w, 户 ; 值 ms 简 变 太 
始 0 终 ; 
T， 积 分 计算 值 。 


过 程 ASMP(A,， B,，EPS, TI FUNO)， 
值 A，B，EES; 
简 变 卫 
过 程 了 UNC; 
始 
简 变 信也 , S，ST， 下 ， 芽 ， 了 E; 
2 一 N; (了 一 A)/2->H; FUNO(A, S);EFUNO(GB，B) ;8 十 FT 一 Si; 
TITRT. 0 一 RSI; 
对 于 习 =1 到 入 步 长 2 执行 
始 FUNGQ(A 十 玉 * 再 ， 卫 ); 8S1 十 了 一 S1; 
终 ; | 
(SS 十 4*81)*H7/ 3 一 TI 3 十 2x091 一 >S 
若 本 一 2 
则 否 始 工 一 廿 -> 了; 
若 SABSCD <1 则 否 E]I->E; 





光 7 
若 S8ABS(E) <RPS 则 转 OUT 否 ; 
终 ; 
T=>TT; 2xK 一 N; 也 /2 一 互 ; 
转 ITRT 


OUT 
终 ; 
四 、 逐 次 分 半 加 速 积分 法 程序 
有 了 OMB (a, b, eps, mink, maxk, TITUNGC 下 AIL) 
使 用 说 时 


过 程 R OMB 是 应 用 和 逐次 分 半 加 速 积分 法 计算 定 积分 工 -| 7(a)da。 
输入 参数 : 


G， 0: 积分 限 ; 
78， 人 允许 误差 ; 


min&，2""” 是 最 低 限 度 的 区 间 分 自 数 , 是 为 防止 假 收 敛 之 用 ; 

maxgh:， 2 是 最 高 限度 的 区 间 分 自 数 , 是 为 控制 工作 量 之 用; 

FUNG:， 计算 被 积 函 数值 jz) 的 过 程 , 过 程 需 有 说 明 : 过 程 FUNGO(w, 有 力 ; 值 汪 简 变态 
始 …… 终 ; 

FAIL， 非 正常 出 口 , 当 在 区 间 分 段 数 入 2 的 范围 内 不 能 达到 指定 的 精度 要 求 时 ,将 
转 癌 了 AI。 

TI， 积分 计算 什 。 


过 程 ROMB(A，B，PPS, min 及, max 开 TI EUNQO，FHALL 
值 A,，B，FPS, min 人 ,max 习 
简 变 工 
过 程 RUNCG; 
开关 RATL; 
始 
简 变 玫 , 吾 ，S, 入 ,也 ，DT，MI 
场 工 [0:max 习 ]; 
0 一 区; B 一 A 一 Hi EUNGQG(A，D) ;TS FUNC 了 了 ; (SS 二 FF)712-38; HeS=>T[I0]; 
了 末了 有 工 ， 及 十 二 了; 瓦 /2 一 > 且 ; 
对 于 J= 工 到 24 攻 一 荆 步 长 2 执行 
始 FEUNG(A 十 jx 开 ， 卫 ); SS 十 FS 终 ; 
百 *S 一 下 [ 玉 ]; 了 [天 ] 一 工 [天 一 忆 一 DT; 
若 8SABSCT[J) < 


网 0 于 人 守 
二 ，__ -rr arerry meter rr 如 全 -yp 和 





则 否 DT/I[ 了 一 DJ 
若 SABS(DT) < 了 PS 
则 车 min K< 攻 则 始 下 [=>T[I0]; 转 OUT 终 否 
否 ; 
1->M; 
对 于 J= 开 一 到 0 步 长 一 上 执行 
始 下 [J 寸 菇 一 个 [ 相 一 DT;0.25*M 一 Mi;T[ 刀 上 +DT/G-M) 开 [ 
终 ; 
若 8ABS(CLE[0O) < 
则 否 DTAT[0] 一 DT 
若 SABS(DT) < 了 PS 
则 车 玫 一 min 开 则 转 JTRT 否 转 OUm 
否 若 玫 <maxK 则 转 TIRT 否 转 了 AIEL 
OUT， 丰 [0] 二 7 
终 ; 


五 、 用 切 氏 级 数 展 开 的 积分 法 (计算 定 积分 ) 程 序 
CLEN (ab, eps, maxN, 二 FUNC, TAIL) 


使 用 说 明 
b 
过 程 OLEN 是 用 切 氏 级 数 展开 的 积分 法 计算 定 积分 工 ~ | (sydz。 


输入 人 参数， 
4，0， 积 分 限 ; 
e]s， 人 允许 误差 ; 
maxNV:， 人 允许 的 最 大 结 氮 数 , 是 为 控制 工作 量 之 用 ; 
HUNO:， 计 算 被 积 函 数值 fx) 的 过 程 , 需 有 过 程 说 明 ; 
FATIL， 非 正常 出 口 ， 当 在 结 点 数 和 max 六 的 范围 内 达 不 到 精度 要 求 时 ， 将 转向 
FAILT[H]， 
输出 人 参数 
TI， 积分 计算 值 。 


过 程 CLEN(A,，B, EPS, maxzN, TI, FUNG，FAIITJ); 
值 A，B，EPS，maxNi 
简 变 
过 程 FUNOC; 
开关 FAIL 
始 
简 变 PAI, 由 X FF CO1 00, NM 





场 C[0:maxN], KEEF[IL:maxN]; 
过 程 CA; 

始 
简 变 A0，AI, SS，PAIN; 

PAL GTTN) 一 PAIN; 

对 于 I=0 到 0.D*N 步 长 上 执行 
始 0.5*C [本 一 CU; CID 一 CLIN 一 刀 ; 
终 ， 


一 尽 


0 一 A0; 

对 于 J=- 工 到 太 步 长 1 执行 

始 8008((J+J 一 蕊 *PAIN) 一 人 T; CHT 二 00 一 Xi 
FUNO(X, 且 ; BF 一 FF[J];A0O+EF->A0; 

终 ; 


AO/N 一 >A0; 0[01+A0-=>O[0;CUN] -AO=>G[II， 

对 于 I=- 革 到 0.5*N- 工 步 长 1 执行 

始 0 人 AI; 2*IsPAITN=>8， 

“对 于 J=- 1 到 区 步 长 1 执行 

AI 十 FF [四 *8COS(Sx (J+J 一 芒 ) 一 AH; AT/N-AT 0 轩 二 AI=>C[; 
QIN-- 了 局 一 AI=->O[N 一 如 ; 

终 司 汪 
终 ; 
0.5*(B-A) 一 01; 0.5x B 十 A) =0C0， 

3 .1415926=>PAI; 

FUNCO(A，H); F=>FFTH]， 

FUNO (0.5*(A 二 B)， 轨 ; F->FFf[2]; 
FUNC(B， 了 本 ;BF=->EFF[3]， 

0.5x*( 了 FF[ 匡 十 FEB[3]) 一 了 
F- 上 FFT[2]=>OF[0]; 

F 一 FF[9] 过 CT 

2 一 >N; 

ITRT. OA; 0.5x0 [0] 一 了 

对 于 jJ= 工 到 人 步 长 二 执行 

I--0[ 四 ]/ (JJ 一 也 H TB-A) 人 1 (CO[N-g 下 一 CI 一 轴 ) /CN 一 6) 二 M; 

(一 忆 一 CDN)A CN 一 2 一 T; 
若 SABS(M) <SABS (CT 则 下 =>M 否 ; 
CO[N]/ (dxN 十 2 二 T; 

若 8ABS(M) <8ABS(T 则 T->M 否 ; 
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若 SABSD < 工 则 否 M/I->M; 

”车 SABS(M) <EPS 则 转 OUT 否 ; 
N 二 N= 人 >Ni; 
若 MAXN<N 则 转 了 AIET[ 菇 否 转 ITRT; 
OU 

级 


娄 
一 吗 


六 、 用 切 氏 级 数 展开 的 积分 法 (计算 不 定 积分 ) 程序 
ITGEL(eps, maxN,bN, EUNC, 工 AID) 
使 用 说 明 汪汪 
这 程 TTGL 是 用 切 氏 级 数 展 开 的 积分 法 给 出 不 定 积分 工人 一 | Kaya"7( 一 1<s 了 ) 


的 近似 表达 式 : T 四 ~ 多 + 阅 po)， 比 处 二 (o) -cos(ieos- 吉 是 切 比 雪 夫 多 项 式 。 过 
程 给 出 表达 式 中 的 系数 01， D。， 检 和 Ox No 
输入 参数， 
61s， 人 允许 误 盖 ; 
maxN: 允许 的 最 大 六 数 (近似 式 中 的 项 数 ) ,用 以 控制 工作 量 的 ; 
了 UNGC， 计 算 钙 积 函数 值 /2) 的 过 程 , 需 有 过 程 说 明 : 过 程 FUNO(z, 户 ; 值 简 变 上 
始 2 终 ; 
FALIL， 非 正常 出 口 , 当 在 N<maxN 的 苑 轩 内 不 到 精度 要 求 时 将 转向 KAILH]; 
输出 参数 ; 
2:， 依 次 赋值 近似 表达 式 中 的 系数 2o，01，…，owi 
N， 项 数 。 


kx。 对 于 积分 工人 的 = | 7 Gd e<t< 忆 可 施 以 变量 变换 1 包 瑟 2 人 十 四 ， 变 成 积分 
人 7 人 全 ja-T<osh 而 得 表达 式 ,从 一 [ 笃 + 训 52 四] 


2 一 (十 g) 
此 处 人 


“过程 ITGL(EPS, MAXN, B, N, FUNO, FAILD); 
值 EPS ,MAXN; 

场 号 

简 变 Ni; . 

过 程 FUNOC; 
开关 TAIL; 

始 
简 变 PAI, 各, 了 TI Mi 

场 Af0:MAXMN], FFTL:MAXN/2]， 





91 
过 程 CA; 
始 四 
简 变 A0，A1，AT, N2, T， PAIN; 
0.5x*N 一 N2,PAI/N->PATN; 
对 于 I=0 到 N2 步 长 1 执行 
始 0.5*A 罩 之 A 口 ;ADD 人 ATIN 一 口 ; 
终 ; 
0=>A0，0->Ali 
对 于 J= 工 到 XN2 步 长 二 执行 | 
始 8SGO8(GJTJ_TDxbAIN) -3X;,FUNG(CX, 了 ,FFFT[,AOTTLAO， 
AT 十 FwX->Ali 
终 ; 
A0/N2->A0; A1/N2->Al; Ar[0] 二 A0-=>A[0];,A[N 一 A0->AIN];,A[I]TAl-AD， 
AIN-- 刁 一 Al=>A[IN 一 器， 
对 于 [=2 到 N2 一 工 步 长 荆 执 行 
始 0>AI，LxPAIN-T， 
对 于 J= 到 N2 步 长 工 执行 
AT 二 FF[Jx8OOSersd-J 一 了 -AT AI/N2->AI; ca[ 吕 9 
A AIN 了 一 AI->AIN 一 口 ， 


对 于 工 =- 工 到 人 一 工 步 长 工 执 行 
(AII- 刁 -AI+HDD)7 GD 一 BDD; 和 
AIN]/GNT+TN-J3) 一 BIN 二 加 
对 于 =0 到 玉 步 长 2 执行 
BIO -BID 上 +BI+3T 一 B[0]，B[0] +B[0 一 B[0]， 
终 ; 
3.1415926=>PAT， 
BRUNO(L 本， 了 -FFT 人 f， 
FUNO(0，F)，f=>FFT[2]; 
FUNO( 一 1 殉 ; F->FFT3]， 
0.5x (FF[I 二 FEFT3]) 一 BF 
F 二 REF[2 一 AT0]; 
0.5x* (FE[I] 一 FF[T3]) 一 AD 
了 -FFT2]->AT[2]; 
2=>Ni 
ITRT，OB， 


Ce ri 
1 的 7 
轴 人 ed i Hi 5 
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0.5* 了 BT0]=>T: 
对 于 J 一 工 到 玉 十 上 步 长 工 执 行 
I 上 BT 中 一 LI BIN 一 刁 一 Mi 
若 SABS(M) <8ABSGB[N]) 则 BIN] 一 M 否 ; 
若 SABSGD <SABSCGBIN+ 思 ) 则 BIN+ 二 一 NM 否 
若 SABS(D < 工 则 否 MI->Mi 
若 SABS(M) <PPS 
则 始 N 二 1->N; 转 OUT 终 否 ; 
NTN 一 Ni 
若 MAXN<N 二 IL 则 转 了 AILT[ 匡 否 ; 
CA; 
转 ITRT. 
OUT. 
终 ; 


七 、 计 算 切 比 雪 夫 级 数值 程序 
CHEB (CN, x, L,b) 
使 用 说 明 四 
过 程 OHEB 是 计算 丸 次 切 比 雪夫 级 数 - 取 十 立 2 (在 = 处 的 量 值 I, 此 处 下 人 =， 


cos (ic0S 0) 是 切 比 雪夫 多 项 式 。 
“输入 参数 ; 
W: 切 比 雪夫 级 数 的 次 数 ; 
Z:， 明 变量 值 ; 
0， 以 切 氏 级 数 的 系数 bo，01，…，ox 组 成 的 丸 十 芋 元 问 量 ; 
输出 参数 ， 
了 J， 切 氏 级 数 在 处 的 量 值 。 


过 程 CHEBGN, X, LT B)) 
值 和 ， 及 ; 
简 变 了 
场 电 ; 
站 
简 变 C0, 01, 02, TWOX;，XTX 王 TWOX; BINJ=>C0，0=>GO1: 
对 于 J 一 N 一 工 到 工 步 长 一 工 执 行 1， 
始 01 一 C2，C0=>0H 工 VOXxC 一 2 十 BIO0 二 
终 ， 


mw 


XxC0 一 GT+0.5*B[01 二 Ti; 


莹 





八 、 在 离散 点 上 给 出 函数 的 积分 程序 
NITG (a, b, n, xF, DT) 


使 用 说 明 
过 程 NITG 是 应 用 平均 抛物 插值 法 计算 由 离 若 点 上 给 出 的 函数 


1 


的 积分 工 一 | Fa) dv。 


输入 参数 : 

0，0， 积 分 限 ( 要 求 4&4<D，0 盖 2)i 
和 给 出 函数 值 的 离散 点 个 数 ; 

支 五 大力 的 数 表 。2n 元 的 一 维 场 ， 依次 峰值 : 2 亡 ，0a， 0， 0 记 
输出 参数: 四 

了 ， 积 分 值 。 


过 程 NITG(A，B,，N，XEF，D); 
值 A，B，Ni; 
场 入 E; 
简 变 了 1 
始 
简 变 吾 , DLT, LMD, L，R,，10, 久 , K0，KL,，0O，IKi 
过 程 LRCS); 
值 $; 
始 
入 十 8 一 1 一 区，XR[ 攻 十 2] 一 XFTK]-H; 
若 2<8 
则 始 了 五 /(XF[K] 一 XF[K-2]) 一 DLT， 
DLT/dDLT) *(DLTXF[K 瑟 一 人 +DLT)*XR[ 区 十 英 十 XI[K 区 二 3])>L， 
终 
否 ; 
若 SsN 一 2 
则 始 瑟 / (XF[K 十 人身 一 XB[ 和 十 ) 之 LMD; 
TDLMD/C 二 LMD)s(CXEF[K 二 四 TLMD)XEB[IEK+31+TLMDXF[K 二 中) 一 R， 
芝 
否 工 一 Ri 
若 8= 工 则 .有 一 上 否 ; 
Hv(0.5x*(XR[K-1] 二 XE[K3]) - (人 二 R) ]12) 一 IKi 


人 


aa 
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终 ; 
过 程 ENDI(X, SB 
值 又 ,入 和 
始 
简 变 Wi; 
LR(S)i (X-XF[IEK])/H=>W，(X-XF[IE])/6*((( 人 +TR) * 丽 一 3x (0.5* ( 工 十 且 ) 
十 XF[K 二 切 一 XF[K 上 +3]))*WT6xXF[IK+T)=I0 
终 ; 和 
若 A=-B 则 始 0=>T; 转 OUT 终 否 ; 
车 A<B 
则 二 >C 
否 始 A 一 0 ，B 一 Ai 0-Bi， 一 二 9 终 ; 
对 于 J=I 到 玉 步 长 1 执行 
始 J=>K0; 革 
若 A<XF[IJ 上 +J 一 刁 则 转 N1 否 ， 
约 . 


转 上 示 
N1: 若 区 0=I 则 2 全 区 0 否 ; 
和 于 了 = 工 到 太 步 长 1 执行 
始 本 一 1 一 区 EL 
若 卫 <XB[J 十 J 一 刁 则 转 N2 否 ; 
终 ; 
N2: 若 KKL=0 则 转 N4 否 ; 
若 KL<KO 则 转 N4 否 ; 
ENDI(UA，K0-- 导 ;IE 一 I0-T;. 
对 于 及 =K0 到 KKL-I 步 长 1 执行 
始 直 R(K);，IHIKE=>T 
终 ; 
ENDI(B，KL)i，Cx(I 十 I0) 一 了 
转 OUT; 加 
N4: 0 一 
OUT; 
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第 三 章 谐 波 分 析 


自然 春 中 种 种 复杂 的 振动 现象 , 是 由 许多 不 同 频率 、 不 同 振幅 的 简 谐 振动 和 迭 加 而 来 ; 也 
就 是 说 , 一 个 复杂 的 波形 可 以 分 解 为 一 系列 的 谐 波 。 例 如 ,光波 为 不 同 强度 、 不 同 波长 的 单 
色光 , 形成 光谱 。 声 音 振动 可 以 分 解 为 不 同音 调 、 不 同音 强 的 “ 声 谱 ”。 无 线 电 天 线 从 空间 接 
收 不 同 来 源 的 不 同 频率 不同 振幅 的 电磁 波 ,在 天 线 回路 中 形成 极其 复杂 的 迭 加 波形 。 人 们 
运用 分 光 镜 、 耳 鼓 以 及 收音 机 的 调谐 线路 , 能 够 分 别 对 这 些 系 统 进行 析 谱 ,这 就 是 用 物理 的 
手段 进行 谐 波 分 析 。 

针对 这 类 现象 , 也 发 展 了 一 套 有 效 的 数学 工具 , 即 傅 里 时 变换 方法 。 它 包括 解析 的 方法 
(如 傅 氏 级 数 、 傅 氏 积 分 ) 和 代数 的 方法 (如 有 限 传 氏 级 数 ， 即 离散 传 氏 变换 )， 这 些 就 是 谐 波 
分 析 的 数学 手段 。 


83.1 侍 氏 级 数 
一 个 简 谐 振动 可 以 表 为 
丰 ( 一 4sin(2mrzt 十 ai) 一 4sin(2zt/ 有 十 a) 一 Coco8s2zrt/ 人 十 bgsin2ret/ 了 
式 中 > 一 项 为 频率 ; 2 为 周期 ; 4 为 振幅 , a 为 初始 位 相 角 。 基 频 一方 的 各 阶 倍 频 加 一 部 
人 =0, 1 2 …) 的 简 谐 振动 的 迁 加 ， 显 然 仍 具有 周期 中 (例如 图 3.1) 。 因此 一 般 地 可 以 设 





想 任 何以 了 为 周期 的 振动 即 周 期 函数 
也 = 帮 t 全 )， -co<t<oo (3.1.1， 


可 以 表 为 这 些 简 谐 振动 的 无 穷 送 加 , 即 表 为 傅 氏 级 数 
jg= 各 + 辣 oxoos2r TH 和 sin2mM/2， 二 0 人 
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也 可 以 表 为 复数 形式 
jG- 局 oemar， -co<t<oo G.1.3) 
人 
na- 委 ，o- 了 一 油 ，ea= 二 (oo+ 轴 ，4-0 了 … 
一 入 十 0- 和 0 > (3.1.4) 


为 了 讨论 的 方便 , 以 下 主要 采取 复数 形式 。 
为 了 定 出 伟 氏 系数 , 将 (3.1.3) 两 端 各 乘 以 e-<wwz 并 对 一 个 周期 积分 


| 洲 (人 C 一 2 区 人 本 二 衬 ow|， B2miC 一 EDOtT CE 
一 00 0 


根据 二 角 函 数 在 基本 周期 上 的 正 交 性 


下 Ca2ztjWT 7 一 区 要 有 (3.1.5) 
0， 当 7 关 0 
可 知 , 前 式 右 端 一 切 1 的 项 汐 为 0， 而 只 剩 下 一 项 ovz， 因 此 就 得 傅 氏 系数 的 表达 式 
= 二 (De-anttyT7E 天 一 0 土 1 (3.1.6) 


鉴于 JG) 及 e-antwz 都 具有 周期 隐 因此 在 任何 长 度 为 卫 的 区 间 [a，c 十 四 上 求 积 的 结果 是 


0 一 亏 | 太 人 -2rtkMNT df 一 坟 | 汪 (人 8 一 2xtkWTCIt 


万 外 。 
当 j 仿 是 偶 函 数 , 即 7 信 护 一切 时 , 恒 有 c 一 co 因此 可 以 表 为 余弦 级 数 
7jG= 人 十 己 woos 2xit/ 罗 
当 为 为 奇 函 数 ， 即 矿 访 = 9 时 , 恒 有 4 一 一 2-b 因此 可 以 表 为 正弦 级 数 
j(GO- 衬 tsm2r1tb 
通常 人 们 说 的 在 某 个 区 间 [ax 十 磋 上 将 某 个 函数 / 展 为 傅 氏 级 数 是 指 以 系数 
co 元 |， (人 er-2mtWT (3.1.8) 


形成 傅 氏 级 数 
也 eerawz (8.1.9) 


注意 , 这 个 级 数 在 原 区 间 [e，a 十 四 上 确实 等 
“于 原 来 那个 函数 / 纺 。 但 是 由 于 这 个 级 数 的 

周期 性 ， 它 在 全 轴 一 co<t< co 上 所 表达 的 ， 
则 应 该 是 由 那 段 定 义 在 [w cs 十 和 四 上 的 函数 以 周期 全 向 两 端 无 穷 延 拓 的 娃 果 , 如 图 3.2。 
因此 ， 即 使 原来 的 函数 F) 在 区 间 [we 十 四 之 外 也 是 有 意义 的 ， 但 这 一 部 分 在 形成 级 数 
(3.1.8)，(3.1.9) 时 被 截 去 了 。 


- 广 | 不 (有 6 一 3 qi ， : 8 一 0， 土 二 eee - (3.1.7) 


ff) 





G- 人 人 G Gd 十 人 下 G+ 27 


SR 
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全 1 在 [一 喜 ,， 豆 | 上 将 7(D -: 展 为 伟 氏 级 数 ， 得 
- 电 忆 人 0 < 


它 在 [一 荆 ， 了 于] 上 等 于 但 在 全 轴 上 则 等 于 图 3.3 所 示 的 锯 肯 状 间断 函数 . 





图 3.4 
傅 2 在 [于 ,上 将 7 一 上 展 为 傅 氏 级 数 得 
人 


T2 82 (28 一 1)2 
它 在 [一 1 匡 上 等 于 | 直 ， 而 在 全 轴 上 则 等 于 图 3. 生 所 示 的 饥 资 关连 续 函 数 。 

， 周 期 函数 的 光滑 性 与 傅 氏 系数 的 行为 有 密切 关系 。 例 .1 .2 所 举 的 周期 冰 数 的 光滑 性 
依 序 递增 , 相应 傅 氏 系数 m 随 |#| 增 大 的 下 降 率 您 甚 , 即 级 数 的 收敛 速度 递增 。 在 一 般 傅 况 
下 这 一 结论 也 成 立即 可 以 证 明 ， 当 周 期 画 效 作为 整体 一 一 即 考虑 全 畏 一 co<t<cc 一 一 具 
有 连续 的 'm 阶 导数 , 则 有  、 ，， 本 二 

oO 人 (Th 当 1 8 一 >co C8.110) 

这 个 渐 近 估计 有 助 于 在 近似 计算 中 选择 够 多 的 项 数 。 应 该 强调 ,这 里 的 光滑 性 是 从 全 轴 来 

看 的 。 例 如 ， 函 数 fi) s=! 在 基本 区 间 上 是 解析 的 ， 即 无 限 光滑 的 ， 但 由 于 将 它 以 周期 1 无 

和 nm 一 9, 士 士 2-… 有 间断 (图 3.3)， 因 此 相应 的 收 伍 
速度 是 很 慢 的 。- 本 

当 周期 函数 乌 ( 在 某 点 克 .有 间断 ( 汕 于 周期 性 , 它 必 所 在 1 on 区 一 0 土 1， 

各 点 也 有 间断 )， 可 以 证 明 ， 在 这 些 点 上 优 氏 级 到 的 “ 值 "等 于 寺 (Fa+O) 二 Fo- -0))。 因 


此 ,即使 76 在 某 个 区 间 (o，a 十 是 连续 的 ,， 但 在 两 端点 取 不 等 的 值 , 即 fc) 六 c 十 四)， 








于 是 ， 相应 传 氏 级 数 在 卫 端 点 的 信 癌 为 豆 (j(a) 二 (at 四)， 从 例 工 及 图 8.3 也 表达 了 这 
荆 


一 事实 ,相应 的 傅 氏 级 数 在 1 士 于 取 值 为 0 一 亏 一 己 。 
832 傅 氏 积分 

把 周期 性 振动 分 解 为 一 系列 简 谐 振动 的 迁 加 的 主要 特点 是 ， 它 的 “频谱 "是 由 一 个 基 闫 
故 = 击 (2 为 原 周期 ) 的 整 代数 mw= 入 一 Hads (一 0 北 …) 组 成 ， 即 为 等 距 的 离散 " 谱 线 ”。 在 


” 非 周期 性 振动 , 例如 太阳 光谱 , 它 的 谱 线 之 间 不 一 定 有 倍数 关系 , 而 且 除 了 线 状 谱 即 离散 谱 
以 外 ,还 有 连续 谱 。 因 此 ， 一 般 的 非 周期 函数 也 在 一 "<t< 上 应 展 为 具有 更 为 “ 般 形 
式 的 谐 波 迭 加 和 , 即 积分 和 : 


全 -| Forutds oo<t<oo (3.2 .了 


光 昌 起 车 傅 氏 系 数 中 的 作用 但 已 经 不 是 促 做 机 于 整数 变量 上 而 是 作为 连续 谈 量 。 的 
函数 , 一 co<s<co, 即 在 频谱 中 一 切实 数 频率 都 可 能 出 现 。 
事实 上 ， 定 义 于 : AI 般 函 数 7 可 以 视 为 周期 函数 在 周期 ?se 时 的 


极限 。 首先 在 区 同 一 到 st 可 亏 上 有 展 为 全 氏 级 数 


| 局 - 


珊 呈 中 过 C 人 于 < ! 二 


7 一 
本 


一 沁 4s== 0 Tow 于 是 ， 当下 > 时 、 


元 | 0 Qt， 8 一 0， 手 土 ， 


天 史 - 袜 z (4)ernat = 匀 开 Dener 4 柬 (s)earet ds 
这 里 的 函数 到 (9) 来 自 态 (9)， 即 当 生 ->co 时 
Fo- | COererat< 一 | 7G ee 
这 样 就 导致 了 一 对 互 道 的 傅 氏 积分 
太 ) -全 emtds co<t<eo 人 
FFC -| (De-2retdi， 一 co<s< co (3.2.3) 


万 (s) 称 为 了 信 的 傅 氏 变换 或 谱 函数 ,，j (5 称 为 五 (9) 的 逆 傅 氏 变 : 换 或 原 函数 。 这 个 互 道 关系 
将 记 为 了 (~(s)。 如 果 变 量 上 在 物理 上 表示 时 间 ， 则 变量 * 代表 频率 ， 傅 氏 变换 就 建立 
了 所 谓 “ 时间 域 与 频率 域 之 间 的 互 换 关 系 。 如 二 ; 表示 空间 坐标 , 则 变量 * 表示 距离 2z 


内 含有 的 波 数 ， 即 < 衬 表示 波长 。 


8.2.1 传 氏 变换 的 基本 性 质 
根据 定义 式 (3.2.2) ，(3.2.3)， 傅 氏 正 变换 与 道 变换 的 实质 是 相同 的 ,只 是 积分 号 下 指 
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数 函 数 e*”*” 的 震 次 反 号 。 因 此 只 须 讨论 正 变换 的 性 质 , 而 逆 变 换 的 性 质 可 以 类 似 地 导出 。 
首先 , 傅 氏 变换 是 线性 的 。 事 实 上 , 从 定义 式 (3.2.3) 直接 可 以 算出 : 
j 丰 一 下 (8)，9 夫 一 G(s) 一 af 扩 十 8g 的 一 oaF(s) 十 BG(s) 
2 有 为 任意 常数 ， 也 可 以 是 复数 。 


此 处 , 设 了 人 轨 一 三 (s) 则 有 
不 信 一 7 一 引 (8.23 ， 
(一 四 一 下 (一 9) (3.2.5) 
广 田 ~5 (一 8)，“ 表 示 取 复 共 辆 (3.2.6) 
Jo)~e FM3)，04 为 任意 实数 27) 
(~ 柜 (二 )， 6 为 任意 实数 *0 (8.2.8) 
户 作 ~amisFG)，jm 人 (2mis)nFGg) ee 


音 实 上 ,根据 互 逆 关 系 (3.2.2)，(38.2.3) 可 以 算出 (3.2.4): 
的 ~ PCDereetd=| 了 (Der 一 7 下 


这 是 傅 氏 变换 互 着 性 的 另 一 种 表达 形式 , 即 对 函数 7 纺 先 作 一 次 正 变换 , 再 作 一 次 着 变 换 则 
还 原 为 ft)， 但 是 对 7 (连作 两 次 正 变 换 则 “ 反 向 还 原 为 Me 蚊 。 至 于 (8.2.5) 到 (3.2.8) 
“” 则 直接 从 定义 式 (3.2.3) 并 利用 积分 变量 代 换 可 以 导出 ; 


7(-9v 人 7CDeoea- 人 Deera 
-| 7CDeracorar 一 忆 ( 一 3 
产 的 ~ 产 Geoed=| 产 GCee0sd 
四 
Ht- 四 ~ 人 7-aereerat- 人 7CDoraeeeoar 
-| em7(aDeraardr 一 em 有 

7 的 一 | TCDeed 一 | 70e 

- 间 rorrewar 汕 只 


|a 


对 于 (3.2.9) , 则 运用 分 部 积分 : 
网 人 ~ 大 ( 信 CE 一 3xtt dp 2 [ 广 ( 0 纪 坏 = 一 区， CE C-3xt6td1t 
加 -0-|- (有 (二 268)e-azttdi 一 208 及 Cs) 


将 此 式 连用 ” 饥 就 得 到 (3.2.9) 的 第 二 式 。 
当 原 函数 矿 坟 变 为 了 (一 芒 时 , 相应 的 图 线 变 为 反 向 ; 公式 (3.2.5) 表 示 谱 函数 玉 也 变 为 

反 向 。 
根据 个 变 执 的 定义 式 (3- 2.2 和 3.2， 3) 可 以 得 到 


1 - 





TtQYt+ 
jO- 人 Fa .2.10 
F(O=|- 00 (8.2.13) 
设 原 函 数 为 偶 函 数 , 即 具 有 对 称 性 
了 (二 轧 一 办 
根据 式 (3.2.5) 可 知 谱 函 数 到 也 有 对 称 性 
下 (3 三 厂 ( 一 S) 
也 是 偶 函 数 。 此 外 , 由 于 
及 (9) -| (De-aniatdi 一 | CD (osgms 一 isingmsb)U 


-| 天 6 2mstdi- 直 | Fasin2z 时 克 
利用 了 的 对 称 性 可 知 四 
| (tf)eos2m stdt 一 2| Joosaz 中 帮 
| GDsmamstdt=0 
由 此 可 知 个 函 数 /的 谱 函 孝 玉 可 以 表 为 “余下 变 换 "的 形式 
了 (8) -2 (Doos2mstdl (3.2.12) 


类 似 地 ， 当 /为 奇 函 数 , 即 具 有 反对 称 性 
矿 力 = 一 帮 (一 坊 
则 其 谱 函数 三 也 是 奇 函 数 
五 (8) = 一 万 (一 s) 
并 且 可 以 表 为 “正弦 变换 ”的 形式 
太 (9) = -5 F(D)sin 27 时 (3.2.13) 


实践 上 多 数 情 况 原 函数 是 实 函数 , 即 
FJ = 产 二 
它 的 谱 函 区 一般 不 再 是 实 函 雪 , 但 是 ,根据 (3.2.6) 有 
BO= 严 (-9》 
即 具 有 花 对 称 性 。 据 此 可 以 导出 ; 当 /为 实 偶 函 数 时 , 刀 也 是 实 偶 函 数 ; 当 /为 实 奇 函 数 
时 , 环 则 是 纯 虚 奇 函数 。 这 从 余 心 及 正弦 变换 式 (3.2.12)，(8.2.13) 也 可 以 看 出 。 
函数 fb 的 “伸缩 表 为 (oa 为 。 例如 ， 当 > 工时 ，j(cb) 相当 于 把 fi) 的 图 线 沿 轴 压 


销 a 储 ; 当 0<a<1 时 相当 于 沿 轴 拉 伸 虐 倍 。 公式 (3.2.3 表 示 原 函数 作 尺 度 伸缩 时 ， 谱 


函数 有 相反 相 成 的 伸缩 关系 。 由 此 蕴涵 的 意义 将 在 3.3.4 节 中 再 说 。 
函数 / 力 的 “平移 表 为 jd 一 o。 当 2>0 时 ,J 太 一 由 相当 于 把 (的 图 线 向 右 平移 
一 个 距离 0， 当 5<0 时 相当 于 向 左 平移 。 公式 (3.2.7) 考 示 原 函数 小 ( 轨 作 平移 时 ， 谱 函数 
卫 (8) 被 乘 以 相应 的 虚 指 数 因子 e-?"%*。 在 这 个 基础 上 , 傅 氏 变换 可 以 应 用 解 盖 分 方程 。 
公式 (8.2.9) 表 示 原 函数 也 力 的 微分 运算 相当 于 谱 函 数 4s) 被 乘 以 2mi8， 在 这 个 基础 . 


理 四 Et 才 科 ri 
1 2 人 94 :Ad 愉 r 这 计 坟 和“ 和 
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上 伟 氏 变换 可 以 应 用 于 解 微分 方程 。 
上 述 公式 (8.2.4 到 3.2. 9) 对 于 谱 函 数 的 实际 计算 也 很 有 用 。 事实 上 , 一 旦 算出 了 了 茶 个 
原 函 数 的 谱 函 数 后 ， 则 根据 这 些 公 式 就 能 得 到 由 此 派生 的 许多 函数 的 谱 枯 数 ， 而 无 竺 了 直 芒 
的 计算 。 
我 们 将 传 氏 变换 连同 逆 变 换 的 基本 性 质 列 为 表 3. 了 | 其 中 关于 卷 积 以 及 内 积 的 性 质 将 
在 以 后 再 说 , 为 了 参考 方便 故 一 并 列 入 。 


表 3.[ 仿 氏 变换 性 质 简 表 


本 谱 函 数 说 明 
7 FF) 和 
g 全 G(9) ee 
人 J(-9 互 逆 性 
xj 十 bg 人 aB(9)+BGCG) 线性 
jb 太 ( 一 3 | 晶 ( 奇 ) 性 一 偶 ( 奇 ) 性 
产 (四 中 实 性 一 共 思 对 称 性 
了 at) 
枚 | |a| Q ” 太 度 伸缩 原理 
TT7 全 Zes) 
7FC 一 a) e-2rios1 (9) 党 三 人 
eol 的 FG-d 人 
人 中 (2mie)n(9) 本 . 
(一 2mtnj 人 Fo (9) 人 
0 F Cs)G(e) 
jGDog 的 = .7CDodt-aar 本 
HG. F(9xG 一 | PacG-a) 
人 ProsOea-| PeieG)a 
机 内 积 不 变性 
人 rpa=| zepas 巴 色 瓦 公式 
油 松 公式 


翌 TD 了 习 了 到 





顺便 指出 , 传 氏 变换 的 定义 及 记号 在 资料 中 很 不 统一 。 许 多 资料 中 傅 氏 变换 规定 为 
FG)- 人 | CD)e-atdi 
这 时 道 变换 则 为 本 
大 (区 -上 万 (8)ettads 


即 指数 虚 宕 中 省 去 常 因子 2r， 这 时 在 公式 (3.2.7)，(3.2.9) 中 也 应 作 相应 省 略 ， 缺 点 是 正 
逆 公 式 比较 不 对 称 。 当然 这 些 区 别 都 是 非 本 质 的 , 但 会 引起 一 些 混 靖 ， 在 实 虐 中 要 注意 到 这 
一 把。 

傅 氏 变换 可 以 推广 到 多 元 函数 。 例 如 , 对 于 二 元 函数 有 二 维 傅 氏 变换 





已 当 
Fo 四 -六 六 Fo peerrmoan 丰 


有 遇 -| Fu y) 22mi0UZT2Y) 21 Co) 


这 也 是 线性 变换 , 而 公式 (3.2.4 到 3.2.9) 则 推广 为 : 当 矿 w, 力 ~ 开 (六 切 则 有 
开 (, 信人 ~ 帮 一 刀 一 中 
(rw 一 力 ~ 太 (一 一 中 
产 (oz, 力 ~ 本 (一 力 一 切 
(zc 一 ay 一 ee 0) 


Jr 友 、 | FF 训 
OOD1+ @ 


050075 jw， 吓 一 (2 的 全 ?200 (4 7) 


3.2.2 一 些 初 等 函数 的 傅 氏 变换 


为 了 掌握 运用 傅 拱 方法 ， 币 要 秋 -此 最 科 音叉 是 最 基本 的 初等" 及 其 请 数 。 
矩形 函数 


了 | 红 科 村 
reott 一 | 2 (3.2.14) 
0, 它 处 : 
其 中 心 在 原点 0， 长 寅 和 为 了 因此 面积 为 
「 root 帮 一 dir1 (3.2.15) 
的 矩形 分 布 ， 有 间断 点 寻 土 1/ 入 如 图 3.5。 
不 难 直 接 算出 其 谱 函 数 


fo 8 1/73 
| rectt e-2ztstqdt 一 | 6-2ristdt 
一 co 一 173 


一 8， 一 co<s<ce (8.2.16) : 


这 就 导致 谐 波 分 析 中 另 汪 个 重要 的 函数 ， 即 
肿 谓 sne 函数。 1 1 

sinc 函数 

sinot 一- ， 一 co< 妈 ce 43: 2 站 -图 3.5 


人 左右 用 有 还 源 半 的 正 负 过 因 “ 的 拔 动 娄 ， 见 图 3.6。 
sinc0 一 T，sincm 一 0,.m% 一 十 1， 士 2， 








sinc 一 -o( 林 于 )， | 引 一 ooe 本 (3.2.18) 
根据 (3.2.10 到 3.2.1L) 有 一 
本 人 setatmi (3.2.19) 
即 ' 耐 积 '” 为 1。 总 结 起 来 有 


nn 和 TH 和 所 的 站 二 放 了 放生 7 有 0 人生- 了 和 二 生 AN 尘 疡 和 全 








加 3.6 
Teott 人 Sinc 8， sinot~rect8 (3.2.20) 
三 角形 函数 
1 一 | 寺 ，| 红 到 工 
4dt =1 (3.2 .2 
“2 (3.2.2) 


这 是 中 心 在 原点 , 面积 为 荆 的 等 历 三 角形 分 布 ,是 连续 函数 , 但 一 阶 导 数 有 间断 (t 一 一 0 土 轧 ， 
如 图 3.7。 


上 4(0)w=| Gd 一 ii) 好 =1 
也 不 难 直 接 算出 它 的 谱 函数 
| 4(b)e-anet 二 一 区 G 一 |)e-aaetdt 


如 图 3.8。 
即 E 4 (加 ~sinc28， sino2t~ 4(8) (3.2.22) 





2 当 |< 遍 本 
刀 ( -ozeotnitn| 二 多 一 工 2， (3.2.23) 
0， 巧 


它 才 示 一 系列 愈 来 傅 高 ， 愈 来 愈 窗 , 而 面积 保持 为 二 即 


ie 





”05 


三 六 Gui 


的 矩形 分 布 , 如 图 3.9(c) 。 当 ->co 时 , 它们 的 极限 函数 , 记 为 8()， 显 然 具有 下 列 “ 奇 异 ” 
的 性 质 


0， tz#0 
30 -| (3.2.24) 
| 5)di=1 (3.2 2) 


函数 8Gb) 叫做 脉冲 函数 或 8 函数 。 它 表示 位 于 原点 的 单位 集中 力 点 电荷 .点 源 以 及 单位 强 
度 的 无 穷 窗 脉冲 等 等 理想 化 的 物理 量 。 上 述 极限 过 程 可 以 写成 


limmrecot 叶 一 6( 朋 ， 一 co<t<oco (3.2.26) 


如 图 3.9(， 函数 809) 象征 性 地 表 为 -个 位 于 原点 的 箭头 ， 其 方向 及 长 度 才 示 其 积分 
什 十 寺 。 





有 防 冲 函数 的 得 取 作 用 : 
任 取 连 续 函 数 2( 轨 ,由 于 


| GarectnbeGDat-| mp(Od<eo(D| nt 一 0(0)， 9 一 >oo 
加 此 有 
| swGD)d=wCO) (3.2 .27) 


对 一 切 连续 函数 g( 妨 成 立 。 这 就 是 8 函数 的 得 取 作用 , 也 是 8 函数 的 最 基本 的 , 即 特征 的 性 
质 。8 函数 尽管 有 高 度 的 “奇异 性 ”， 但 是 由 于 式 (3.2.27)， 它 的 运算 却 是 极其 简单 的 , 甚至 
比 普通 的 函数 远 为 简单 。 
将 函数 8 ( 平 移 一 个 距离 得 函数 8(t 一 o)， 它 表示 集中 于 点 t 一 4 的 单位 脉冲 。 显然 
对 于 任意 连续 函数 9( 办 有 


有 -0 本 中 ee 当 汪 间 





| 3 一 四 9 人 u=| (bp 二 oO)Gt 一 0(G) (3.2.28) 
8 函数 的 谱 函 数 几 乎 “不 要 算 ” 就 可 以 得 到 


| 8G( 四 62ret0t 一 2 三 本 ， 一 co<8s<<co 


=0 








| 人 ( 二 C) CE-2ntstc1t ee B 一 2mtist 本 光 一 co 一 gs<co 
二 tt 一 0 
因此 
二 8 一， 8 一 0 全 6 《3.2.29) 
由 互 着 性 又 得 RE 由 
rs)，erow5(-o) (3.2.30) 
由 此 得 
| | oanetdi 一 8(9) (8.2.31) 
| oa 一 | 62nits -站 dt 一 人 (一 38) 82.32) 


这 就 是 三 角 函 数 在 无 穷 轴 一 co<+<co 上 的 正 交 性 。 如 同 正 交 关 系 (3.1.5) 在 傅 氏 级 数 里 
一 样 , 正 交 关系 (3.2.31) 在 傅 氏 积分 里 起 着 基本 的 作用 。 
通常 对 于 两 个 函数 9 定义 其 内 积 为 


| 产 9gG4 
在 傅 氏 变换 下 , 内 积 是 不 变 的 。 当 j 坟 ~ 下 (9) 9 的 ~Gs) 时 得 有 
| ex (有 9 人 u-| Frx(s)G(s)ds (8.2.33) 
取 j 9 则 成 为 巴 色 瓦 公式 
六 yobpa- 站 gm 6@32 罗 
公式 (3.2.383) 可 以 用 正 交 关 系 式 (3.2.32) 推 导 如 下 ; 
人 PosrGOa=f maenea*a eneeweas 
-| 严 国 本 9GGD)as| enet 


到 属 Frx (8) o| Ge)5(g 一 8)ds'- 国 Fr (syG(s)ds 


3.2.3 广义 微分 


”考虑 台阶 函数 
0 
的 -1 ij>0 
这 是 典型 的 间断 函数 , 在 间断 点 ! 一 0 处 有 路 值 


四 (区 -( 人 -区 -reo-rCo-iort 


在 好 0 处 y'(6) 0。 但是， 如 果 就 此 认为 了 (在 一 co<t<co 上 整体 的 导 函 数 为 0 则 是 


(3:2.35) 





4 纪 了 


错误 的 ， 因 为 导 函 数 是 表示 函数 的 变化 率 的 ， 而 工作 在 t=0 处 的 突变 没有 得 到 反映 。 事 
实 上 
了 (四 = 王 0， 寻 0 
(的 |-o=lim 元 | 卫 (0+ 羡 )- -了 (0- 羡 )] -lm 天 [7(+O9) 一 _7(-0)]=co 
此 外 , 作为 导 函 数 了 '( 力 应 与 原 函 数 工 ( 轨 有 下 列 积 分 关系 
放 7 外 必 = 了 (ce) ~ 了 (一 co) =1-0=1 


将 这 三 点 与 式 (3.2.23、3.2.24) 作 比 较 后 ， 就 有 一 切 理 由 认为 人 的 肝 画 数 了 人 坊 应 该 
是 9 函数 , 即 
矿 (人 一 SO) (8.2.36) 

这 样 才 正 确 地 反映 了 工 仿 的 间断 性 对 于 导 函 数 的 贡献 。 为 了 对 此 以 及 类 似 情 况 给 以 明确 
的 含义 , 需要 把 导数 的 概念 加 以 推广 。 

先 回 到 通常 的 情况 。 设 太 在 一 co<t<co 上 处 处 有 连续 的 导数 卫 ( 轧 。 任 取 芭 分 光 
滑 并 在 无 穷 远 处 连同 其 导数 衰减 得 充分 快 的 函数 g (办 一 一 以 后 将 统称 这 样 的 函数 为 恨 图 
数 。 根 据 分 部 积分 ， 


人 7OeGOu=rpl2 -| DOwGD 
由 于 加 在 二 ce 处 为 0, 因此 有 
人 ADeGOu- -| 7GOwrGDd (3.2.37) 


对 一 切 良 函数 2 均 成 立 。 我 们 将 在 这 个 基础 上 将 导数 的 概念 作 推广 。 
任意 函数 九 力 的 广义 导数 就 是 这 样 的 函数 一 一 记 作 三 (一 一 使 得 对 于 一 切 良 函 数 9 而 
言 式 (3.2.37) 都 成 立 。 当 j(G) 在 通常 意义 下 有 导数 , 这 样 定 义 的 广义 导数 是 与 之 一 致 的 ; 但 
当 在 通常 意义 下 没有 导数 或 者 有 如 式 (3.2.23) 那 样 的 奇异 性 时 ， 则 这 个 定义 有 新 的 扩容 。 例 
如 取 万 已 一 工 仿 ,于 是 ,对 任意 良 函 数 % 


一 人 了 GOwGOu--| wuU= -epCo)+9(OD)=| 5GDoGd 


这 就 肯定 了 式 (3.2.36)。 
设 j 坟 在 z 一 上 处 有 间断 , 具有 有 限 的 牙 值 
一 co<j (e+0) 一 Fe 一 0) <<co 


在 “xc 处 , 具有 通常 意义 的 导数 一 一 为 了 与 广义 导数 相 区 别 , 记 之 为 9 坟 , 试问 J( 攻 的 广义 
导数 户 (人 是 什么 ?为 此 , 任 取 良 函数 g( 力 ,考虑 到 /的 间 断 性 : 


-全 jg-= -| 和 有 人 和-[U 了 5+ 人 opt+[ 和 So 二 | ed 
-| opE+[7 网 红 

由 于 于 

[7 由 江 -JC+TOogC+O 一 CoO)g(-0) 

gC-0) -eg(C+O-9(OO=| 36 一 op 人 者 


ago 本 本 汪 3 和， 鹤 peng anypdytTaagrerrer er 
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因此 ,对 于 一 切 良 函 数 % 恒 有 
-| 7 ( 芒 W Du=| 留 从 十 [je+0) 一 Fe 一 0)]8( 一 中 jp( 人 (人才 
所 以 ;的 广义 导数 为 


三 坊 =9 坟 十 [Le+0) 一 Ge-0)]5G 一 ce) 《3.2.38) 
当 j 力 有 多 个 间断 点 巡 o， co cn 时 , 则 类 似 地 有 
一 9 + [fos+0) 一 fos 一 0)]50G 一 on (3.2.39) 


因此 , 当 函 数 有 间断 时 ， 它 的 广义 导数 是 通常 意义 下 的 导数 再 加 上 间断 妈 值 引起 的 脉冲 项 。 
这 就 正确 地 补足 了 间断 性 对 于 导数 的 贡献 , 而 且 导 数 的 这 种 推广 是 合理 的 。 注 意 式 (3.2.39) 
实质 上 是 分 部 积分 公式 。 如 果 式 中 的 沁 ( 轨 取 为 其 通常 意义 下 的 导数 ， 则 等 式 可 以 不 成 立 。 
因此 运用 广义 导数 无 非 就 是 使 分 部 积分 公式 得 以 正确 的 表达 。 
显然 (3.2.36) 就 是 (3.2.38)，(3.2.39) 的 特例 , 据 此 可 以 得 出 , 例如 
(Sign 加 ' 一 28 (1 (3.2.40》 


(reeib' 一 % 寺 于 ) 一 3(- 机 ) (3.2.4) 
当 函 数 /一 j 时 , 相应 地 广义 导数 必 有 妃 ->f。 这 是 因为 , 任意 取 良 函数 9 办， 当 轧 一 > 
时 必 有 四 _ 
| 记 0 让 md 


这 就 是 _ _ 
人 放 pat- | Pad 
即 户 一 六 。 
脉冲 函数 8 坊 也 有 广义 导数 8 ( 坟 ; 对 一 切 良 函 数 p 恒 有 
| 5wOa=-- 六 smOuw=-w(g) (3.2.42) 
由 于 8 人 可 以 表 为 


8 人) 一 limmrectnt 一 limm 《it) 《3.2.43) 


并 且 

(rectnt)' 一 3 人 ( 计 元 ) -5 t 一 立 -) 
4 = 驯 reet( 计 元 -reet(t- 部 衣 
因此 8 ( 妨 也 可 以 表 为 

的 -各 中 导 志 )-5( 人 去 
一 limo rect (二 也 ) -reet( 立 ) (3.2.44) 

见 图 3.10， 当 史 增 大 时 ， 两 臂 愈 窗 而 振 权 愈 大 , 趋 近 于 8 (办 。 
和 6 相似 ，6 9 也 是 集中 于 一 个 点 =0 的 广义 函数 ， 但 比 
ee 3 ( 力 有 尖锐 的 奇异 性 , 它 在 1 关 0 处 为 0 而 在 0 处 摆动 于 土 co 之 
间 。2 ( 妨 有 得 取 作 用 ， 即 取 "=0 处 的 导数 值 一 w(0)。 通 常 在 物理 上 6 ( 坟 代 表 位 于 zx 一 0 
处 的 单位 偶 极 子 或 单位 和 托 。 
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广义 导数 乌 斧 的 广义 导数 叫做 二 阶 广义 导数 ， 记 为 灵 芒 ，…; (wm 一 巧 阶 广义 导数 ， 
fo 一 堆 的 广义 导数 为 勾 阶 的 广义 导数 产 ”( 坊 ， 这 相当 于 


| 7eDeGu= -Do"| 7CDweGDd .2 妈 ) 


对 于 一 切 良 郴 数 多 成 立 。 
任 取 凤 >>0, 对 任意 函数 7(b 可 以 定义 中 心 差分 算 子 少 : 


水 大) -于 [7(t 全 ) 一 ft 六 )] (3.2.46) 
在 广义 导数 的 意义 下 恒 有 
lim 少 帮 坟 一 广汉 (3.2.47) 


这 是 因为 ， 对 于 任意 良 函 数 
厂 arorox- 让 pe 鸭 A 人 os 
-| 7 了 [elc- 六 ) 一 pz+ 子 )| 
当 太 0 时 , 开 | ec 一 二 ) 一 os 到 用 > 一 光 人 ,因此 
| lim 小 J 沁 为 9 坊 老 一 -| 的 1 (dt -| 瑚 (2 人 夸 


反复 运用 差分 算 子 小 得 高 阶 差分 算 子 : 
大 的 = 水 (4 的 )，… 人 
4 有 一 枚 (4 大 的 ) (3.2.49) 
显然 有 


发 7 一 水 (水 大 坟 ) =- 4 天 | 开 寺 部 )- 玫 寺 羡 ) 
(全 的 -多多 -全 多 9 全 多 


=- [7G+ 央 一 2 力 十 帮 t 十 刘 ] 


用 数学 归纳 法 不 难 证 明 
加 加 1 坟 和 放 尺 和 | 
4f 人 的 = 天 忆 (D 0 用 计 全 一 ) Cy TEST (3.2.50) 
并 且 有 
lim 作 太 一 三 ”( 贡 (3.2.51) 
右 端 为 轻 阶 广义 导数 。 
在 谐 波 分 析 中 王 数 及 其 导数 的 傅 氏 变换 有 极 简 单 的 关系 , 即 表 3.1 中 所 列 的 
站 四 一 丽 ， 产 四 性 2 人 各 不 (8) (3.2.52) 


应 该 指出 , 这 样 的 关系 只 是 在 广义 导数 的 意义 下 成 立 。 事 实 上 , 设 7(D) ~ 正 (@)， 即 
(8) -| 矿区 6 有 

由 分 部 积分 公式 (3.2.37) 一 一 它 仅 对 广义 导数 才 成 立 一 
| (De-anetdi 一 - | Fo Ce-aaag 二 二 2rize| (De-aaat 红 
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因 式 (3.2.52) 和 成 立 。 

我 们 知道 ， 如 果 7 坊 三 0， 则 gb 三 c= 一 常数 。 根据 式 (3.2.52) 这 就 等 价 于 ， 如果 
2 2G 43) 三 0, 则 G(s) 一 c6(s)。 

函数 了 (的 en 事实 上 ， 命 亚 ( 轨 一 不 (8)， 由 于 区) 
=3(， 得 28 人 8 柬 (9)=1， 因 此 ， 2zis| 了 (9) 一 了 二 |=0 从 而 FG) -一 0 人 9， 即 


5 十 c3(9)， 常数。 待定 。 人 四 ,对 此 作 傅 氏 变换 得 





E 9) 一 


6 -7G+ZC- 9) 一 -十 08(6) 十 可 _ ] +o3( 玖 一 2c5(g) 故 e 亏 而 


1 
2xrd( 一 8) 
六 的 一 -十 误 二 80s) (3.2.53) 


以 后 广义 导数 将 统称 为 导数 ， 并 采用 普通 的 记号 如 户 ，Fo) -太志 等 等 


表 3.2 常用 函数 的 伟 兵 变换 “图 解 字典 ” 
( 表 图 中 原 函数 列 于 左 ; 谱 函 数列 于 右 ; 实数 部 分 用 实 线 表 示 ; 虚数 部 分 用 虚线 表示 。) 


(1) 8 从 ~ 








(和 cosmt 记 5(e 一 二) 二 二 fs + 互 ) 


一 








〈 续 表 ) 





oa 二 ie- 二 or 





《6)》 e-m 纪 ez 





一 
二 0 】 一 I 0 工 





(7) 辐 二 ~ 二 


_、 人 小 


(8) 了 四 一 -十 于 3G9) 


1 
人 2 
0 








工 
《9) signt 一 








( 续 表 ) 





(10) et 


2 
II 十 《259)3 








V 工 一 32 





(12) 1 \ 1 一 83rects/2 








二 2718 
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$ 3.3 卷 积 与 伟 氏 变换 的 对 偶 性 质 
3.8.1 卷 积 的 定义 和 性 质 


对 于 两 个 函数 


定义 另 一 个 函数 ， 称 为 了 与 9 的 卷 积 ， 必 j 坊 绍 人才 或 (7 9) 《让 
成 博克 果 芭 | (CoDgG- gr， 一 co<t<oo (8.3.1) 


这 里 自然 默认 /与 9 在 无 穷 远 处 衰减 得 足够 快 ， 人 本 
图 3.1{1 是 卷 积 构 成 的 示意 图 。 其 中 (ce) ， 和 

(0) 表 示 户 9 的 图 形 。 (c) 表示 9(r) 的 反 向 

4%( 一 z)。 (9q) 表 示 9 反 向 再 平移 一 个 距离 %， 

即 9(- (rz--o))=g(o-z)，t=a 为 卷 积 的 计 全 

算 点 。(e) 表示 乘积 frz)9g(e 一 Y) 的 图 形 ， 阴 


影 部 分 表示 积分 | ”7(og(a 一 Der, 这 就 是 ， 


卷 积 在 =-x 处 的 值 , 才 为 (7 中 的 坚 直 线 的 
高 值 。 
一 个 重要 的 事实 是 : 在 傅 氏 变换 之 下 , 函 
数 的 卷 积 与 通常 意义 下 的 乘积 是 互 换 的 ， 这 
是 傅 氏 变换 的 一 种 重要 的 对 偶 性 质 。 
卷 积 定理 : 设 太 () ~ 万 (8)， ee 
则 背 “ 








sg 鸭 开 Gs)xG() 人 3. 3 ee 
这 是 很 容易 验证 的 , 例如 对 于 第 一 式 ， 


_ | oo 太 (7)9Ct 一 T)dr 








剖 全 F(z) eerdr| (一 Te-2red-o0 






-7G| g(z)e-ansedz 一 下 (9) .G(s) 


peecvpin | 一 上 一 一 


Feg) 的 = .70g(- or- 太 /te- va- 晤 ynrWws | 0 ， 


(全 2FGo0au- v)ar 


[中 困 的 -Co NG-9u- -人 人 5 ap Ca 


-| 人 JoyG-DM- sdsidmr 


es 
机 areairaiveaaieaainsie io 一 





1y4 
Cr 四) 四 =| (md-Der- fear on-r-oac 
一 | Fe dr| 9(s8 一 T)1t 一 8)qs 一 | 人 Foe 0(8 一 T)7N 人 一 8)dsdz 


一 ((Jxg)x) 人 
因此 卷 积 服从 
品 二 各 te (3.3.4) 
(jxg)x 友 -一 六 e (gx 有) (3.3.5) 


即 卷 积 因子 可 以 任意 改变 次 序 和 组 合 而 信和 不 变 。 :严格 说 来 ;结合 律 的 成 立 是 有 条 件 的 , 其 
条 件 为 三 个 函数 中 至 少 有 两 个 是 紧 资 的 , 或 者 三 个 函数 不 为 零 的 范围 都 从 同一 方向 (例如 都 
从 左 方 或 都 从 右 方 ) ee ee 人 见 第 一 章 
81.3。 


卷 积 运算 和 几 种 基本 运算 如 
平移 : 
To 人 =7G- 9 
差分 : . 
沙 J = 无 [AL 计 立 )-/ (二 4 - -oo-mooy 人 3.1) 
微分 : 下 
fg= 有 1 的 (3.3.8) 
之 间 则 有 下 列 “ 配 给 ”关系 人 
To(jJxg) 一 Tojfrg=yfrTg (8.3.9) 
4(jxg) 一 水 fxg 一 F*4g (3.3.10) 
(jeg) "一 Psg 一 eg (3.3.1) 
这 些 都 可 以 从 定义 (8 3. 切 出 发 , 送 过 初等 的 演算 加 以 验证 。 由 此 进一步 又 有 
Toro(jfrg) 一 Tofx7Tag R 人 《3.3.12) 
ia(feg) 一 舱 F4g .3.13) 
了 二 (frg)G+0 一 oOx02) | 志 (3.3.14) 
对 于 尺度 变换 人 四 
。 S。f (办 三 Fo 人 ，aX0 (3.3.15) 
则 不 难 验证 
、 .Se(jfag) 一 |al (Safesgcg) (3.3.16) 
特别 当 z= -工时 8_1 就 是 反 向 变换 赐 UL 
S_ifG) -一 .3.17) 
8S_:(fxg) 一 S_ifxS_31g .18) 


注意 ， 当 -为 偶 本 数 时 ,SF 一 方 当 上 为 笨 函 数 时 ,8_i = 一 六 于 是 可 知 两 个 但 函 数 或 两 
个 奇 函数 的 卷 积 是 偶 示 数 , 奇 函 数 与 偶 函 数 的 卷 积 则 是 奇 画 数 。 
此 外 , 着 积 户 g 在 (一 由 ,co) 上 的 积分 借 等 于 广 当 小 的 积分 值 的 乘积 ; 即 ” 


| (FFCDDsg G)at=| (Gd | 9) (3.3.19) 





信人 二 
这 是 因为 
| | 7 (9g(oDdr=-| 9 oz| fd-aeat-| 名 or| GD 二 
我 们 将 通过 一 些 例子 来 说 明 卷 积 的 作用 。 本 


首先 取 人 台阶 函数 
0 4<0 
7 的 -~ of (3.3.20) 
作为 卷 积 因子 ， 
天 便于 后 = | 朵 f(DOFd-nar-| 汪 (3.3.21) 


因此 , 用 台阶 函数 了 卷 条 了 相当 于 作 了 的 不 定 积分 ,起 着 积分 算 子 的 作用 , 从 而 把 /的 光滑 
度 提 高 一 阶 , 并 且 有 


(的 sj] 一 7 (3.3.22) 
如 有 果 更 取 jJ 了 = 了, 则 有 
罗 0, 41<0 
7 了 GO 的 一 | 7(z)dr= ;| | (3.3.23) 
-= | ti>0 
[了 (为 * 也 人] = 了 人 (3.3.24) 
取 乍 形 函 数 
0，| 奸 > 羡 
rctt| 《3.3.25) 
工 1 << 豆 
作为 瓷 积 因子 则 有 四 
rectx 广 () -|- jz)reet (一 人 gr= | 款 (pear ， (3.3.26) 
二 1 


这 相当 于 对 作 积 分 中 值 函 数 , 用 了 在 区 间 [ t+ 一 喜 , t 十 去] 上 的 积分 平均 值 以 代 7(8)， 并 且 
也 起 平滑 化 的 作用 , 提高 一 阶 光 滑 记 。 例 如 取 7() 一 rect 忆 则 通过 初等 演算 可 得 


0， 枚 一 1 
4 I++1 一 1 和 ti0 
reottereott 3 rootrdr 1_i 0<t<l (3.3.27) 
0 扩 1 
这 就 是 三 角形 郴 数 (83 .2)， 

0， | 寺 革 
0 -| 3.3.28 
( IT 一 |[ 寺 ，| 引 和 I ) 


这 是 连续 函数 ,一 阶 导 数 在 -0， 士 1 有 间断 。 
取 三 角形 函数 4 (为 卷 积 因子 时 ， 


di 呈 
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4( 罗 kxF( -| 7 (D4(-nar-| 7 作 二 人 (8.3.29) 


相当 于 用 了 在 区 间 [L 一 二 寻 己 的 加 权 积 分 平均 值 以 代 让 ,所 加 的 权 作 三 角形 分 布 。 上 面 
用 间断 函数 了 或 rect 作 卷 乘 时 提高 一 阶 光 滑 度 。 这 里 4 是 连续 函数 ， 人 
rect 卷 科 两 次 , 故 光 滑 度 提 高 两 阶 。 

一般 说 来 ,用 通常 的 函数 9 卷 乘 于 了 时 总 是 起 平滑 化 的 作用 ， 即 积分 的 作用 。9 的 光滑 
度 愈 高 , 则 9g*j 相对 于 /光滑 度 提 高 愈 多 。 

反之 当 取 9 为 奇异 函数 以 作 卷 积 , 则 情况 不 同 。 例 如 取 为 脉冲 函数 8 或 其 导数 8, 则 有 


5xf=| 5)7G-mDdr=7G 


jy = 攻 ， 四 于 fjGd-nDar-| 37 (一 Tidr 一 疡 全 
有 
sf= 六 Sef= 户 ，5omxf= fo (8.3.30) 
因此 , 用 5 函数 卷 乘 任意 了 时 使 了 不 变 ， 而 用 8 卷 乘 则 相当 于 作 微 分 。 一 般 说 来 ， 用 一 个 奇 
异 程 高 于 0 ( 思 的 函数 9 (四 作 卷 乘 时 起 着 降低 光滑 度 的 作用 ， 即 微 分 的 作用 ， 其 程度 随 9 ( 旭 
的 奇异 度 的 提高 而 愈 甚 。 


3.3.2 样 条 函数 及 其 傅 兵 变换 


分 段 多 项 式 包括 样 条 函数 在 函数 掺 值 和 曲线 拟 合 中 是 一 项 重要 的 工具 ( 见 第 一 章 )。 这 
里 将 讨论 一 些 基本 样 条 的 差分 表达 式 和 卷 积 表达 式 , 以 及 它们 的 谱 函 数 。 
。 当 函数 能 表 成 分 航次 数 <<m 的 多 项 式 ， 并 在 分 段 点 即 节点 上 直至 m 一 工 阶 导 数 为 连续 
时 ,叫做 m 次 样 条 。0 次 样 条 就 是 分 段 常数 。 

函数 了 及 了 * 分 别 是 0 次 及 一 次 样 条 , 它们 的 支 集 都 是 [0，co)， 是 无 限 的 但 从 左 广 
为 有 界 。 函 数 rect, 4 一 rectereet 也 分 别 是 0 次 及 一 次 样 条 , 它们 的 支 集 | 一 喜 , 互 ] [一 也 
是 有 限 的 。 可 以 把 这 两 类 样 条 推广 到 高 次 。 

显然, 可 以 取 “ 截 断 宕 ” 
-人 ti<0 
+ tr>0 
这 是 分 两 疏 的 次 多 项 式 ， 分 段 点 是 + 0， 了 及 了 *F 就 是 几 =0 及 工 的 特例 。 为 了 以 后 
的 方便 , 引进 一 个 非 本 质 的 常 因子 ， 对 于 了 -1 2 3, … 全 


(3.3.31) 


0, ;t<:0 
0 -| -2 CE 二 (3.3.32) 
这 是 以 三 0 为 节点 的 分 段 2- 工 次 多 项 式 。 为 了 方便 , 约定 
人 办 =8O) 和 (3.3.33) 
并 且 有 
了 人 人 一 王公 (3.3.34) 
:( 力 一 六 (办 * 歼 (人 坟 (3.3.35) 
显然 可 见 


矶 人 .3.36) 


一 -一 
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由 此 递 推出 


7 包 信 = 区 ，0<gy<2 (3.3.37) 
gb) 了:(b) = 了 的 ,7 人 = 了 o 的 一 8 (3.3.38) 


F, 直至 0 一 2 阶 导数 为 连续 , p 一 工 阶 导数 在 t 一 0 处 有 间断 ,- 因 此 了 是 2 一 工 次 样 条 。 另 一 
方面 
P: ( 鸭 *7， (9 一 世 (* 了 :人 


0, 14<0 
加 re-| 1 史 1 要 
|， CD 
因此 
了 了) 一 了 1* 了 了 1 一 了 #*] 7 1 (3.3.39) 
由 此 递 推 得 到 样 条 了 的 卷 积 表达 式 
了 了 一 了 xx wx 一 下 xxx (〈( 0 个 ) (3.3.40) 
(3.3.41) 


样 条 了 了 , 不 是 紧凑 函数 , 它 不 为 零 的 范围 (0，co), 是 无 界 的 。 但 是 , 对 于 了, 作 差 分 可 以 
得 到 紧凑 的 样 条 , 后 者 由 于 其 稳定 性 , 在 计算 实践 中 特别 重要 ( 见 第 一 章 1.3.5 节 )。 为 此 目 
4f (=47 的 = 用 计 可 ) 一 At 一 亏 ) 
4 人 一 IT 一 27 人 十 FG 一 芝 ) (3.3.42) 
4HG -站 (DOE 太 寺 各- 天 GE 


据 此 ， 对 于 2 一 1,， 2，3, …， 命 ( 见 第 一 章 1.5.1 节 ) 
M，( 坟 一 沾 Fo) 一 


At 芭 -1 (3.3.43) 





工 
(2= 蕊 | 
为 了 方便 , 约定 

MoGt) 一 6 (3.3.44) 
由 于 了 ?为 史 一 上 次 样 条 , 在 一 0 处 2 一 工 阶 导数 间断 。 对， 是 由 了 平移 迭 加 而 得 ， 因 此 也 
是 2 一 革 次 样 条 。 但 以 


t 一 一 吉 十 及 态 一 0 1 了 


即 


人 2 
4 一 一 全 ， 一 和 二 1 人 一 (3.3.45) 


为 节点 ,在 这 些 点 2 一 工 阶 导数 间断 。 应 该 注意 的 是 , 当 2 为 偶数 时 节点 为 整 点 , 当 2 为 奇数 
时 则 为 半点 。 


不 难 算出 , 例如 
0， 1 一 一 元 
MG -47:O= 稀 的 -( 计 到 ) -( 一 豆 ) - 1， -去 <t< 3 (3.3.46) 
0 2 工 
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0， 1 忆 一 荆 
1] 十 志 一 1L<ti 一 0 
ja 罗 一 人 了 3。 扩 一 (十 贡 :一 2 十 (一 二 :一 1 (3.3.47) 
0， 夺 > 工 
因此 
上 11 (有 一 rectt (3.3.48) 
Ma 人 (有 一作 (办 一 rect#reott 一 Ma 人 xa41(t (3.3.3 和 9) 


更 一 般 些 ， 由 于 (3.3.39)，(3.3.40)，(3.3.41) 以 及 差分 算 子 对 于 卷 积 的 “配给 ”关系 
(8.3.13) 


， NMf= dy,= 四 (FF， = Fixdp-I7 一 Ms ， 


打 1 一 Mar 1 一 recttxaMf (3.3.50) 
由 此 递 推 , 得 到 样 条 4 的 卷 积 表达 式 ， 
和 一 Max 一 TecttxsTectx…*#Teot 才 《〈《 力 个 ) (3.3.51) 
41 一 xs (3.3.52) 
注意 ,上述 二 式 与 式 (3.3. , G@ 3. 4) 完全 相似 。 
至 于 微分 ， 加 
0 rectt 一 8(t+ 序 ) 一 8 -去 ) 一 人 =.4MO (3.3.53) 


注意 到 对 于 任意 函数 沪 b)， 有 
人 
于 是 , 根据 (3.3.50)，(3.3.11) 得 
二 


My 一 Mesa 一 | 8 人 (+ 总 )-3(: -去 )] sa- -4M 


色 


即 
M'=4M ，， (3.3.54) 


由 此 递 推 
MgO 下 Mb0<9<p (3.3. 厅 ) 
MY AD 人 (有 一 人 -Mi 人 = 下 -treott 四 的 一 人 Mo 下 5 人 (3.3.56) 
类 似 于 公式 (8.3.36~3.3.38)。 
根据 (3.3.26), 公式 (3.83. ee 


afv( 芒 一 -人 Li(z)dr，D 一 2，3，4，… (3.3.57) 


从 Mi:=rect，Ms= 4 的 性 状 出 发 ， 人 1， 的 性 状 ， 
(GD 由 于 Ma ( 纹 是 偶 函 数 ， 因 此 它 的 逐次 卷 积 Ms，Ma… 也 都 是 偶 函 数 
ah ( 攻 一 到 (一 坟 (3.3. 人 


〈2) 由 于 Ma 人 在 | 引 > 于 上 便 为 0 每 积分 一 次 ， 耳 数 恒 为 0 的 苑 围 向 左右 方 各 退 可 


因此 M， 是 紧 次 的; 
My， (四 三 0， | 计 > 全 (3.3.59) 
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《3) 由 于 在 |<< 亏 页 上 -全 > 人 每 积分 一 次 ， 0 于 , 因此 


Ms >0， 国 < 用 .3.60) 


因 hr 一 xeot 的 图 末 是 平 机 机 的 ， hn- 4 0 为 只 一 的 李 大 上 这 个 性 质 在 逐次 积 
分 都 被 保持 , 即 
Ms(O)> ap; 的， 好 0，p=2 3 .3.6) 
加 了 在 在 (一 oo， co) 上 积分 值 为 1 逐次 以 有 人 可 后 了 人- 3， 区 积分 信 不 变 
即 ， 
人 1 人) 古 - 和 人 
样 条 Mi We 3.57) 外 , 还 有 代数 递 推 公交 


人 ap 鸭 =~ [人 (t+ 人 -0 Ga 的 
0 人 


4[7(09G9]- 547 人 的 ]g 人 t+ 到) 区 -ao (3.3.63) 
只 需 把 两 端 展开 比较 就 得 验证 。 取 .让 () <- 纪 直 二 关 世 1 得 到 站 
4[ 妇 的 ] =g 人 十 亏 ) (t+ 豆 )4 的， (3.3.6) 


， 
二 


4 


十 一 


再 将 4 作用 于 两 端 , 又 由 于 .4(: 一 寺 )= 了 由 乘积 公式 又 得 

企 1i0 (] -4g(t 误 ) 十 40 人 
依次 类 推 ,得 到 四 

4[t( 的 一 34g( 二 +(t an 人 

pltz 人 -pdag(t 吉 +( 列 hr， .8 的 
将 此 运用 于 本 二 
| 本 BF] 
便 有 


-ipatr- 《 :He 一 全) 
Eee 
这 就是 (3。 3.62) 。 

当 了 很 高 时 ， 用 差分 公式 (3.3. 43) 计 算 2 是 不 稳定 的 ( 见 第 一 章 3. 务 ， 但 用 递 推 公 


式 (3.3.62) 来 计算 则 相对 地 稳定 。 这 是 同 为 , 在 的 非 零 范围 , 即 -部 <# < 六 内 恒 有 


汪 
41M1，， 0 
On- 


1 
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1 frp ， pp AN 了 
且 + 纺 0 2 0 人 全 才 = 二 5 
因此 , 如 果 对 于 ha (1 ee 01， 则 对 六 Mi，( 轨 的 最 大 绝对 误差 8， 必 满 中 


5 瑟 [| 肥 + 引 +| 且 - 才 2:= 








二 
了 2 一 1 
人 人 0 
因此 3， 不 作 亚 性 增长 。 递 蕉 过 程 基本 稳定 。 罗 上 上 面 所 说 的 必 ， 的 若干 基本 性 质 也 可 以 
从 这 个 递 推 公式 导出 。 

从 几何 上 看 ， Ms 是 单 峰 式 的 对 称 山 丘 形 数 。 当 玉 增 大 时 ， 光滑 度 逐 步 提高 ， 基底 
逐步 加 宽 ， 面 积 保持 为 1。 Mi;、 Mf。、 Ms、M， 的 曲线 见 第 一 章 图 1.32。 下 面 给 出 它们 的 分 
段 表 达 式 。 除 了 通常 的 每 次 表达 外 , 还 给 出 用 三 角形 函数 人 比较 
紧 姿 些 。 为 了 简化 , 采用 记号 








N 一 Ni 人 的 一 4( 一 人 ，5 一 0, 士 1 十 2 (3.3.66) 
这 就 是 以 整数 盖 0, 士 1, 士 2 ， 0 
了 i=0,， 士 1 土 2，… (3.3.67) 
这 就 是 以 半 整 数 # 一 土地 ， 土 瑟 ， 土 羡 ，… 为 节点 的 分 殿 线 性 插值 基 画 数 。 
0 8 3 
Ca 0，t< 一 
二 下 让 二 
Ma 的 一 ( 豆 ) 《 二 ) 二 可 << 训 一 rectt (G8.3.67) 
人 
0 . 克 -1 
辐 1+ 加 一 1<t<0 
Ma 一 (二 和 + 一 2( 区 + 十 (二 + 一 1 0<i&1 一 二 (办 一 x (3.3.68) 
0， 1<; 
8 罗 1 2 TAN\2 3 、\2 
Ms(D) -下 (t+ 号) -3( 计 起 ) ss 
3 
f 0， we 
3 ws 
Ge 
工 6 gp 工区 二 [ja 了 要 人 二 和 
可 必 荆 =28 <i< [佐证 多 33 二 让 6 509) 
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Ms) = 于 [G 二 23 一 4 二 36 人 (4 一 24 一切? 十 公 一 约 习 





0， is 一 2 
(2 十 四 3， JR<IR<1 
(2 十 办 3 一 4(1 十 办 3， 一 1<ti<0 


(2 一 态 3， TI<i<2 
0 2<:; 


3 


人 0 二 1<1 


一 于 [M&i 十 6)22)o 十 12X 78 十 4 和 十 12)8ha 十 6XoX 十 ) 习 (3.3.70) 


样 条 函数 ys(b) 在 谱 波 分 析 中 有 典型 的 意义 。 已 知 M; 的 谱 函 数 


TH) =-reett~sines=- 卫 下 (3.3.71) 


于 是 根据 W，* 的 卷 积 表达 式 以 及 卷 积 与 乘积 的 互 换 定 理 可 知 

Mr 人 一 inogr=( -mm) (3.3.72) 
随 着 了 2 的 增 大 ，Js 的 光滑 度 增高 而 其 谱 函 数 在 |s| 一 ce 处 的 衰减 率 也 增高 。 更 确切 地 说 ， 
Wr 为 2 一 工 次 样 条 , 它 的 2 一 2 阶 导 数 连续 , 2 一 上 阶 导数 有 跳 妈 性 间断 , 即 有 如 人 台阶 函数 状 ， 
D 阶 导 数 有 脉冲 式 的 奇异 性 ， 即 有 如 9 函数 ， 而 相应 的 谱 函 数 有 (s) 在 无 穷 远 处 按 * 的 了 次 
蛙 误 减 , 即 万 (9) 0(|s|-，| 引 ->co。 这 一 事实 可 以 推广 到 一 般 , 即 在 传 氏 变换 下 , 光滑 度 
与 长 减 率 是 互 换 的 。 样 条 ls 具体 地 反映 了 这 一 规律 性 。 


3.3.3 ” 卷 积 的 物理 意义 
通 癌 的 物理 器 件 , 例如 滤波 器 、 光 学 仪器 等 等 , 所 实现 的 功能 都 可 以 示意 地 表示 为 


箱 入 7GD)~ -输出 jb) 


答 出 取决 于 输入 以 及 器 件 自 身 的 功能 特征 。 在 许多 场合 下 , 器 件 具 有 下 列 性 质 
(一 ) 线 性 ， 如 果 户 ( 信 ， 户 信友 全 ja 人 
则 Cl 矿 1 ( 力 十 as 3 (四 ~> 0 ( 妈 十 asjs(t) 
(二 ) 平 移 不 变性 ， 如 果 7 到 G， 则 了 4 一 可 -7 一 本。 这 时 ， 设 输入 为 SG ,输出 
为 g(， 则 g (办 叫做 器 件 的 脉冲 响应 函数 。 由 性 质 (二 ) 可知 , 当 输入 为 8G6 一 可 时， 输出 为 
g( 一 翅 。 根 据 式 (3.2.28), 任意 输入 (可 以 表 为 5(t 一 人 的 线性 迁 加 
太 () -| F(r)8( 一 rz)dr， 一 co<t<<oo 
故 由 性 质 ( 一 ) 可 知 , 相应 的 输出 就 是 
29= | ood-aar=7GxoG (8.8.73) 
“ 即 输出 函数 表 为 输入 函数 与 器 件 的 特征 函数 ( 即 脉冲 响应 函数 ) 的 卷 积 。 
在 时 间 序列 分 析 中 , 对 于 函数 让), 一 co<t<oo 定义 其 自 相关 示 数 
人 动 -| 产 (mt 二 二 dr (3.3.74) 
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已 刻画 了 序列 太志 的 日 身 的 统计 相关 性 。 很 容易 看 出 , 它 就 是 F 坟 与 产 (一 力 的 卷 积 , 即 


一 让 (xf( 一 让 (3.3.75) 
设 ja~ 人 (s), 从 卷 积 与 乘积 的 互 换 性 就 得 到 
Ja (四 一 | 王 (s)| (3.3.76) 


这 瓯 是 所 谓 维 纳 - 辛 钦 4(Wiener-XrnrqaH) 定理 。| 五 (8) 称 为 函数 /了 为 的 功率 谱 , 它 在 许多 
科学 技术 领域 里 有 应 用 。 


3.3.4 傅 氏 变换 的 对 偶 关系 
在 傅 氏 变换 下 , 原 函数 与 谱 函 数 之 间 有 许多 互 换 关系 , 即 对 偶 关 系 。 回 顾 基本 性 质 简 表 
( 表 8. 七 就 可 看 到 ， 几 乎 其 中 每 一 项 表示 一 种 对 偶 关 系 。 掌握 这 种 对 偶 关 系 对 于 运用 谐 波 
分 析 的 工具 来 解 实际 问题 是 有 益 的 。 特 别 重要 的 有 光滑 度 与 增 训 率 之 间 的 互 换 以 及 “ 宗 ” 与 
“ 宽 " 之 间 的 互 换 , 下 面 对 此 稍 加 说 明 ; 
依次 考虑 
Sin 7r8 Sinyrs \” 
的 ~1， rectt -2 中，4 人 的 一 (2 至 ) 
3 函数 具有 点 脉冲 式 的 奇异 性 ， 的 请 本 区 = rectt 为 台阶 状 间断 函数 ， 导 数 rect'; 
一 引 ( 计 喜 ) 一 5( 一 豆 ) 为 点 脉冲 式 ， 因 此 光滑 度 提高 一 阶 ， 而 谱 函数 在 无 穷 处 量 级 为 
O(|s|-), 按 一 次 需 误 减 。4 信 本 身 是 连续 函数 ,一 阶 导数 (的 一 rect( + 十 言 ) rect 人 (一 二 
有 台阶 状 间断 ， 二 阶 导数 4"(6) =-5Gt 上 ID) 一 28(9) 十 8G 一 了 为 点 脉冲 式 ,光滑 度 又 高 一 阶 ， 
而 谱 函数 在 无 穷 处 衰减 加 快 一 阶 , 量 级 为 O(lsl 9。 
一 般 地 , 对 于 山 丘 形 样 条 M (P 一 0, 二 2 时 就 是 8， rect, 作 有 


wo0~ 人 ss 
Wo (办 一 8 全 = 5 DY 一 月 


【( 盏 辐 了 -odsl 有，lal->o 





二 1 和 上 请 西数 在 天 外流 次 各 这 样 的 交 清 度 进 对 应 于 
谱 函 数 误 减 率 加 快 。 

从 另 一 方向 也 可 以 考虑 

~ 8 四 2ris，…，So)(2zis)? 

光滑 度 递 降 而 谱 函数 在 无 穷 处 的 增长 率 递 升 , 这 里 8(G 是 8e) 人 (的 到 次 积分 ,由 微分 与 积分 
的 互 逆 , 也 不 妨 认为 8 坟 是 58 的 (-D) 阶 微分 。 

以 上 的 特例 反映 了 一 个 普遍 的 性 质 , 即 函 数 的 光滑 度 与 增 训 率 之 间 存 在 着 对 偶 的 关系 。 
当 函 数 了 开始 在 2 阶 导 数 出 现 点 脉冲 式 的 奇异 性 时 ， 对 应 于 谱 函 数 下 在 无 穷 处 有 瓦 (s) = 
OOCs| -2)。 这 样 ， 根据 原 函数 的 光滑 度 [ 增 衰 率 ] 可 以 对 谱 函 数 的 增 衰 率 [光滑 度 ] 作 出 估计 ， 
在 实践 上 很 有 用 处 。 

函数 的 光滑 性 , 即 可 微分 性 是 函数 逐 点 的 性 质 , 是 一 种 局 部 的 性 质 , 而 丽 数 的 增 训 率 , 即 
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无 穷 处 的 渐 近 行为 , 则 是 一 种 大 范围 的 、 整 体 的 人 性质。 因此 上 述 互 换 关 系 可 以 看 为 在 傅 氏 变 
换 下 的 一 种 局 部 性 质 与 整体 性 质 之 间 的 对 偶 关系 。 

至 于 所 谓 宽 与 窄 的 对 偶 关 系 ， 在 自然 界 的 种 种 波动 现象 中 都 会 遇 到 。 例 如 ， 在 声学 令 
域 ,音响 的 持续 时 间 愈 短促 , 则 音调 成 分 愈 杂 , 即 频谱 愈 宽 ; 反之 ,音调 最 纯 的 单 音 在 时 间 上 
就 是 无 限 重 复 的 简 谐振 动 。 在 电子 技术 里 , 脉冲 的 宽度 愈 窄 则 频带 愈 宽 。 对 于 光 的 衍射 , 当 
照明 孔径 愈 窄 时 , 衍射 成 象 愈 宽 。 在 量子 力学 里 , 对 于 粒子 的 位 置 与 速度 的 测量 精度 是 互相 
矛盾 的 , 一 个 提高 了 , 另 一 个 必 降 低 , 即 所 谓 测 不 准 原理 。 所 有 这 些 在 谐 波 分 析 中 反映 为 宽 
罕 对 偶 关 系 , 原 函数 愈 窗 ( 即 愈 集 中 ”) , 则 谱 函 数 愈 宽 ( 即 愈 “分 散 ”)。 

表 3.1 中 第 5 项 举 出 了 傅 氏 变换 下 的 尺度 伸缩 原理 ; 设 (人 ~F(s)， 人 


舍 克 各 )。 当 4> 工 时 , 7(D-7(o 是 把 了 (的 图 形 横向 压缩 , 而 卫 ( 人 -> 世 [ 瑟 二) 网 


la 

是 把 环 (s) 的 图 形 横向 拉 伸 , 伴 以 纵向 压缩 而 面积 不 变 。 ME 即 
在 傅 氏 变换 下 “宽度 ” 朝 相反 方向 转化 。 

至 于 原 函 数 与 自己 的 谱 函 数 的 宽窄 对 比 , 则 仍 可 以 从 最 简单 的 例子 
(四 一 rectt 一 Sincs 

看 出 。8 函数 是 集中 在 一 个 点 的 函数 , 是 最 窗 、 最 集中 的 函数 , 而 它 的 谱 函 数 工 则 可 以 说 是 最 
宽 最 分 散 的 函数 。recott 是 矩形 ， 宽 度 为 1。 它 的 谱 函 数 sines 是 波纹 状 有 中 峰 的 函数 。 虽 然 
直接 地 无 所 谓 宽 度 , 但 可 以 适当 地 赋 以 等 效 的 宽度 ， 例 如 定义 为 其 面积 与 峰 点 的 高 度 之 比 。 
由 二 sines 的 面积 为 |， ee 人 1。 作 尺度 变换 ，rect 一 rectct 


4a>:]), 宽度 缩 至 二 , 而 相应 地 谱 函 数 sinc 2 二 sinc 元 一 ， 后 者 面积 仍 为 工 而 峰 点 高 
度 为 病 二 克 记 这 天 交 0 人 全 机 于 


上 面 只 是 对 特定 的 函数 规定 了 宽度 的 概念 ,还 太 局 限 , 也 不 尽 合理 。 可 以 在 更 广 的 范围 
引进 比较 合理 的 宽度 概念 , 并 使 得 宽 罕 对 偶 性 从 数量 上 表达 出 来 。 为 此 , 可 以 仿照 力学 上 定 
重心 和 和 矩 量 的 方法 先 按 下 式 定义 函数 的 “重心 ” 坟 


引 | 172dt=| (3.3.77) 
再 对 重心 所 尹 求 矩 量 而 定义 宽度 洲 如 下 
00 中 Pd GD2E 8.8.78) 
这 样 的 宽度 恒 正 ， 并 有 也 移 不 变性 和 比例 压缩 性 ， 即 
41/>0 


4 Tab 一 六 4 一 0) 
4 一 [如 8 Soj (人 一 ob) 
-符合 于 直观 上 的 宽度 概念 。 相 应 地 , 对 于 方才 的 谱 函 数 三 (8) 也 有 重心 ， 37 和 宽度 4 
| _1Plaas=| aas (3.8.79) 
(4p 中 - Pas 一 | (s 一 sp) 引 万 |ads (8.3.80) 
本 以 建立 一 个 具有 普遍 意义 的 不 等 式 


一 了 一 一 人 人 
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让 的 王 互 (9)， 全 PPd 人 | Pbpa>( 元 ) | Pet ba (8.3.81) 
并 在 这 个 基础 上 得 到 关于 宽窄 对 偶 性 的 不 等 式 


4.4> 元 (8.3.82) 


量子 力学 中 的 测 不 准 原理 就 是 表 为 这 种 数学 形式 ,事实 上 它 在 谱 波 分 析 中 是 普遍 成 立 的 。 
$ 3.4 离散 伪 氏 变换 及 其 快速 算法 
3.4.1 离散 傅 氏 变换 
在 有 限 多 个 等 距离 散 数据 的 基础 上 进行 谱 波 分 析 的 工具 是 有 限 传 氏 级 数 或 称 离散 传 氏 


变换 , 这 就 是 
正 变换 加 JU 
Di 习 w7- 0 了 (3.4.1) 
闭 变 换 
一 元 忆 De 六 j=-0 了 -1 (3.4.9) 
它 表 示 了 向 量 (w， 妇 ,Wi 与 (7o， Di，… UVx-n 之 间 的 线性 互 道 关系。 这 里 采用 了 记号 
夏 = 栈 y=eanwx (3.4.3) 


它 是 工 的 一 个 W 次 原 根 , 即 
环 > 一 1 并且 死 !=1， 当 且 仅 当 9 和 二 0(CmodNW)G (3.4.4) 
这 个 简单 性 质 是 离散 传 氏 变换 的 基本 点 。 由 于 
0 一 1 一 酌 亚 = 圭一 本 人 (十 本 ?十 酌 芋 十 十 全 GD)， 
因此 有 正 交 关 系 
ee A 人 ,85E=E0(modW) 
人 1 1 去 0(mod N) 
据 此 可 以 导出 (3.4. 了 与 (3.4. 分 的 等 价 性 。 事 实 上 , 设 (3.4.2) 成 立 , 把 它 两 端 各 乘 以 本 -地 ， 
并 对 Jj=0, 1 ,六 一 1 求 和 ,利用 (3.4.5)， 
号 ua- 元 忆 互 m Fa- 起 .NU 一 DT 
即 (8.4. 切 成 立 。 也 就 是 说 (3.4.1) 与 (8.4.2) 是 互 着 的 公式 。 
公式 (3.4.1)，(3.4.2) 不 仅 对 于 帮 9 一 0, 1 …， 六 一 上 有 意义 ,而 且 对 瑟 了 为 一 切 整 
数 也 有 意义 ,为 此 只 需 理解 
= 当 生 ) (modN) 
Us=Dw 当 N= 有 (nodN) 


(3.4.5) 


(3.4.6) 


两 个 周期 为 Y 的 无 穷 序列 
内，VUr，7 8 一 0， 土 ，… 

事实 上 都 只 有 六 个 自由 度 ， 即 由 任意 不 个 相连 分 量 (os 950) (Do Te …， 
Tusx-), 用 周期 性 延 拓 可 以 分 别 决定 全 序列 {，{D 时 ,利用 式 (3.4.6) 、(3.4. 多 不 难 验证 
互 递 关 系 (3.4.1 了 、(3.4.2) 等 价 于 下 列 互 道 关系 : 


G 和 =7YCmodN) 的 意思 是 7 一? 为 W 的 整数 倍 ,因此 j=0(mod N) 的 意思 是 ?为 太 的 整数 倍 。 
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2 十 一 


一 之 帮 下 一 9， 9 十 上 和，2 十 六 一 于 (3.4.7， 


了 =p 


了 工 必 T 一 寺 ， 
地 他 世 刺 玫 9 一 2 0 十 1 ,2 十 太一 工 (3.4.8) 


这 是 罗 > ， 在 实践 中 的 问题 通常 提成 这 样 的 一 般 形式 ， 而 在 实际 
计算 时 则 利用 周期 性 归 化 为 (wuo, za，…， tw-0)，(Uo， Ui， …，Uxw-i) ,并 按 标准 形式 (3.4.1) 
或 (3.4.2) 执 行 。 

因此 所 渭 离 散 变 换 也 可 以 指 (3.4.7) 及 (3.4.8)， 而 风 ， Du 六 8=0, 士 六 … 恒 理解 成 
周期 为 W 的 无 穷 序列 。 站 

设 {u} 为 实数 列 ， 即 赋 ， 则 其 变换 {D4 为 苍 DTw_x=DTX， 由 于 周期 性 (3.4.9) 这 
也 等 价 于 U_z=D。 事实 上 

LUy- 7 一 2 取信 一 一 8)。 忆 ww 一 习 放 1 x 一 困 


类 似 地 , 可 以 证 明 : 当 {o 术 为 实数 并 且 对 称 wy- 和 二 内 (等 价 于 -二 罗 ) 时 , {7 对 也 是 实数 并 且 
对 称 ; 当 {u} 是 实数 并 且 反 对 称 w-; 生 一 好 (等 价 于 .和 = 一 切 时 ， 则 {D} 是 纯 虚 数 、 反 对 
称 。 归 纳 起 来 ,上 述 结 论 可 以 表 为 


TD， (3.4.9) 
=Vy 三 欠 V 一 ， ~ 三 LU 三 Up 本 (3.4.10) 


内 三 三 一 yy 八 1 三 一 三 Se (8.4.11) 
离散 传 氏 变换 (3.4.1) 、(3.4.2) 可 以 写成 人 
全 全 cos (2 证 /有 17) -名 sin (2 让/ 有) 
ww 一 元 马 Usceos(2xj1/ 和 7) 十 二 sin (2x 庆 1/ 太 ) 
不 妨 定 义 离 散 的 余 站 及 正 嘴 变换 为 
Co | 


-1 (3.4.12) 
1 …， 上 内 一 工 
于 是 
1 一 人 一 2，8 一 0 太一 工 
w 斑 历 +5 亏 一 元 ( 呆 上 + 区 二 (人 罗 + 罗 ， 和 0 . 1_1 
当 {w} 为 实数 时 ， SS 


7 一 一 信用， 8 一 0， 2 太一 工 
和 
当 {b} 为 实数 、 对 称 时 ，{Di} 也 是 实数 .对称 (3.4.10)。 傅 氏 变换 可 以 单独 用 余 必 变 换 
表达 


D 一 友 ，1=0, …, 太一 1 
| -3 (3.4.13) 


一 亏 EN ip 10 -1 
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由 于 对 称 性 只 需 算 一 半 的 分 基 ; 


当 太 一 2N' 时 
7 
一 名 oj 008(2711/ 放 )，8 一 0 
=0 
ao 一 荆 ， od 一 … 一 0 _1 一 2， Qx 一 二 
当 六 一 2X' 十 1 时 


erjb 站 0 
00 一 十 ， 0 一 ”一 ON 2 
当 { 为 实数 、 反对 称 时 , {Us} 是 纯 虚 、 反 对 称 式 (3.4.11) 。 傅 氏 变换 可 以 单独 用 正 弱 


变换 来 表达 
iD 一 光一 0 | 


克 or 0 W-_1 (3.4.14) 
这 时 由 于 反对 称 性 , 也 只 需 计 算 一 半 的 分 量 : 无 论 对 于 六 = 2N' 或 2N'+I 都 有 
中 -2 辟 wsm(2mjz/I)， bl 一 …，A 一 工 
3.4.2 离散 卷 积 
对 于 两 个 序列 21， oj 一 0， | 本 六 一 二 定义 其 离散 卷 积 ， 即 新 的 序列 
Wi= 避 池 | (8.4.15) 
这 里 好 凤 都 理解 为 对 下 标 按 周期 W 作 拓 展 , 因此 有 
?0 1 00 VON-1 2N-3 久 20 
?101 1 Yo ON-L 。。 293 ?4 
|=| 0 0 00 23 Wa (3.4.16) 
ON-1 ON 1 We 0-a。%… 20o1/ | 


而 必 也 同样 具有 周期 W。 

图 3.12 才 孙 这 种 郑 积 的 浊 式 ， 其 中 (o) ( 幼 表 示 原 函数 心 " 及 其 周期 延 拓 , (c) 表 示 v， 的 
反 转 ,然后 依次 右 移 0 1，…, 太一 工 格 ,并 分 别 乘 、 加 , 即 得 (.j 思 中 的 卷 积 值 w。 

很 容易 验证 ， 与 连续 的 情 况 相关 似 ,这 种 周 其 性 离散 卷 积 与 到 点 "乘积 在 离散 傅 氏 变换 
下 是 互 换 的 。 设 


他 作 Lp 207 八 > (3.4.17， 
则 有 
以 一 工 
启 2 人 一 7 信 UL (3 .4. 18， 
1 xx=-1 
取信 六 记 Lv (3 4. 19》 


为 了 方便 .离散 傅 氏 变换 的 一 些 主要 性 质询 在 表 3.3 备考 。 所 有 这 些 性 质 都 是 初等 的 ， 
不 难 根据 离 知 傅 氏 变换 的 定义 和 三 角 通 数 的 周期 性 加 以 验证 。 
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《d) 4- 





图 3.12 


表 3.3 离散 依 詹 变换 性 质 简 表 










说 明 


7 =0, 1 …N-1 





浊 互 逆 性 

2 线性 迭 加 原理 

3 Dr 偶 ( 奇 ) 函 数 ~~ 偶 ( 奇 ) 函数 

4 DZx- 实 函 数 方 一 亡 僵 于 一 ZN 

5 环 入 Dr 平移 距离 Y (整数 ) 必 乘 因子 环 扩 
有 

6 了 时 2 卷 积 记 乘积 

7 内 积 不 变性 
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3.4.3 快速 傅 氏 变换 


离散 传 氏 变换 的 计算 , 就 是 从 已 知 的 (由 ，…，Wwr- 世 按 显 式 (3.4.1) 计算 未 知 的 (7Vo 
Vi，…，Uw-iD)， 或 者 从 已 知 的 (Zo，7:，…，Dxv-b 按 显 式 (3.4.2) 计 算 未 知 的 (Co， 妈 ，…， 
-li)。 表 面 上 看 , 这 是 一 个 极其 简单 的 “算术 问题 。 直 接 根据 (3.4. 孔 或 3.4. 纪 可 以 看 到 ， 
计算 一 个 广 点 离散 傅 氏 变换 的 工作 量 为 W? 个 复 运 算 G 一 一 所 谓 一 个 复 运算 是 指 一 个 复数 
乘法 连同 一 个 复数 加 法 。 对 这 种 直接 算法 ,考虑 到 三 角 函 数 的 对 称 性 等 等 因素 , 可 以 把 工作 
量 节 约 一 定 的 倍数 ,但 量 级 仍旧 为 妨 这 样 的 工作 量 。 对 于 实际 谐 波 分 析 中 较 大 的 W, 特别 
.对 于 “实时 ”的 计算 , 这 往往 成 为 沉重 的 负担 。 正 因 如 此 , 在 相当 长 的 时 间 内 , 在 各 种 领域 中 
的 谐 波 分 析 的 问题 中 数值 手段 没有 得 到 广泛 应 用 ,人 们 往往 更 多 地 采用 物理 模拟 的 手段 。 近 
年 来 在 生产 实践 的 基础 上 逐渐 明确 并 发 展 了 逐次 分 半 或 类 似 的 递 推算 法 ， 使 得 计算 一 个 己 
点 变换 的 工作 量 降 至 和 logs 六 个 复 运 算 ， 比 传统 的 直接 算法 提高 工效 wy/logs* 六 倍 。 当 六 
很 大 时 (实践 上 往往 如 此 ) 这 是 数量 级 上 的 提高 。 例 如 一 16 时 为 4 们 ,<103 时 约 为 100 
倍 ,六 二 105( 有 这 样 的 情况 ) 时 约 为 五 万 倍 ! 这 样 ,基本 上 克服 了 所 谓 “ 时 间 域 与 “频率 域 
转换 中 的 计算 障碍 ， 从 而 为 数值 谐 波 分 析 方 法 在 科学 技术 的 许多 方面 (例如 光谱 和 声 谱 分 
析 、 全 息 技术 .地 震 勘 探 ,数字 信和 号 处 理 、 图 形 信息 处 理 、 微 分 方程 数值 解 等 等 ) 的 广泛 应 用 开 
辟 了 道路 。 通 常 把 这 类 工作 量 为 W logs W 的 算法 统称 为 快速 傅 氏 变换 (FFT) 。 这 类 方法 
除了 有 快速 的 特点 外 ,还 有 下 列 特点 : 精确 度 比 传统 方法 所 得 到 的 高 .计算 过 程 稳定 、 比 较 简 
单 等 。 目 前 它 在 数值 谐 波 分 析 中 已 占 主 导 地 位 。 下 面 将 介绍 其 中 主要 的 一 种 ， 即 逐 次 分 半 
算法 。 

在 逐次 分 半 法 中 人 恒 取 人 = 2"， 并 把 一 次 入 点 变换 的 过 程 分 解 为 吧 一 logs 和 步 ， 每 步 计 
算 一 个 简化 的 傅 氏 变换 ,工作 量 为 六 个 复 运 算 ， 因而 总 工作 量 为 W logs。 由 于 分 点数 包 
的 选取 在 多 数 场合 下 人 们 是 有 主动 权 的 ， 因 此 取 六 = 2 这 一 特殊 形式 并 不 是 严重 的 限制 。 
现 对 于 


瑟 一 又 j 了 - =0, 1 N_i (3.4.20) 
以 六 一 冯 一 8 ee 
将 下 标 ), 下 一 0, 荆 …，7 表 为 二 进 制 
/二 (Ja， 73， 7o) 一 93。 2 十 思 "2 十 7o 7o， 73 73 一 0, 工 
四 一 (1 而，1o) 一 12 十 人 2 十 810， 8o， 后 ,1 一 0, 工 
由 于 
9 8 一 (7a， 访 ， 加 ) (ba，1，1o) 一 (7322 十 和 .2 十 Jo) (732 十 友 2 十 8o) 
一 入 (有 .22 十 而 ,加 十 加 -22) 十 帮 ( 轴 .2 十 肌 :22 十 10.2) 十 和 (722 十 矶 :2 十 加 ) 
三 入 (jos22) 十 太 (122 十 有 .23) 十 和 (有 5*22 十 四.2 十 加) (mod2s) 
以 及 (3.4.3) 故 有 


王 - 灵 他 一 和 zw 0， 90) 他 一 faGbs Ke 0 一 人 if Zu je) 


命 矶 一 画 (1 页， 加 )， 方 一 让 ja 入 知 ， 于 是 


加 “这 里 不 计 及 三 角 函 数 厂 4 一 ecos 2x 庆 /Nisin2x72]N 的 产生 。 





129 
《 3 必 I， o) 一 名 j ”大 罗 


= ( 富 袜 ( > 辣 大 ( 和 六 说 村 -atoog) ) -im ,lu ji 和 
这 样 就 导出 了 递 推 过 程 
矿 oa 加 Jo 一 JJ JJ 加 jo=0, 1 

7100 入 税 一 六 Jo( 力 入 沿 Frreeo 

一 太 《0 JJ 和 十 六 加 向 琴瑟， No 加 一 0, 工 
Jo 有 癌 = 袜 Je 因 税 本 -wm 

一 六 (bo，0，Jjo) 十 大 008o 工 和 0) 歼 -各 0，1o 有 为 =0, 工 
Fe 厂 ，1)= 7 而 ， 刘 本 -pN 


一 2(1o， 轴 ，0) 十 2 有 了 机 -和 和 70 而， 有 一 0, 工 
(No，1， jio) 一 (po， 1 ba) ， oa， 全， 如 一 0, 工 
把 下 标 改 写 即 得 
下 始 ; 大 (7s， AT， bo) 一 了 8， Ai， bo) 
第 一 步 ， FoD(8a，1，1o) 一 丰 0(0，7，10) 十 Fo0(， 太 1) 机- 必 009) 
第 二 步 ，jC2(1a， 机， 机) 一 (ja 0 加) 十 7G0(ja 了 jio) 酚 -和 9) 
第 三 步 ，j 丰 21，1，10) 一 2(1s， 人 ，0) 十 j20(1 11， 
结 束 ;， 五 (fs，1，8o) 一 关 3)(1o， 碚 ，1) 

lo，h11，1o 一 0, 工 

注意 这 个 算法 实现 的 关键 在 于 下 标的 组 织 , 在 结束 步 要 作 下 标的 按 位 反 转 (Ha 如， 人 人 
帮 ，8a) ， 即 


s se 。 一 凡 (2o 0 0)TT7 一 六 (0)TT7 一 加 (Ka 2 ae) 
旺 2 JI， J1， 和 ) 开 玉 玫 


有 一 (1 有， 一 > (7 太 ， 太 ) 一 奶 

0= (0, 0, 0) 一 (0, 0, 0) =0 

IT 一 (0, 0, 了 ->(1, 0 0) =4 

2= (0, 1 0) 一 (0, 1 0) 一 2 

3= (0, 1 1 一 (1 了 0) =6 

4= (1 0, 0) 一 (0, 0, =I 

一 (1 0, ->(1, 0, 旭 一 5 

6= (1, 1，0) 一 (0, 二 二 ) 一 3 

7= (人 工 切 一 (二 1 一 7 
此 外 每 一 步 开 ”的 赛 次 码 (pa，0， 0)，(i，1o，0)，(7o， 办 ， 有 ) 也 需要 由 (加 ，，jo) 作 按 位 
反 转 再 分 别 左 移 2 位 、 工 位 及 0 位 得 到 


人 0) 
反 转 左 移 1 工 位 
(83， 8， /io) 一 人 (fo 妇 ， 1a) ER (Zi1， [sa， 0) 


一 《0， /1， 3) 
因此 一 个 方便 的 办 法 是 在 开始 步 作 反 转 ， 则 以 后 就 无 须 再 作 反 转 , 即 算法 改 为 
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大 ba，， bo) 一 六 No，/， 8o) 8 
Ga 有， 加 ) 王 让 oO(8， 太 ,0) 十 jeo(Ks，1， 二 ) 卫 -09 
Fi 有 沿 一 Ji 0 后) 十 (ba 提醒 
(用 机 用 一 oO 页， 肌 ) 十 72 人 有， 肌 ] 且 -本 各 机 
刁 (pa，1，j1o) 一 (ja 1o) 
1 1， js=0, 1 (3.4.21T) 
这 里 每 一 级 的 大 … 的 每 次 (fo 0 0)，( 加 ， 加，0)，(1a, ， 加) 直接 由 (7jo, 加 ， 加) 左 移 
入 工 0 位 而 得 。 图 3.13 给 出 这 个 三 级 计算 各 分 量 的 流程 图 ,其 中 虚线 表示 直接 相 加 , 实 线 
表示 乘 以 太一 的 相当 背 次 后 相 加 。 在 每 一 级 的 计算 中 都 是 把 变换 的 分 量 两 两 配对 , 每 一 对 . 


R 六 人 帮 有 一 开 





图 3.13 3.14 


是 一 个 “蝴蝶结 " 形 的 计算 (图 3.14)， 
2D 二 让 。 作 -7 一 人 
je-D 十 态 -De 本 -一 7 
这 一 算法 显然 可 以 推广 到 一 般 的 六 =2"。 从 0 到 六 --I 的 任意 整数 大 可 以 表 为 二 进 侧 
8 一 (2 。… 1 ， bo) = -1e22 十。 十 12 十 8oo 工 
1 41， ，…，11，j1o 一 0, 1，0<8< -1 
于 是 有 
三 (pn -1 0 一 了 oo，N，…， Zr 1) 
(0131 ”3 1， 8o) 一 矿 <( 1 1， ”“”》 1[s， 0， 1。 3， 2 8o) 
十 erD(No 1 轴 ， 1  70) 本 -8 二 2 和 
及 (job 72) 一 jj- 有 oj oo 一 0, 工 (3.4.22) 
这 里 ,每 步 每 个 分 量 需 要 工 个 复 乘 和 一 个 复 加 , 即 一 个 所 谓 “ 复 运算 ”,W 个 分 量 则 要 六 个 复 
运算 。 共 有 一 logs 和 步 , 总 计 为 W mm 一 人 Ins 和 个 复 运算 。 这 是 一 个 简单 而 高 效 的 算法 。 
实践 表明 ,即使 对 于 很 大 的 太 ， 计 算 过 程 也 是 稳定 的 。 
实 函数 的 傅 氏 变换 算法 
以 上 快速 算法 是 对 于 复 变 量 的 。 在 实际 应 用 中 , 多数 情 况 下 原 函 数 是 实数 ( 它 的 傅 氏 变 
换 一 般 还 是 复 的 ) ， 当 然 可 以 直接 套用 上 列 标准 算法 ， 但 不 很 经 济 。 设 有 实数 列 内 (=0, 


人) 
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二 … 人 一 孔 。 由 于 1 
他 一 1， 一 0, 1， 太一 上 


其 传 氏 变换 DTx 必 满 足 关 系 式 SS 
站 =T3 0 了， W 一 1 (3.4.23) 
因此 有 闻 约 的 潜力 。 下 面 举 的 两 和 处理 方 法 ， 者 是 问 接 套用 标准 佛法 ， 但 工作 量 可 以 节约 
1 
1) 用 一 个 玉 点 复 变 换 来 计算 西 个 N 点 实 变换 o~ 4 Bi Be 
作 复 向 量 


0 一 0 十 20)， 7 一 0， 工 ， se 六 一 IE 
套用 标准 算法 一 Cx, 8=0,， 1 ，… 六 一 t。 由 线性 欠 加 原理 得 Cxz= -42 十 Bo 
另 一 方面 ,因为 4x=4xy-xz， 有 一 Bxw_z， 因 此 有 
Ce 一 4 一 4D， 
于 是 
名 一 可 (CQz 十 Ow- 则 

0 全 .4.24) 
肪 一 -有 (Cr 一 CN-U) 


2) 用 一 个 六 点 复 变 换 来 计算 一 个 2 点 实 变换 ~Vr。 


作 复 向 量 0 一 0 十 40; 
式 中 QI 一 19)， 0 一 12j+1， 7 一 0， 二 ， ” 久 一 荆 
套用 标准 算法 0 一 COx 一 4 十 4B 1 81 一 0 1 …)， 六 一 上 


此 处 4x， 肪 用 公式 (3.4.24) 计 算 。 又 由 于 
LUx= 2 卫 让 一 了 (ar 开 太 二 tara 开 站 3 


=- 马 (oj 歼 7 十 轨 刺 和 。 取 动 一 二 十 及 本 革 1 一 0, 1 …，2N 一 1t 


由 于 的 本 8 Brz 一 记 
JPzP+oO= 天 E 一 全 让 


因此 有 
[7 一 .4 十 民有 基 


TUxx 一 4 一 B 环 让 
关于 快速 算法 的 其 它 形 式 以 及 对 于 高 维 的 推广 等 等 可 以 参考 [、[3] 。 
计算 六 点 复数 列 变换 以 及 用 它 来 计算 2X 点 实数 列 变换 的 语言 程序 列 在 本 节 之 末 。 
利用 离散 卷 积 与 乘积 的 互 换 定理 (3.4.17)，(3.4.18)，(3.4.19) 可 以 得 到 卷 积 的 快速 
算法 。 事 实 上 ， 如 果 按 照 公 式 (3.4.15) 直接 计算 广 点 卷 积 的 运算 量 为 六 ,但 是 ,如 果 采 
用 间 苇 的 方法 ， 即 先 算 刀 2 的 傅 氏 变换 ， 组 逐 反 诅 节 ， 然后 作 二 信 民 变换 同样 权 得 卷 积 而 
运算 量 是 3N log.A。 
在 实际 的 卷 积 计算 中 , 往往 要 求 妈 在 7 一 0 工 … 祥 一 工 以 外 恒 为 0， 而 不 是 周期 性 
的 。 对 于 非 周期 卷 积 , 离散 的 互 换 定 理 是 不 成 立 的 。 设 世 只 当 了 = 一 0，… 工时 不 为 0 为 了 
套用 傅 氏 变换 方法 可 以 把 原 程 序 四 (7=0, 人 一 也 的 尾部 增补 了 个 0 而 把 周期 不 


1 1=0, 1 …, W 一 1 3.4.) 


eg， 光合 才 和 加 生 贡 和 生生 用 天 阳 有 所 本 调理 “本 T- 知人 语 生生 Mi 本 党 下 和 41 和 和 六 各 相生 站 3 4 人 9 全 
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延 成 六 "= 一 和 二 二 ， 则 所 得 周期 为 和 就 是 非 周 期 性 卷 积 的 准确 值 。 关 
于 卷 积 计 算 的 细节 可 以 参考 [3] 。 
快速 传 氏 变换 程序 
。 逐次 分 半 算 法 的 程序 实现 可 以 有 多 种 多 样 。 下 面 介 绍 一 个 计算 2N 点 实数 列 和 六 点 
复数 列 的 快速 算法 语言 程序 , 这 个 程序 比较 简短 , 比较 节省 内 存 , 但 不 是 最 快 的 。 
说 明  . 四 
了 过 程 FFRE(4， 卫 ， 1) 用 来 计算 实 序列 化 0， QT，" la_i( 信 一 22) 的 余 芒 及 正弦 恋 
换 所 汪汪 
过 2jic0S(2r78[TN) 
遍 1 一 0, 1 …,， 2 一 
有 一 人 ZijsSin(2z)8/N) E 
而 Zo，2Z1，;，…，Xa_i 的 离散 ( 复 ) 傅 氏 变换 就 是 
CGI 一 和 0 8 一 0， 寺 ， 人 2 人 一 工 
在 计算 时 首先 从 实数 列 40，… Lo- 作成 黎 数列 20， ”0N 一 1 
四 一 279 十 200811 7 一 0， 二 we 人 一 工 
将 {z} 的 实 部 {zs} 放 在 场 4[ 刀 中 , 虚 部 {fzwt}y 放 在 场 B[ 妃 中, 调用 EFRE(4，B，M) 后 
结果 在 4，3 中 , 分 别 是 {2at}，{ 一 20 导 ， 有 = 0, 1 …， 入 一 1 
过 程 FFRB 是 利用 人 尽 是 和 罗 作 氏 变 换 的 快速 方法 来 计算 2 点 的 实数 列 的 傅 
氏 变 换 。 
2 过 程 ETT(4， 也 ， 友 可 间 使用 计 算 复 雪 二)， 了 一 0 二 …, 太一 工 (太一 25) 


的 ( 复 ) 傅 氏 变 换 
Ti 习 gp-ee， 2 ,，N ] 


为 此 先 要 把 复数 列 {y} 的 实数 {Rey)} 和 虚数 列 tm y 直 接 下 标的 自然 顺序 分 别 放 在 场 4 
与 了 3 中。 计算 结果 在 4 中 为 { 节 y 的 实数 列 {ReF 寻 ， 了 3 中 为 虚数 列 {Im7 叶 ,有 一 0, 二 
一 1 
在 过 程 FET 中 , 语句 I 至 I7 实现 “就 地 ”的 按 位 反 转 , 其 后 实现 “就 地 ”的 快速 算法 ， 
在 每 个 选 代步 计算 一 次 所 需 的 三 角 函 数 , 不 另 占 单 元 。 
过 程 FEFRE(A，B, M); 场 A，B; 简 变 M，Ni 
始 过 程 FET(A，B, M); 场 A, Bi 简 变 M，Ni 
始 “ 简 变 K1, 作 ，U2，WI1， 册 2，T1 T2，NV2，NM1, 本 区 , ITP，LEL，LE，PT; 
0 一 本 2 个 M=>Ni N/ 2 一 NV2; N -1 一 NM1li 
对 于 工 -0 到 NM14-I 步 长 1 执行 
始 若 J< 工 则 转 L5 否 ; ALJ 之 Ti BU] 人 1T2 AUAUJ BID 一 BU]; 
T1 ->A[ID;，T2 一 BID]; 
1L5，NYVs。 之 及; 
工 6， 若 J< 玫 则 转 工 7 否 ; J 一 及 之 包 玫 /2 一 玖 ; 转 工 6; 
工 7，J 十 玫 之 本 
多 ， 


本 





ft33 


3.1415926 一 PT; 
对 于 二 =1 到 M 步 长 荆 执 行 
始 21 工 全 1LB LE/2 一 LE 1 全 UH 002 800S(PIVLE1) 一 到 1 
SSIN(PI/LEI)->W2， 曙 
对 于 J=0 到 世 EL-I 步 长 执行 
始 对 于 I=J 到 和 一步 长 二 E 执行 
始 I+LHE 之 IP; AIIP]*U1+B[IP]*U2 之 TH 
B[IP]*U1--A[TIP]*U2 僵 T2; A 上 一 时 一 人 A[IB; 
_BD-T2 人 BID ADDD+I 一 AD; BIO-+T2BDD; 
终 ; 
UlxwWl--U2x*W2 之 KKli UlxeW2+TU2*W1 一 U2; KI 王 UN 
终 ; 
过 程 REAL(A,，B, N); 场 A，Bi 
始 简 变 AAAB, BA, BB, RE, IM GOD NH, ON, SN, SD, RAD，R，K; 
SENTI(N/2) 一 NEHi 8.1415926/N 一 RAD; SSIN(RAD) 僵 8D 
一 (2xSSIN (0.5*RAD)) 个 2 一 R， 一 0.5*R 之 0D; 1 一 GON; 0 一 SN; -9SD 一 9SD: 
A[0] 一 ALINJi BLO 人 BINJ; 
对 于 J-0 到 NH 步 长 1 执行 
始 太一 本- 开 ; 
A[ 刀 +A[IK] ->AA; A[ 丰 -- _ATE] DAB B[ 丰 +B[E] 过 BA 
B[ 丰 -BE 一 BB;, ON*BA 上 +SNx*AB 一 RE SNxBA 一 CNeAB 一 IM; 
IM--BB 之 BIKX]; IM+BB 一 Bf 圈 ;iAA 一 RE 一 AU A 人 十 及 BE 之 AD; 
RaON+TOD 之 0OD; OB+TON 人 ON ReRN 二 D 全 8D SD 二 RN 一 SN 
终 ; 


2 


= 


FT(A，B; MD); REATL(A， 和 


835 取样 效应 


当 连 续 的 谐 波 分 析 代 以 离散 化 的 谐 波 分 析 时 ， 通常 不 可 避免 引起 读 差 。 这 是 因为 ,第 一 ， 
连续 变量 被 代 以 离散 取样 ; 第 二 , 变量 的 无 穷 范围 被 代 以 有 限 的 范围 。 前 者 导致 记 请 频率 瀑 
合 效 人 永 ; 后 者 导致 所 谓 谱 线 活 漏 效 应 。 ac 
面 分 别 加 以 初步 的 分 析 ， 这 对 于 傅 氏 变换 的 近似 计算 有 指导 意义 。 


3.6.1 离散 取样 与 频谱 混 每 效应 人 


在 等 距离 散 点 + 一 一 7 40 一 和 士 1， 的 区 上 来 于 族人, 内 于 
失 了 信息 ， 一 般 要 导致 顷 请 失真 > 现在 来 讨论 这 种 让 差 。 


和 Ci Eu 
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对 于 两 个 不 同 频率 8s，8' 的 谐 波 户 ( 鸭 = 时 昌 ， 廊 鸭 一 ec 分别 得 到 离散 序列 放 0L42)， 
jy745)，7 一 0， 人 如 果 频 差 ?一 3 为 取样 频率 5 下 的 整数 倍 ， 有 
,8 一 和 2 一 整数 (8.5 .了 
则 两 组 观察 信 完 全 重合 
天 0 


因此 当 以 少 为 间距 取样 时 ; 这 样 两 个 频率 。 与 9 就 完全 混同 起 来 , 不 论 如 何 加 工 处 理 都 无 
从 分 辨 。 由 于 任何 频率 s 一 定 可 以 表 为 


2xt (s 工 ) 了 4 


0 (IJ4b)， 了 一 一 0， 土工 ， 5 


十 卫 ，j 引 | 闻 mm 一 整 (3.5.2) 
末 此 只 能 匆 认 低频 民 |。 s| << -也 而 其 它 高 频 都 按照 (3.5. 被 折合 到 人 
相当 于 招生 一 吃 <?<o 着 红 在外 切 于 大 上 ? 0 的 周 长 为 -5 前 图 周 上 ,一 3 sss 


rr， 如 图 3.15。 


(人 一 -一 一 
CC A 


各 本 池上 的 正 负 0 划 w 一 8 实际 上 相当 于 一 个 正 括 率 
s。 因此 也 可 以 看 作 把 项 率 畏 反 复 折 琶 于 .0<s< 全 ， 如 图 3.16。 这 就 是 等 距离 散 取样 导 
致 的 频谱 混和 到 (aliasing) 效应 。 概 言 之 , 由 于 取样 间距 少 机 只 能 是 有 限 小 ， 
于 是 频率 扒 认 的 范围 不 能 是 无 穷 大 而 只 能 是 有 限 大 |z| <<- 记 Fr。 频率- 通常 叫做 折 得 





频率 或 奈 奎 斯 特 频 率 。 
对 于 一 般 情 况 , 设 帮 芒 一 五 (8) 即 
= -| Fereeds Fe) 让 (Ooerondt (8.5.3) 
Rh 8- 志 SR 5. 
于 是 


(3 


人 人 0 
一 定 二 Ge 一 miS)ex 0 一 之 | | (一作 ) 0 


JJ4D0 一 (Cj/S) = 1(s)exndweds 一 三 [3 ontoaas 
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命 
Fn 人 = 翌 FG 一 mS8)，-co<s<oo (3.5.5) 
这 是 由 刀 (8) 逐 次 平移 距离 8 再 琶 加 而 得 的 函数 , 显然 具有 周期 8， 
7s(s 十 S) 三 Js(s)， 一 co<s<co (3.5.6) 
于 是 有 要 
(7 -| (S)ezntiysdls (3.5.7) 
更 由 于 0 
|18 
roota/8 一 0 We (3.5.8) 
因此 


丰 (7TL41) -| (rects/S) 太 (8)62rtsf4tds，， 
1 一 0,， 士 1 土 2，… (3.5.9) 
这 就 表示 , 在 离散 点 列 1= 74 上 观察 波形 六 坟 时 ， 
能 够 看 到 的 频率 范围 只 是 |s|j 和 8S/2=1/245 其 外 
的 频率 都 按照 (3.5.2 被 折合 到 上 述 频 段 , 即 原来 的 
谱 郴 数 被 代 以 折 和 到 了 的 谱 函 数 rects/g .zs(s)。 图 
.3.17 表示 三 个 函数 环 (8)、Fs(8s) 和 Treot8s/S .58(s) 
之 间 的 关系 。 可 以 设想 把 s- 下 平面 卷 绕 于 周 长 为 
心 相 切 于 纵 轴 *=0 的 圆柱 上 ， 于 是 图 线 就 变 
为 Treot8/S ,Fas(3)。 
Fw(s) 是 周期 为 8 的 函数 ， 因 此 可 以 展 为 传 氏 
-级 数 








rs (s) = 辽 Cj2-3mtfs/4 
盆 
ooeeoa 
:由 于 (3.5.7) 
是 
一 瑟 J 沪 4 一 个 ,74 
因此 有 





有 - 4 ， F(141)er-sm4 (3.5.10) 


实践 上 一 半生 要 的 情况 是 j 的 谱 函 数字 (8) 为 紧 袜 ;这 时 我 们 称 7b 为 有 限 谱 宽 函 
” 数 ， 即 让 的 频谱 有 上 限 工 使 得 


万 (8)=0 当 |8| zz 五 (3.5.11) 
这 时 ,只 需 取样 间距 . 消 足 够 小 , 即 满足 条 件 
4i<I1/3 (3.5.12) 
〈 也 就 是 说 8/2=J17/24t> 蕊 时, 就 没有 混 私 , 即 
矿 (8)=Tecots/9 .1 人 (8)， 一 co<s<<co (3.5.]3) 


从 图 8.18 也 可 以 看 出 , F 可 与 有 混 玖 的 图 3.17 作对 比 。 条 件 (3.5.12) 表 示 , 对 于 最 高 频 


: 本 
二 和 2 元 ee 
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图 3.18 


的 一 个 正 整 波 至 少 要 有 两 个 样 点 ， 才 可 以 避免 混 玛 。 在 此 情况 下 ， 根据 (3.5.13)， 
(3.5.10)，(3.5. 约 有 


ce SS 
子 () -| 开 (8)627H | rects/4 Fe)enetds 一 | 将 (8)esr20s 
本 才 1 站 CE 一 2aiej4t | co2ntst r7 S 4 | Lesee(1 人 0 
思拓 | /之 2 | 3 全 人  。 


四 了 741) | ee 人 
算出 右 端的 积分 值 , 就 得 到 
7G= 袜 j jl)sine(t 一 714) /外 一 co<t<co (3.5.14) 


这 就 是 说 ,对 于 满足 (3.5. 11) 的 有 限 谱 宫 函数 f 信 ， 当 取样 间距 满足 4<1/27 时 ， 单 赁 样 
点 值 7(j4b)，j 一 0 士 上 土 2 … 用 公式 (3.5.14) 可 以 把 函数 (办 完全 复原 。 这 一 事实 通 
常 叫做 抽样 定理 或 取样 定理 , 它 有 重要 的 实践 意义 。 例 如 , 在 通信 技术 里 , 实际 的 信和 号 波形 
总 是 具有 有 限 谱 宽 的 ,或 者 近似 于 此 ,人 们 无 需 取 其 全 部 信息 而 只 需 按 条 件 (3.5.12) 取样 就 
可 能 把 信号 完全 复原 。 在 涉及 洪波 分 析 的 数值 计算 里 条 件 (3.5.12) 对 选取 步 长 少 也 有 指 
导 意义 。 
当 函 数 7 不 具有 有 限 详 宽 时 混 秋 效应 在 原则 上 是 不 可 避免 的 ， 但 一 般 随 4 的 辣 小 
而 减弱 。 罗 
综合 上 上 述 可 知 离散 取样 的 画 个 参数 4 下 的 作用 是 不 同 的 , 缩小 少 可 以 减少 混 倒 但 不 
能 减少 渗 漏 。 放 大 全 可 以 减少 渗 漏 但 不 能 减少 混 释 。 
对 于 谱 函数 王 (s), 根据 (3.5.13)，(3.5.10) 有 
少 忆 jet 18[ SS12 
五 (8) 一 reot 8/8 志 汪 二 (3.5.15) 
0，|8| 8/2 
这 就 是 利用 样 点 值 F(J4b) 产 生 (Ge) 的 公式 。 取 整数 W， 使 得 如 一 8/ 为 要 求 扒 认 频率 的 
“ 细 度 ”， 于 是 


7 (84 一 少 习 JJ40)e-antrevs 一 出 旺 / 大 aaa 
一 .4 习 Y 让 《 7 一 MA ) .0) -2mt(f 一 mN 丫 / 
17=0m=-c 
到 寻 习 1 一 mN)40eoas 
三 0 们 一 一 o 


:一 下 (14) (8.5.16) 
= 袜 JG4-mD)，2=N4 (3.5. 匡 ) 





SF 
于 是 也 方 之 间 存 在 离散 傅 氏 变换 的 关系 
及- 必 误 Ji | (3.5.18) 
注意 用 人 \ 式 来 计算 谱 点 的 值 是 准确 的 ， 用 到 了 全 部 离散 样 点 值 六 IJ4b，1 一 0， 士 1， 
+9, . 
8.5.2 ”有 限 窗 宽 与 频谱 渗 漏 效应 


实践 上 处 理 谐 波 分 析 时 ， 人 们 不 能 掌握 全 部 时 间 一 cc<t< ce 而 只 能 截取 有 限 的 时 段 ， 
例如 一 7/2 入 坪 了 /2 来 观察 ji， 仿佛 是 通过 一 个 有 限 宽 的 窗口 来 观察 。 这 时 


(人 ， 一 ceo<t<coe (3.5.19) 
被 代 以 
| </2 
j (的 一 g( 志 ) .7 人 二 (3.5.20) 
如 图 3.19。 此 处 g(5) =rectt 称 为 "数据 窗 "或 截断 函数 , 而 
gr( 广 ) -rectt/ 丰 玫 克 sine(7s) -2 (3.5.21) 
这 就 相当 于 太 ( 芒 的 谱 函 数 万 (8) 
被 代 以 
吾 (9) -了 (9)*Psine(7e) ~ | Fo)TPsineCrG 一 c))ac (3.5.22) 


它 的 效果 是 把 正 (s) 平滑 化 , 从 而 破坏 了 频谱 的 精细 结构 。 
典型 的 情况 如 取 /=1~(s) =8(8), 则 五 (s) -sine7s, 即 一 根 无 穷 窗 的 谱 线 被 拉 


宽 或 扩散 成 一 个 波形 中 间 有 高 峰 一 一 这 是 近 端 干 拓 ; 两 喘 有 按 --- 误 减 的 正 负 “ 边 播 ”， 左 
右 第 一 个 零点 在 s 一 土 坟 一 一 这 是 远 端 干扰 。 参 看 图 3， 6( 叹 了 -1D)。 注 着 卫 增 大 时 g( 亏 ) 


(s) 


下 () 


《2) 


万 (3) 


(d) 


图 3.19 
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愈 宽 ,了 Sinco 7s 愈 案 ; 而 7 一 co 时 ， g( 万 )> 工 而 了 sino7e-5(9)。 
到了 G) -oosmot~ 开 (8) = 可 8(s 十 生 ) 十 于 8(s 一 全) 这 是 相 虐 为 e 的 两 根 谱 线 (图 


3.19 的 mW。 它 被 扩散 为 五 (9) = 豆 sinom (? 十 色 )+ 去 snom (一 他)。 如 取 7>> 二 则 
豆 G@) 作 双 峰 状 可 以 明确 分 辨 [图 3.19 的 下。 如 取 < 二 , 则 豆 (@) 的 两 项 汇合 为 单 峰 状 ， 
不 能 分 辨 (图 3.19 的 9。 从 直观 上 看 ， 临 界 分 辩 的 情况 是 二 ， 这 时 一 个 sane 的 主峰 与 


一 个 sine 的 第 一 零点 相 重 ( 图 3.19 的 四。 
。 这 就 是 有 限 取样 范围 导致 的 频谱 渗 漏 效应 (leakage) 。 概 言 之 , 由 于 取样 范围 不 能 是 无 
穷 大 而 只 能 是 有 限 大 , 因而 频谱 分 辨 率 的 精细 度 不 能 是 无 穷 小 而 只 能 是 有 限 小 。 

显然 当 太 力 本 身 具 有 有 限 宽度 , 即 当 | 引 >4, 为 =0 时 ,只 需 取 了 六 24 就 没有 渗 漏 效 
应 ; 在 其 它 情 况 下 渗 漏 是 不 能 避免 的 , 但 其 效应 随 窗 宽 全 的 增 大 而 减弱 。 

为 了 减低 渗 漏 于 扰 ， 特 别 是 远 端 干扰 ， 还 可 以 取 另 外 的 “数据 窗 "。 为 了 比较 ， 连 同 
(3.5.20) 列 举 一 些 实用 上 可 取 的 截断 函数 及 其 谱 函 数 如 表 3.4。 图 形 见 图 3.20、 图 3.24。 
这 里 g 是 抢 形 ; gx 是 三 角形 ; gs 是 截取 余弦 函数 的 一 段 , 有 导数 的 连续 性 ; gs 形状 接近 于 和 所 
形 , 但 把 棱角 修 匀 , 有 二 阶 导 数 的 连续 性 。 

表 8.4 


9 人 (b G(3) 














%o 从 一 rectt Go 一 斌 呈 =0(|s| 
狼人 的 一 4(2) or ”OUis| 信 
多 们 一 rect 站 二 (十 cos3z Ga(s) 一 二 OUls|-3) 
1 | 委 0.45 gs 
一 | 工 (二 cos2w(108 一 4 及 ， 0. 人 5 二 上 二 0.5 GC 0 ~O 
和 (办 一 林 ( 十 co82z (40 一 和.5)，0.45 委 | 过 0. 3(8) 一 GRID (|s1-9) 


0，| 纪 >>0.5 








139 
所 有 这 些 截 断 函 数 当然 都 满足 
1. g 的 ==0， 当 | 引 > 末 | 
2， gf 万) 即 ZG(Ts) 一 8(s)， 当 了 一 >coo。 


从 表 3.4 及 图 3.20、3.24 可 以 看 出 , 若 9 的 愈 " 方 ， 则 G(s) 的 主峰 愈 罕 , 近 端 干扰 较 小 , 最 
好 的 就 是 Geo。 反之 9 ( 坟 愈 光滑 , 则 G(s) 的 “ 边 瓣 "衰退 愈 快 , 远 端 干扰 较 小 ,如 9 一 Ga。Cs 
的 图 形 在 近 端 接近 于 Go， 远 端 接 近 于 Ga， 因 此 是 一 个 折衷 的 选取 。 注 意 , 取 9 一 go 时 , 事实 
上 对 数据 无 需 作 预 先 加 工 , 而 取 其 它 的 9 时 要 作 预 先 的 乘法 处 理 。 


3.5.38 ”连续 与 离散 博 氏 变换 的 关系 


设 有 一 对 傅 氏 变换 
太一 (s) 
取 五 个 正 参数 W，4，4s, 思 ，8 满足 下 列 四 个 关系 
工 下 
了 一 N4i，8=-N48， 汪 一 瑟 ，4 一 (3.5.23) 


对 亡 五 分 别 构造 周期 复 变 函数 
户 四 = 衬 fG 一 mD) 
人 (3.5.24) 
Fas(9) 一 之 8 一 mb) 


这 里 , 自然 假定 也 ( 念 及 三 (8) 在 无 穷 远 处 衰减 得 足够 快 , 以 使 无 穷 和 收 信 。 显 然 ee Fe (3) 
各 具 周 期 了 ,8 

廊 G+ 四 = 86(s 十 8) 一 FF5 (8) (3.5.25) 
合 


岂 一 兴 fr(1 一 上 站 7 一 mm 四 )，7 一 0, 十 1 二 2 … 
j 的 (3.5.26) 


Dr= Fe(i4s) = 立 Fe(k4s 一 mS)，1=0 土 六 士 2 … 


显然 {u} 与 {Dy} 都 是 周期 为 W 的 序列 
几 王 WUx=Usy (3.5.27) 
因此 各 取 六 个 分 量 如 (oo， ,ur-D，(Uo 0， Ux-1) 就 能 分 别 决定 全 序列 节 )}{D 寺 jy。 
重要 的 事实 在 于 这 样 的 (w) 和 (UV 几 构成 一 对 离散 傅 氏 变换 ， 即 


De 及 wu 太 0 -1 (8.5.28) 
1 XV=1L 

-元 忌 DaF 和 0 … -1 (3.5.29) 

事实 上 , 由 于 函数 . 方 ( 芒 具 有 周期 用 故 可 展 为 傅 氏 级 数 


Fr( 芒 一 cxeantktT7 一 co<f 一 co 





和 万 ( 们 e-2ntttm dt 一 志 | GE 一 mn 人) 2 一 2r 纺 W/T 
沼 4 一列 工 J7 开 一 > 号 SR 一 2 了 
袜 了 (人 一 们 用)6 Qi 一 万， ， 三 ()e 起 


万 | 玫 ( 丰 EC 一 238 这 思 人 dt 一 元 | 了 (64s ct 一 和 玉 (kds) 


因此 _ 
户 由 = 太 习 FEeJeznaa 


W 一 必 产 (及 = 盆 悦 了 Reraram 斑 辣 (4emmm 


忌 习 ((8 一 一 9N )L4s) EC2xtj(W-mN)MN 一 琶 (4 一 miS) es 


局- 


和 ks(N4s)esntt -元 王 DTxJ 旭 
(3.5.29) 成 立 。 关 系 式 (3.5.28)，(3.5.29) 可 以 更 明显 地 表 成 

Ps 全 =4 户 (740 且 识 1 一 NTN-1 (3.5.30) 

六 (有 风 =A 人 阅 Fo(t4T 1 -Ne 一 NT (8.5.3) 

考虑 了 ( 志 为 有 限 谱 宽 函数 的 特例 。 这 时 存在 上 >0 使 得 
8(s)=0 当 18 三 SA/2 
因此 有 (图 3.18) 
8Z6(8) 三 万 (8) 当 |s| 委 9/2 (3.5.32) 

对 于 任意 整数 叉 >0, 取 必 =8/N, 44=1/9, 了 一 N4， 则 关系 式 (3.5.28) 得 到 满足 , 于 是 
由 (38.5.26) 以 及 (3.5.30) 可 得 谱 函 数 人 3 一 448 的 准确 表达 式 


万 (48) 一 加 7 帮 184sl <S7]2 
(3.5.33) 
弛 一 人 (4 一 示 习 在 一 思 卫 ) 
8$ 3.6 谱 的 近似 计算 
下 面 简单 介绍 快速 傅 氏 变换 的 个 别 应 用 。 有 关 的 问题 和 其 它 的 应 用 可 以 参考 [3]。 
3.6.1 傅 氏 级 数 的 近似 计算 
设 函 数 六 切 具 有 周期 了 ， 它 可 展 为 倩 氏 级 数 


7 人 = 习 ae 一 co<ti<co (3.6.1 
现 将 基本 周期 [0 刀 分 为 六 等 分 ,要 求 在 离散 点 值 


的 基础 上 计算 傅 氏 系数 ck。 由 于 了 是 周期 函数 , 自然 采用 矩形 求 积 公式 口 ( 见 第 二 章 ) 
@” 当 端点 值 7(0)，7(Z) 不 相等 时 ，7Gb) 作为 周期 函数 是 间断 的 , 这 时 取 九 = 王 (7(0) 十 7(77)， 而 和 矩形 公式 实质 
上 就 是 梯形 公式 。 
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oo- 二 |.JOeoeorat~ 学 守 ER 到 7 
1 一 0,， 土 1， 土 2， (3.6.3) 
而 太 蕊 则 近似 地 表 为 
(1) 生 之 Cesrtit  ， 一 co<i<oo (3.6.4) 


关于 右 端 取 多 少 项 , 取 哪 些 项 的 问题 留待 稍 后 再 说 。 由 于 
gm 下 忆 万 到 各 -让 轴 J 杂 -内 有 0 十] 十 2 


故 {ct} 为 周期 序列 ， 周 期 为 W， 可 以 由 任意 相连 的 允 个 分 量 例如 {co，cb， …，cx- 十 完全 次 
定 。 由 式 (3.6.3) 可 知 {Yoo，… Te-1 与 {jo …， -1 为 一 对 互 道 的 离散 传 氏 变换 


No= 至 方 色 i 本 (3.6.5) 
产 

广 - 立 dH 旬 和 0 -1 .6.6) 
-可 以 用 快速 算法 来 计算 mw。 


近似 系数 {o 从 与 真 系数 {cs} 之 间 有 简单 的 关系 。 为 此 , 将 t=74# 代入 (3.6.1) 得 到 
态 = 故 34 一 ， 2 cv entjp'4t7 一 也 cb 本 多 


二 了 | 习 Ce_mx 作 共 mV 一 辫 (> 之 oemy) 也 芝 
与 (3.6.6) 比 较 即 得 
伏 一 之 (人 CN， 《一 0， 十 二 士 2， se (3.6.7) 


从 而 得 到 误差 
cr 一 % 一 之 Ce-my (3.6.8) 


这 就 是 说 , 近似 列 {ot} 可 由 原 列 foy} 左右 平移 0, 土 W,， 士 2N,… 再 琶 加 而 得 。 这 里 显示 了 
离散 取样 的 频率 混 登 效应 。 在 离散 点 值 (3.6.2) 的 基础 上 不 能 辨认 | 寻 |>>W/2 以 上 的 频率 ， 
原 有 高 频 分 量 都 被 折 释 到 |1| <N/2 的 范围 。 一 般 地 ， 当 j 人 的 光滑 性 提高 时 ，cx 随 
4-> 土 co 的 衰减 率 愈 快 。 图 8.22 中 反映 了 一 个 函数 的 傅 氏 系数 m ( 圆 点 ) 和 近似 系数 芍 ( 又 
点 )。 注 意 , 图 3.22 与 图 3.17 是 相似 的 。 

现在 转 来 讨论 表达 式 (3.6. 多 中 取 多 少 项 以 及 取 哪 些 项 的 问题 。 首 先 , 表达 式 中 的 项 数 
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决 不 是 愈 多 愈 好 ， 比 如 说 , 取 8= 一 co 至 十 cc, 则 由 于 {cs} 的 周期 性 , 级 数 是 发 散 的 。 由 于 
{cs} 中 只 有 N 个 相连 独立 分 量 是 独立 的 , 因此 自然 地 应 取 连 续 的 六 个 项 不 =m, 和 m 十 二 …， 
史 十 太一 1。 从 公式 人.6.8) 或 图 3.22 可 以 看 出 , 取 [一 /2,， /2] 内 广 个 项 与 原 系 数 的 偏 
卷 为 最 小 ， 可 以 从 图 3.22 比较 [一 /2 ，N/2] 与 [0 ] 的 情况 。 因 此 作为 合理 的 逼近 应 
取 


六 (四 > 区 B3nit/ 了 一 了 0 2miKt/ 了 (3.6.9) 


NA=2N 或 27 +z 可 以 证 明 , 当 户 轨 有 连续 的 “4r2) 阶 导 数 ， 各 阶 导数 均 有 周期 7， 
N=2N' 二 IT 则 有 误差 估计 式 只 ， 


了 (区 ) E 有 3 xz CC2xt8t/ 了 





赤 民 ,MLNe-i (3.6.10) 


此 处 


| 了 (Fr) | 
好, 一 maxj 太 ( 雪 |， 玉 ， |) 


由 于 周期 函数 在 一 个 基本 周期 [0,， 2 上 的 行为 足以 反映 它 在 (-- co,，ce) 上 的 全 和 狐 , 因 
此 取样 (3.6.2) 虽然 局 限于 有 穷 的 范围 [0,， 全 内 , 但 并 不 引起 频谱 涂 漏 效应 。 


3.6.2 谱 函 数 的 近似 计算 


在 一 co<t<co 上 的 函数 让 9) 可 以 看 作 是 周期 函数 当 周 期 思 _>co 时 的 极限 ， 而 谱 函 数 
Cs) 则 可 看 作 是 相应 的 傅 氏 系数 的 极限 。 据 此 可 以 制定 从 jz) 的 离散 点 值 计算 态 (s) 的 离 
散 点 值 的 计算 方法 如 下 : 

1. 适当 估计 待定 谱 函数 玉 (9), 特别 是 根据 f(t) 的 光滑 度 来 估计 妃 (s) 在 s= 土 co 处 的 
衰减 率 。 据 此 选取 足够 小 的 4 使 得 区 闻 | 引 < 8/2 足以 包括 谱 的 主要 部 分 。 此 处 8= /4 

也 可 以 反 过 来 说 ， 当 原 函数 本 身 是 以 必 为 间距 的 离散 数据 形式 给 出 时 ， 则 能 够 计算 谱 
的 范围 只 是 |s| < 8V2。 

2。 取 足够 大 的 整数 Y 使 得 8/ 太 = 心 为 所 要 求 的 频谱 精细 分 辩 的 下 限 , 于 是 相应 地 原 
函数 了 的 “数据 窗 "的 宽度 应 取 为 卫 = 4i= 1/4s， 即 取样 范 围 为 -了 /2<t<Z/2。 

也 可 以 反 过 来 说 ， 当 所 掌握 的 原 函 数 数据 范围 为 一 7/2<t<T/2 时 ， 则 频谱 精细 分 关 
的 下 限 只 是 心 =I1/T=S/N。 
这样， 问题 就 是 在 范围 | 引 <Z/2 内 六 个 等 距离 散 数据 F(j4t) 的 基础 上 计算 在 范围 
ls|<8S/2 内 太 个 等 距 频率 点 值 尺 (44s) 。 这 里 有 五 个 参数 化 也 ds，S，N, 满足 关系 式 

尼 一 了/N，4=8/N，8=1/41， 有 =1/d4s (3.6.11) 

其 中 有 三 个 独立 的 关系 式 , 因此 五 个 参数 中 只 有 两 个 是 独立 的 。 

3. 把 傅 氏 积分 的 无 穷 限 土 co 代 以 有 穷 恨 土 /2， 并 运用 矩形 式 求 积 公式 


SS 人 一 详 十 六 一 工 
万 (54s) - | CD)e-2zima ur| 让 (be-aattzaadim 沙 SS (Ji)e-2aiataa 
1 一， 一 NTL 一 太一 1 


N=2N， 或 2N'+1 
一 培 一 王 . 
柬 (148) 二 可 一 未 了 万 机 和 1- -NTN-T (3.6.19) 





方 =F0j， 和 = 一 太一 Ni 二 N 一 19 
即 {4tf} 与 {Es 之 间 为 一 对 离散 和 傅 氏 变换 。 各 自 对 下 标 旋 按 周期 广 进行 延 拓 就 归 化 为 
标准 型 ， 即 广 ) 一 .万 -， xs 一 吾 y xzo . 
及 一 沙 吕 及 有 训 1 一 0 …， 太 一 1 (3.6.13) 


而 谱 函数 的 估 值 即 由 (3.6， 12) 给 出 。 

由 于 沙 是 有 限 小 , 也是 有 限 大 ,一 般 地 总 有 频谱 的 混和 到 和 涂 漏 。 如 果 面 临 的 任务 是 计 
算 数学 函数 的 谱 , 即 函数 j( 坊 在 (一 co，ce) 上 有 明显 表达 式 , 则 可 以 用 下 列 办 法 来 克服 渗 
漏 。 代 替 (3.6. 思 改 取 


方 - 户 (7 朋 = 袜 JJ4-mmD)，j 和 0 5 一 (3.6.14) 
通过 离散 变换 (3.6.13) 得 到 瑟 , 1= 0, …，N-- 工 再 用 关系 
5 一 y7 (3.6.15) 


归 化 区 间 | 4 和 和 N/2。 于 是 根据 (3.5.24) 可 知 准确 地 表 为 ， 
态 = es(kd) = 马 E 一 mS)， 11 和 N/2 即 114del<8/2 (3.6.16) 
因此 记得 绪 采 不 是 谱 函 数 本 身 而 是 它 的 周期 性 重复 。 因 此 误差 为 ( 见 图 3.17) 
丽 一 忆 (14e) = 袜 (kds 一 m8)， 154s| <S/2 (3.6.17) 


说 笠 0 


这 单纯 是 由 混 登 效应 引起 的 ， 随 着 消 的 减 小 即 8 的 增 大 而 减 小 。 如 果 jj 坊 是 有 限 频 谱 函 
数 , 则 取 汪 充分 小 即 9 充分 大 时 可 以 完全 消除 误差 ,如 在 3.5.3 节 末 所 述 。 
如 果 原 函数 太 划 并 不 是 明确 定义 的 数学 函数 而 只 是 某 个 观测 序列 的 离散 值 ， 它 们 当然 
只 能 是 有 限 长 。 设 数据 窗 为 一 7/2 生 坪 T/2。 这 就 是 如 8.5.2 节 中 所 述 的 , 取 
方 一 太 了 4 
这 相当 于 把 原 函 数 放 () 代 以 太一 大"9 坟 ， 即 谱 函 数 刀 (9) 代 以 五 (9) 一 五 (s)*G(3)， 而 
1， | 让 <2/2 
9 人) =reot 亡 一 1 一 全 /2 
0， | 红字 也/2 
G() -Tsine(T9 一 (了 2 
于 是 由 于 
和 人才 二 包 动 二 太志 ，| 引入 T/2 
以 及 公式 (8.5.830)， 
Fe(t)= 习 ，j(7 的 Fi- 站 20 的 in 区 704 
因此 所 得 的 人民 2Zx( 归 化 到 114| <812 上 ) 
配 = 豆 g(548)，|4s| <8/2 
即 不 是 谱 冰 数 六 人) 的 信 而 是 了 (为 9 雹 的 谱 函数 瓦 (9) 的 周期 性 重复 。 因此 , 这 里 除了 有 





所 当 克 TV/9 二 一 772) 时 , 应 取 力 一 二 (7(Z/3) 十 太一 TI/ 为 ), 事 实 上 相当 于 采用 梯形 公式 。 
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频率 混和 至 外 , 还 有 有 限 窗 宽带 来 的 渗 滑 效应。 关于 后 者 的 讨论 和 改进 办 法 已 见 3.5.2 节 。 


3.6.3 功率 谱 的 估算 


许多 工程 技术 问题 中 需要 估计 时 间 序 列 的 功率 谱 。 对 于 连续 的 实数 时 间 序 列 矿 芒 ， 
一 co<t< cc, 功率 谱 通 芝 定义 为 


9 1f713 2 
Pds) -Jam 韦 || ， 7(D)e-aatt (3.6.18) 
四 
1， 当 引 << 吉 
0 ( 力 一 rectt 一 (3.6.19) 
0 当 目 > 杞 
即 
gG/ 四 -zatlbm-{ 
于 是 


oo 
一 Do 


9(/ 就 是 对 应 于 窗口 [一 2/2 7/ 人 9 的 “数据 窗 ” 或 截断 函数 , 见 3.5.2 节 。 因 此 


| TCDeraeat-| FDIe-ootat 


P 人 ) -lim 全 0D9Ct/2)e-snatdt | (3.6.20) 
通常 只 在 有 穷 的 区 间 [一 人 /2,， 2/2 内 掌握 也 力 的 数据 , 故 作为 卫 (s) 的 估计 , 可 以 取 
Ps) = 六 | | (DCE]TD)e-anet ii (8.6.21) 


问题 归结 于 计算 了 (69(t/) 的 谱 函数 。 
由 于 取样 在 有 限 的 范围 , 必 有 渗 漏 。 为 了 减少 渗 漏 , 特别 是 谱 线 扩散 的 远 端 干 拢 , 可 以 
选取 比 式 (8.6.19) 更 好 一 些 的 数据 窗 ， 例 如 取 9 人 一 ga( 芒 (8.5.2 节 )。 
不 妨 将 函数 7()9(t/) 作 平移 世 >*t 十 /2 即 变 为 jd 十 ?/2)9(- 革 太公 )， 原 函数 经 平 


移 后 相当 于 对 谱 函 数 乘 以 绝对 值 为 革 的 因子 ee 72， 由 于 功率 谱 定义 为 谱 函 数 的 绝对 值 平 
方 , 故 了 (8) 不 变 。 对 六 9 作 平 移 相 当 于 以 数据 了 的 起 始 端 (一 0) 作 为 时 间 的 原点 。 即 把 窗 
口 [ 一 了 /2,， 2/ 23] 移 为 [0, 下， 故 不 妨 就 认为 :j 坟 定义 在 [0,， 2 上 ,而 9(tY 宛 为 对 应 于 窗口 
[0, 到 的 “数据 窗 ,于 是 

PG)~ 志 || gt/1)e-anttdi| =- 邓 | 7G (tearetd (8.6.22) 


如 果 取 9=9s( 见 8.5.2 节 ) 则 对 于 窗口 [0, 人 太 的 表达 式 是 





i<0 

1 1 

本 性-eos(20z 记 计 0<;t<0.057 
gt/ 四 =0e(t/ 四 = 1 0.057<ti<0.957 (8.6.23) 


过 
广 )| 0.95m<i< 


0 从 过 


可 尾 一 eos( 20zx 





45 
因此 , 如 命 1 村 为 {} 的 离散 傅 氏 变换 
mr- 马 ui -01 .YY-1 
NE 
则 有 


U(i4s) = 4 一 N/2 二 1< /2 
而 功率 谱 刚 为 本 二 


PE) 22- 1Ta| 一- 天 Ta (3.6.24) 


只 取 一 半 ; 1 一 0 1 …，NW/2 即 0 委 14s 和 7]2。 

对 于 快速 倩 氏 变 换 , 为 了 提高 方法 的 效率 和 编程 序 方便 , 通常 是 取 六 =2, 即 六 为 2 的 
整 次 笑 。 为 此 , 对 于 原来 的 时 间 序 列 { 方 }》， 在 必要 时 需要 截 去 一 段 或 者 补 加 一 些 0， 以 使 长 
度 必 成 为 2 的 整 次 宪 。 


功率 谱 的 估算 过 程 大 致 归纳 如 下 : 
荆 ， 对 原始 数据 截 去 一 段 尾 巴 或 补 加 一 些 0, 使 得 序列 长 度 太 =2", 由 于 
w== 太 的:g 人 /2 (8.6.2 
为 实 函数 , 它 的 谱 函 数 
Us) -| ui)e-2nttd (3.6.26) 


为 共 恩 对 称 , (一 ) = 忆 "(s)， 而 王 (s) 是 按照 绝对 值 定义 的 故 为 对 称 ， 即 已 (一 9) = 忆 (s)， 因 
此 只 须 考 虑 sg 二 0， 而 


PG@) 志 17 (3.6.27) 
实践 上 , 时 间 序 列 fb) 通 常 给 为 等 距离 散 样 本 的 形式 
亡 =J 丰 4， 7 一 0 1 六 一 工 (3.6.28) 
命 工 = 人 4 8=1T/ 4 4=9/N。 可 以 按照 3.6.2 节 的 方法 在 
邮 一 大 (74b9(0IT41[ 1，7=0, 荆 ,不 一 工 (3.6.29) 


的 基础 上 计算 
TU(1ds) 二 | 2 人 g 一 2xtz4of (1 一/ 4 如 Li B 一 2xi4 直 48 
一 上 /2 和 <N/2 即 184s| 过 81]2 
廊下 7，7=0 二 太一 二 了 = 和 4 
2， 使 用 适当 的 “数据 窗 9(t2 瑟 对 方 进 行 修正 
幼 一 方 9j 7? 一 0， 上 
批 处 9 可取 为 9a(8.6.23) 或 其 它 ; 
gj 一 9(I41 TI) 
由 一 II 一 0 二 太一 
3. 快速 算法 计算 实数 列 fo 小 的 离散 傅 氏 变换 
Dr 习 wi k 一 0， 二 ， 0 太一 芋 


4. 得 到 功率 谱 估 计 





ee 一 


al 
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Ps 他 [0 =0, 1 … ，N12 
此 处 如 =TAN4=I/P。 
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第 四 章 “曲线 拟 合 与 经 验 公式 


8$41 问题 的 提出 


先 看 一 个 最 简单 的 例子 。 
设 z 一 ”平面 上 有 五 个 点 , 其 分 布 图 形 和 观测 数据 (ce，gy) ,7 =1 2，…， 5 如 图 4.1 和 
表 4. 工 所 示 。 问 题 是 要 用 一 简单 式 子 未 这 此 点 的 关系 。 直 图 易 知 这些 上 天体 分 布 在 
直线 上 , 因此 可 用 线性 式 表 为 
4 一 4 十 0z (4.I.1) 








5 十 ] 

各 

本 二 2 

3 十 

? + 

1 4 

地 
1 | 2 3 4 5 6 了 b 9 司 
图 4.1 
这 时 各 观测 数据 大 体 满足 如 下 方程 组 ; 

ao 十 25 一 2.01 
CC 十 40 一 2.98 
ac 二 55 一 3.50 (4.1.3) 
c 十 8 一 5.02 了 
C& 十 90 一 5.47 


式 中 的 c、2 是 待定 参数 。 这 时 问题 简化 为 确定 参数 o. 8。 本 

确定 5、2 的 最 简单 方法 是 “ 选 点 法 ”。 这 时 在 给 定 的 五 个 点 中 ， 任 选 两 个 连 一 直线 。 换 

名 话说 , 从 上 述 五 个 式 子 中 任 选 两 个 联 立 便 可 解 出 58。 在 实际 问题 中 ,由 于 给 出 的 观测 数 

据 往往 带 有 误差 , 甚至 表达 式 本 身 也 是 近似 的 , 因此 选 点 法 确定 的 直线 一 般 不 会 同时 通过 给 

出 的 所 有 点 , 亦 即 这 样 确定 的 5、 不 会 使 上 述 五 个 式 子 同时 成 立 机 有 的 轩 玫 不 用 
“、2 的 值 也 有 差异 。 例 如 选 第 1 2 两 点 得 

ee 一 2.01 

二 40 一 2.98 


0 0400 于 


和 


选 第 2、3 两 点 得 
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十 40 一 2.98 4 一 0.9000 
en 有 解 1 
为 减 小 解 的 变化 , 可 用 “平均 法 ”， 即 把 上 述 五 个 式 子 分 为 两 组 ,并 分 别 求 平 均 ， 最 后 从 
这 两 个 平均 式 中 解 出 .3 痕 挫 适 趟 得 震 天 两 攻 图 维 组 得 
es 市 角 | 一 0.9748 
“8 采 并 绢 加 下 -和 .5014 
平均 法 的 解 也 随 着 分 组 的 不 同 而 有 差异 。 例 如 改 令 第 1 、 旦 国清 辣 窜 兆 人 其 窟 为 另 


1 TI 


1 六 册 记过 姓 清凉 愉 5 音 恶 基 焉 加 。 示 人 屿 工 尘 潜 


寺 氏 时事 牙 因 ,并 哄 直 
总 之 , 在 实际 问题 中 ， ea 这 时 列 出 的 方程 组 就 


会 出 现 互 相 矛 盾 的 现象 。 曲 线 拟 合 中 参数 的 确定 问题 , 实质 上 就 是 解 了 矛盾 方程 组 的 问题 。 选 
点 法 与 平均 法 只 是 解 矛 盾 方程 组 中 最 初等 的 方法 。 因为 它们 的 解 都 不 唯一 ， 而 且 在 不 同 的 
解 中 , 什么 样 的 解 “ 最 好 ”以 及 怎样 才能 找到 最 好 的 解 等 问题 尚 不 明确 , 因此 在 一 般 情 次 下 ， 
这 两 个 方法 仅 作 粗略 估 值 之 用 , 而 不 作为 正式 算法 。+ 、 
为 使 问题 明确 和 便于 研究 , 先 建立 待定 参数 好 坏 的 标准 。 
在 上 述 的 例子 中 ,如果 有 某 一 种 方法 可 以 确定 参数 c_8， 则 给 出 z 后 便 可 算 包 ， 记 作 
居 一 QG 十 bo (天 一 1，2，…， 呈 ) (4.1.3) 
这 里 的 忧 称 为 久 的 估计 值 。 如 上 所 述 , 由 于 数据 的 误差 和 表达 式 的 不 精确 等 原因 , 估计 值 
网 与 观测 值 久 是 不 完全 相同 的 ， 它们 之 间 的 差 常 称 为 “ 残 差 ” 记 为 
8 一 4 一作 一 信 一 (C 十 DO) (1 一，2，…，5) (4.1.4) 
由 于 在 原始 数据 给 定 的 情况 下 ， 残 差 仅 依赖 于 参数 c、 的 取信 因此 残 差 的 大 小 就 是 衡量 
被 确定 的 参数 c、8 好 坏 的 重要 标志 。 
可 以 使 用 各 种 各 样 的 原则 来 确定 参数 , 例如 ， 
(使 残 差 的 最 大 绝对 值 达到 最 小 , 即 令 





也 一 maX |ex| 最 小 
(2) 使 残 差 的 绝对 值 之 和 达到 最 小 , 即 令 
4= 之 |s| 最 小 
《3) 使 残 差 的 平方 和 达到 最 小 , 即 令 
4= 之 %# 最 小 


显然 , 单独 使 用 残 差 和 思 s 为 最 小 的 原则 并 不 充分 ， 因 为 即使 疡 #= 0， 也 不 能 避免 某 


些 残 差 的 绝对 值 很 大 的 情况 。(1) (2) 两 个 原则 是 较 自然 的 , 也 是 较 理想 的 , 但 计算 繁 难 , 远 
非 原则 (3) 来 得 向 单 和 常用 。 基 于 原则 (3) 得 到 的 参数 o、5， 通 常 称 为 最 小 二 乘 解 。 本 章 的 
重点 就 是 在 最 小 二 乘 意义 下 讨论 曲线 拟 合 和 经 验 公式 中 参数 的 确定 , 至 于 非 最 小 二 急 问 题 ， 
在 本 章 的 最 后 一 节 将 稍 有 涉及  ， 

内 线 拟 合 问题 的 特点 在 于 , 被 确定 的 直线 (或 曲线 ) 原则 上 并 不 特别 要 求 真 正 通过 给 定 
的 某 一 个 (或 一 些 ) 点 ,而 只 要 求 它 尽 可 能 从 给 定点 的 附近 通过 。 插 值 法 所 确定 的 曲线 要 求 
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通过 给 出 的 所有 点 。 届 于 全 在 观 如 误 益 的 数据 求 说 省 不 过 点 的 原则 显然 更 为 适合 。 央 为 这 
样 的 处 理 , 可 以 部 分 地 抒 淄 数据 中 全 在 的 观测 误 关 s in 

最 后 , 我 们 指出 , 柳 定 老 达 式 中 的 参数 并 稀 是 枫 线 拟 合 问题 的 全 部 。 则 线 拟 合 中 , 首先 
磁 到 的 问题 是 表达 式 形 式 的 确定 。 这 是 参数 仿 全 的 基础 。 但 是 ， 这 一 部 分 与 客观 实际 联系 
非常 紧密 ， 必 须 深入 实际 作 调 橙 研 窒 相 能 得 利 较 好 的 解决 。 然而 某 些 数 学 方法 有 可 能 补 
用 来 协助 解决 这 类 问题 ， 在 8$4.4 中 将 对 此 作 较 详细 的 讨论 。 此 外 , 用“ 样 条 函数 ”splins 
funetion) 作 虎 线 的 分 段 拟 合 是 国际 上 近 十 年 来 值 得 注意 的 动向 ， 由 于 第 -- 章 已 到 详细 介 
绍 , 这 里 就 不 介绍 了 。 


84.2 线性 模型 中 参数 的 确定 
4.9.1 基本 算法 


曲线 拟 合 和 经 验 公 式 中 参数 的 最 小 二 乘 佑 计 问 题 , 可 用 如 下 的 数学 语言 搞 述 ， 
“若是 关于 由 变量 入 和 待定 参数 玫 的 形式 已 知 的 函数 
9 一 放生 加) 《二 全 村 
今 给 出 (和 切 的 到 对 观测 值 ; 
(入 kz，V (有 一 工 ， 2，…， 儿 ) (本 


9 dan Fe 


要 求 确定 参数 已 使 


Q- 习 区 -JE B)] (4.2.31 

为 最 小 ”。 

这 里 的 下 可 以 是 单个 变量 或 2 个 变量 ， 即 

四 1 一 (oaxz，Tek， pp) (有 一 了 ，2，…，7) 
参数 玉 也 可 以 是 单个 参数 或 径 个 参数 , 即 
有 一 (64，03，……，bn) 
在 其 后 的 讨论 中 ， 我 们 一 般 都 假设 是 多 个 变量 和 多 个 参数 的 情况 。 有 时 为 突出 这 一 点 ， 式 
(4.2.) 与 (4.2.2) 也 分 别 写成 
WU 一 (Ca 0239，0 的 ，02， 0 

刊 | (ZX，0a1 “0 UVz) (有 一 了 ，2，，……， 亿 ) 
为 简便 起 见 ， 今 后 将 用 玉 或 广 表 示 刀 加， …， 因 中 的 任 一 个 。 对 于 身 变 量 ， 忆 或 所 亦 有 
类 似 的 意义 。 

为 使 Q 达到 极 小 , 各 六 应 满足 如 下 方程 组 ， 

















即 残 差 平 方 和 对 各 参数 的 侦 导 数 全 为 零 。 
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至 此 还 没有 对 函数 9 一 让 ( 导 , 妃 ) 作 更 多 的 限制 。 如 果 了 对 于 各 & 的 依赖 关系 过 于 复 
杂 , 则 (4.2.4) 式 亦 将 很 复杂 。 这 为 六 的 确定 带 来 极 大 的 麻烦 ( 见 84.3)。 在 本 节 , 将 从 9 是 
各 % 的 线性 函数 这 一 简单 形式 入 手 ， 这 时 假设 


4 一 bp0 十 Di021 十 DZs 十 … “十 DO (4. 色 . 5) 
这 里 有 一 个 参数 2 是 实际 计算 的 需要 。 为 使 其 后 讨论 方便 , 形式 上 加 设 一 个 变量 zo=1， 得 
V 一 0ozo 十 021 十 … 十 On0m (4.2.6) 
人 一 [or 一 太 和 了 玫 )]: 一 > [一 (boxok 十 DCiz 十 十 DmZmz)]” (4.2.7) 
-党 -2 习 [ 凡 一 (bozoz 十 DO 十 十 DonZmz)] (一 Ziz) 
他 Zoom 十 01 习 OHNOY 十 … +j 阅 WU 沁 全 一 当 mad) 
或 
于 强 - 8iob0 十 sdp01 十 ，…， “十 Smon 一 一 8iy (一 0， 工 ， 2， 2 7 
这 里 


8 一 局 (2， 7 一 0， 1， 2 ”3 2 
(4.2.8) 


- 安 aop 0C-0 了 2 
大 一 


当 观 测 值 (cmx YX38，“。”"， 化 mm 4 给 出 后 ， si 和 sw 都 可 算出 。 这 时 ， 方程 组 (4.2.4) 可 化 为 
soobo 十 solpi 十 … 十 gomom 一 soy 
si0bo 十 S1101 十 … 十 Simpbmn 一 8Sly (4.2.9; 


Smr0bo 十 Snib1 十 十 Snmpm 一 Sm 

这 一 方程 组 常 称 为 “法 方程 ”或 “正规 方程 ”， 它 是 bo 5，…，bm 的 十 工 元 联 立方 程式 ( 即 
o 十 工 阶 线 代数 方程 组 ) 。 在 %> 和 m 的 情况 下 ， 正 规 方程 一 般 有 唯一 解 。 由 观测 数据 算出 系 
数 % 及 右 端 s 之 后 , 便 可 用 诸如 消去 法 等 经 典 方法 解 出 go，55， …，bw。 在 计算 过 程 中 , 如 
果 注 意 到 系数 的 对 称 性 ssse 计算 量 可 以 大 为 节省 。 

例 ，84.1 中 最 前 面 的 例子 。 

把 9 一 5 十 pz 改写 为 

yy 一 0o 十 021 或 y 一 po0o 十 Di2 

这 里 bo、z2 即 原来 的 坟 5 zo=1， 即 原来 的 wx。 由 (4.2.8) 得 


Soo0 一 六 comor=5 
各 g 58 
一 Sn 一 化 二 化 1 一 = 
801 一 810 0XY1 说 1 
5 
= 一 Zizts 一 180 


5 5 
8oy 一 包 Zolrxr 匀 狼 一 本 .上 
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号 
817 一 1 OO1T 一 122 .83 


由 (4.2.9) 得 
| 57o 十 280: 一 18.98 


287o 十 190 一 122.83 
解 之 得 
人 ( 即 o) 
i 一 0.498253 。〈 即 2 
如 果 对 计算 结果 的 精度 有 较 高 的 要 求 ， 计 算 时 可 以 把 观测 数据 “标准 化 "， 即 作 尺 度 变 
换 ， 使 变换 后 的 各 个 量 ( 记 为 %, 9) 的 平均 值 为 0， 内 积 为 二 即 








工 总 =-0， 袜 (3=1 (4.2.10) 
锡 大 = 此 == 荆 
为 此 可 令 
ct 以 一 人 人 一 工 2，…，m， 1 一 1 2 mW) (4.2.11) 
Y 
其 中 
5 阅 oo， wo-MW 站 Co 一 翅 6 二 2 
无 了 K 一 二 
(4.2.19) 
5- 坟 习 wm- 宫 (- 玉 
原 表达 式 
b = Do 十 DO 十 Da 十 十 DoZm 
变换 后 可 化 为 
一 六 克 十 区 0 十 十 芭 01 (4.2.13) 
其 中 
六 一 站 -二 (一 荆 2，…，7m) (4.2.14) 
{《 
Do 一 一 (0 十 Da 十 … 十 Do2n)G (4.2.15) 
由 于 变换 后 的 式 子 (44.2.13) 不 显 含 bo 因此 相应 的 正规 方程 也 降低 了 一 阶 , 得 ， 
JJ1 吕 1 十 jisp9 十 …， 十 PimD 一 个 19 
yatD1 十 和 ss02 十 十 和 am00 一 人 ay (4.2.16) 


人 ol101 十 人 ngD2 十 …， 十 人 om ee 人 my 


怠 ”其 证 明 如 下 ， 


原 表达 式 可 写 为 ， 
久生 00 十 DT 十 十 Dao 


人 十 DZ 
2 守 ( 到 二 )+ .二 Du 径 ( 2 二 人) 二 oo 一 和 Ho .De /os 
本 十 Dr (一 Y 十 DZ1 十 ,… 十 Dazm)/oy 
上 式 两 边 对 求 和 ,并 注意 到 
守 罗 = 多 一 0 
| | 


便 得 (4.2.13) 改 (4.3.15) 。 








1 各 之 





其 中 9 类 似 于 34/ 
人 衬 oz 于 (wa 一 节 (2 一 一 划 ) (外 ， 二 了 7 
几 (4.2.17》 
一 启 2p 一 末 了 (zz 一 五 ) (yx 一作 (一 工 2， 





最 后 指出 ， 册 性 机 弄 中 参数 的 确定 问题 就 是 线性 矛盾 方 程 组 的 求解 问题 。 因此 相应 章 
节 ( 见 第 八 章 ) 的 算法 完全 可 以 用 在 这 里 。 


生 2.2 ”线性 模型 的 推广 
上 面 考虑 的 表达 式 
4 一 bo 十 0121 十 Daca 十 十 bn2Zm 
是 标准 的 线性 式 , 形式 简单 。 有 一 些 看 来 较 复杂 的 问题 , 往往 可 以 通过 “变量 变换 ”的 办 法 简 
化 成 这 样 的 简单 形式 。 下 面 可 用 具体 例子 作 说 明 。 
例 二 wy 一 bo 十 DC 十 Da02 十 Da03 
作 变 量变 换 
21 一 和 0， 为 一 从， 为 一 加 
则 表达 式 变 为 
4 一 0o 十 0421 十 0azs 十 0323 
若 把 ，2o，% 也 看 作 是 自 变量 ， 则 上 式 与 标准 的 线性 式 无 异 。 4.2.1 节 中 关于 解法 方程 确 
定 的 办 法 依然 有 效 。 当 然 有 关 式 子 中 出 现 mw 的 地 方 妥 相应 地 改 为 za 


例 2. 4 一 0o 十 衬 (ercosiz+5isin 2 ) 
式 中 的 co，ai，9s 也 是 待定 参数 , 现 分 别 改 为 go，0s，04, 并 作 变 量变 换 
条 一 Sm dz， 2 一 Sno27z 


2 一 C08S 10， 入 一 00S 20 


得 4 一 00 十 0121 十 Daz3 十 0sza 十 0424 
这 仍 是 标准 的 线性 式 。 
综合 这 两 个 例子 , 可 得 如 下 的 一 般 方 法 : 如 果 原 表达 式 为 
4 一 Do 十 Digi( 芋 ) 十 jag3( 素 ) 十 … 十 jngm( 屋 ) (4.2.18) 
这 里 的 gi( 有 下 ) (一 1 2 …，) 是 是 = (0 za， …，2o) 的 已 知 函 数 , 则 可 作 变 量变 换 
% 一 0 ( 忆 ) (一 1 2，.…，m) (4.2.19) 
把 原 表 达 式 化 为 标准 的 线性 式 
4 一 六 0 十 D324 十 Dazs 十 十 六 nz (4.2.20) 


使 用 4 和 .2. 工 节 的 算法 便 可 得 到 2w 的 佑 值 。 显 然 原 来 变量 的 个 数 2 可 以 不 等 于 re 
变量 变换 的 方法 ,不 仅 适 用 于 自 变 量 , 也 适用 于 因 变 量 y 和 待定 参数 go 
例 3. 人 1 一 0Bm 全 十 入 全 十 (和 和 一) 
式 中 的 4 也 是 待定 参数 。 今 对 两 边 取 对 数 得 
mo 一 ia 十 01z1 十 bs 十 03(zl73 一 十 ) 


日 “ 写 得 具体 一 点 即 ， gx 一 Op go 一 们 ，zax 一 更 (一 1，2，…， 4) 


全 天 
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作 变换 2 一 jn wy，bo 一 Inc，xzs 一 0103 一 工 


2 一 00 十 DO 十 Daca 十 aa 
这 是 以 ? 为 因 变 量 的 标准 线性 式 , 可 用 4.2.1 节 中 的 方法 确定 2s 不 过 在 得 到 mo 之 后 ， 需 用 
道 变换 式 求 c, 即 5=e。， 
这 样 用 于 确定 标准 线性 式 参数 的 方法 可 以 推广 到 下 述 形式 之 中 
太 (9) 一 co(bo) 十 cb)91( 蝇 ) 十 … 十 cm(bo)9m( 和) (4.2.21) 


入 品 


0 一 ?7 
(< = 0，1， 二 1》 
nr- soo，0-3 


R+ 1 二 


1R -本 
人 = 1 2，… ，》) 


3728 志 zpkl 





变换 否 







程序 使 用 者 给 出 
其 体 的 变换 民 ， 这 时 多 
9i(Z) 忆 zid = 1,2， mm) ms 多 
RKzp+t) 二 2zmti 













zt+ 3501 人 301 
CG =I1,2， se 未 谎 ， 说 寺 1》 
Zz421+ S4j31) 

(ii <) = 1 2， 9 扩 ? 济 十 1) 











出 口 


Ho 要 va 汪 太 和 iu 和 we 同 M9 Ar 和 ER 


2 
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式 中 Ap) 是 因 变量 Y 的 已 知 函 数 ; 
OIL 有) (一 十 7 0 ) 是 变量 及 一 (1， Z3，。"') 2Zo?) 的 已 知 函数 ; 
2(00 0 一 0 1 2，…， mm) 是 第 个 参数 玉 的 已 知 函数 。 显然 它 必 须 是 可 道 
的 ， 以 便 由 co 经 道 变换 求 得 Di。 
os 
一 般 而 言 ， 已 不 是 关于 y 的 残 差 的 最 小 二 乘 解 ， 而 只 是 新 因 变 量 (y) 的 残 差 的 最 小 二 乘 解 
Rs 但 是 在 实际 计算 中 ， 人 们 往往 只 关 
心 变量 变换 后 可 以 把 问题 简化 ,而 不 理会 这 种 变换 可 能 引起 解 % 的 差异 。 因此 ， 可 以 把 式 
(4.2.5) 与 (4.2.21) 都 称 为 线性 模型 而 不 加 区 别 。 
在 实际 问题 中 ， :有 时 由 于 各 次 观测 数据 的 精度 不 同 以 及 各 次 观测 值 的 差异 可 以 超过 几 
个 数量 级 等 原因 , 一 般 的 残 差 平 方 和 最 小 的 原则 已 不 适应 , 如 果 改 用 “加 权 ” 的 残 差 平 方 和 最 
小 的 原则 更 好 。 这 时 
Q= 家 pm- Go+Baa+aaa+ 二 Bao (2 


这 里 的 玉 2( 一 1， 2，…， 中 是 “权重 , 将 根据 实际 情况 给 出 。 一 般 原则 是 : 某 一 观测 值 的 重 
要 性 越 大 , 则 其 权重 也 越 大 。 对 于 加 权 的 情况 , 可 作 类 似 式 (4.2.6~4.2.9) 的 推导 。 为 确定 
205 仍 需 解 (4.2.9) 形 状 的 法 方程 , 但 sy 和 sy 要 相应 地 改 为 
一 习 Fucnmn 
利 《4.2.23) 
y 一 习 Fraoo 
因 变 量 y 的 变 RE 因此 , 可 用 加 权 的 观点 来 理解 
上 面 指出 过 的 这 种 变换 所 引起 的 解 的 变化 。 
最 后 指出 编制 线性 模型 的 标准 程序 时 , 应 考虑 变量 变换 的 灵活 性 ， 可 采用 图 4， 2 所 示 
的 框图 计算 gw 及 sw( 即 gwsa)。 


84.3 非 线性 模型 中 参数 的 确定 
本 节 要 讨论 的 模型 是 最 一 般 的 模型 
gy 一 万 ( 瑟 ,5 02 Do (4.3.1) 
其 中 了 可 以 是 参数 义 的 最 一 般 形 式 的 非 线性 函数 ; 忆 可 以 是 单个 变量 , 也 可 以 是 了 个 变量 ， 
即 下 = (zl， zs，…,zo)。 一 般 的 非 线性 问题 无 法 直接 求解 。 数 值 计算 中 , 通常 是 用 逐次 逼近 
的 方法 处 理 。 这 种 处 理 的 实质 是 逐次 “线性 化 ”。 


4.3.1I 基本 算法 一 一 高 斯 - 生 顿 法 
先 给 六 一 个 初始 近似 值 , 记 为 六 并 记 初 值 与 真 值 之 差 (未 知 的 ) 为 如 
六 一 50 十 机 (G 王 二 2， 7) (4.3.2) 
这 时 确定 2 的 问题 化 为 确定 修正 值 4。 为 确定 4， 可 对 函数 了 在 0 附近 作 台 劳 展开 ， 并. 
略 去 4 的 二 次 及 二 次 以 上 的 项 得 


三 (入 1， 02， ”” 0m) 二 Jo 十 - 访 狗 小 十 一 二 一 3 dd 十 … “十 2 到 d， (4.3.3) 
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式 中 


af _ a1( 0 0 下 一 下 (4.3.4) 


加 玫 CE 加， 多 | 
区 5 一 克 


D pe 
当 0 ”给 定时 ， 它们 都 是 自 变量 下 的 函数 可 以 直接 竺 出 。 类 似 上 节 (4.2.7) 的 推导 ,并 注 
意 近似 式 (4.3. 3) 可 得 


Q@= 翌 [ww-ACE 2 ps，…,， bn) 二 之 [ww -+ 就 Cym 本 




















2 _ 2 vs 2jo 3 4 ji 
丈 一 天 =2 袜 | % 一 (pet : 了 二 4)- 3 
二 oOjro 弥 ws Ojxo 站 这 加 
2|4 录 深 14 训 识 - 匀 性 ( 呈 7 (4.3.5) 
记 Du 3 
= 一 = 80 0 ) 1 一 es 
Cij 一 了 Dp， .00 (人 了 了 2 二 
(4.3.6) 
=- 忆 卫 .其 ( 因 一 记 ) 
入 可 得 关 似 于 他 2.9) 的 线性 方程 组 : 
ad 小 十 Cisda 十 … 十 Condo 一 aly 
ColLd1 十 Csasd。 十 十 Cand， Eee L2y 


一 人 
8 
WO 
一 

Sa 


0 路 十 Gosde 十 …… 十 Comm 人 dm 一 Go 
当 观 测 值 ( 马 。，g%e) 给 定 , 并 给 出 近似 值 280 后 , 系数 oz (也 是 对 称 的 ) 及 右 端 ww 可 按 (4.3.6) 
一 一 算出 。 因此 可 般 出 小， 进而 得 pb; 值 ; 
Di 一 0 十 4 (一 1，2，…， 仍 ) (4.3.8) 
当 | 44| 值 较 大 时 ， 可 令 当前 的 值 代替 夭 来 的 近似 值 50， 重复 (4.3.6) 算 出 os 及 ou 并 解 
(4.3.7) 得 新 的 和 (进而 得 z) 。 这 种 过 程 可 以 反复 迭代 , 直至 | 4| 的 值 小 到 可 以 忽略 为 止 
这 时 最 后 得 到 的 % 即 为 所 求 。 这 种 算法 常 称 为 高 斯 法 ， 也 称 为 高 斯 -牛顿 法 或 台 劳 展 开 法 。 
其 要 点 归纳 如 下 : 
(D 人 为 地 指定 初 值 80, 并 记 玉 = 十 4 把 求解 到 的 问题 化 为 求解 4 的 问题 。 
(2) 利用 会 劳 展开 式 ，4 即 为 线性 模型 的 待定 参数 , 借用 上 节 方 法 可 求 出 4( 即 把 这 里 
-的 多 一 名 看 作 是 上 节 的 因 变量 gw 2 看 作 是 自 变量 za)。 这 一 过 程 亦 称 线性 化。 
(3) 以 和 修正 8 人 人 (2 直至 4 小 于 允许 误差 , 再 次 修正 已 成 
为 不 必要 。 
求解 过 程 之 所 以 需要 反复 渤 代 和 修正 是 因为 关键 的 台 劳 展开 式 (4.3.3) 只 是 近似 的 式 
子 ， 因 此 得 到 的 久 也 是 近似 的 ,其 近似 程度 依赖 于 |44| 的 大 小 。 若 |4i| 较 大 ,目的 二 次 及 
一 次 以 上 的 项 就 不 能 忽略 ， 人 台 劳 展 式 的 近似 性 就 较 差 。 但 一 般 而 言 ， 经 一 次 修正 后 得 到 交 


二 Se weareeemermeegmeagmme are Amoerp mm 一 一 一 一 一 一 一 
Er 于 ne 
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5 虽然 还 不 是 真正 的 解 , 却 可 能 比 原来 的 X? 更 接近 于 真 解 ; 逐次 迭代 的 结果 ， 将 使 当前 的 
5 值 逐 步 通 近 真 解 。 这 也 可 以 理解 为 修正 量 |4| 逐次 缩小 。 当 | 4| 小 到 它 的 二 次 项 可 以 
名 路 时， 人 台 劳 展开 式 (4.3.3) 事 实 上 可 以 看 作 是 精确 的 式 子 89， 这 便 得 到 真 解 w。 如 果 送 代 
过 程 果真 氨 昭 上 述 方式 完成 ， 则 迁 代 称 为 "收敛 的 。 显 然 , 在 这 过 程 中 可 能 包含 着 大 量 的 反 
复 计 算 。 

非 线 性 问题 的 难点 , 远 不 是 很 大 的 计算 量 ， 而 是 适 代 过 程 有 可 能 不 按 上 述 方式 完成 即 
所 谓 ” 发 散 ” 现 象 。 这 是 因为 初 值 go 选 得 不 好 , 台 劳 展开 式 (4.3.3) 完 全 失真 ,迭代 得 到 的 
新 2% 有 可 能 比 原 来 的 从 "更 远离 真 解 ， 而 且 越 和 欠 代 越 糟糕 。 迭代 的 收敛 或 发 散 的 关键 在 于 
初 值 Wo 的 选择 。 对 于 不 少 问题 ， 要 选 一 个 较 好 的 初 什 有 时 又 是 困难 的 ， 为 了 放 镶 对 初 值 的 
限制 , 麦 压 脱 提出 了 修改 方案 。 


4.3.2 算法 改进 一 一 麦 夸 脱 法 


。 妻 夺 脱 法 与 高 斯 -牛顿 法 相似 , 其 差别 仅 在 于 迭代 时 确定 4 的 线性 代数 方程 组 改 为 : 
(ci 十 号 4 二 而 克 十 … 十 CimLd 一 Ciy 
0s1 小 十 (as 十 0 ) 十 … 十 Cemndw 一 Coy 


ComTI 人 小 十 Comads 十 本 十 (Cnm 十 地 ) 4 一 Coy 


即 在 原 方程 (4.3.7) 的 对 角 线 上 加 了 一 个 因子 4 (d> 0)9。 显然 当 d 一 0 时 才 夺 脱 法 退化 
为 高 斯 -牛顿 法 。 若 引入 记号 


(4.3.9) 


4 = (4 4 …， 4 


一 《aly，qa0，…，Qmd) 
可 以 证 明 ( 参 看 口 ]): 
(GD 当 Q 越 来 越 大 时 ,4 的 长 度 越 来 越 小 ， 并 以 零 为 极限 ， 即 
lim | 4 一 0 本 (4.3.10) 
(2) 当 必 越 米 越 大 时 ， 4 和 两 矢量 的 夹 角 7 越 来 越 小 , 并 以 零 为 极限 , 即 
lim >y= 一 0 《4.3.11) 


由 于 史 不 随 4 改变 ，(2) 的 结论 实际 上 指出 4 的 方向 将 随 着 4 的 增 大 而 逐渐 接近 mw 
的 方向 。 又 由 于 ay 方向 就 是 梯度 方向 (最 速 下 降 方向 ), 沿 着 这 个 方向 ,只 要 步 长 不 太 大 , 残 
差 平方 和 @ 总 可 以 逐渐 减少 。 所 以 ， 只 要 上 充分 大 ， 定 能 保证 下 一 次 欠 代 中 得 到 的 @ 值 比 
上 一 次 的 小 , 除非 当前 的 8 值 已 是 所 求 的 真 解 了 。 


加 ”被 忽略 的 水 的 二 次 及 二 次 以 上 的 项 的 系数 依赖 于 二 阶 及 二 阶 以 上 的 偏 导数 。 如 果 这 些 偏 导数 全 为 零 , 则 不 论 
水 有 多 大 , 式 (4.3.3) 总 是 精确 成 立 的 。 因 此 太 不 需 再 欠 代 。8 4.2 中 的 线性 模型 正 是 这 种 情况 。 在 那里 特别 令 如 = 0， 


则 有 Jo 三 0， -mm 0 因而 0 一 3101 一 58iy) 并 且 解 出 的 小 就 是 2 的 真 解 。 然而 在 非 线性 模型 中 ， 这 些 偏 导数 在 解 


的 附近 不 可 能 全 为 零 , 我 们 只 能 假设 它们 都 存在 并 且 有 界 。 
罩 式 导 .3.9) 实 际 上 是 使 


8- 宫 [w-(7jo+8 4+- 2 )] +a 袜 忆 
达到 最 小 的 水 应 满足 的 方程 ,这 时 8 亦 称 为 “阻尼 > 因子。 
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上 面 的 两 个 结论 , 提供 了 因子 刀 的 选 芭 原则 , 亦 即 在 收敛 的 情况 下 ， 为 减少 选 代 次 数 ，2 
宜 选 取 较 小 的 值 ; 仅 当 不 能 保证 相应 的 Q@ 值 比 前 次 小 的 情况 下 , 才 选 较 大 的 @ 值 。 因 此 , & 是 
随 迭 代 过 程 变化 的 。 例 如 可 以 给 出 如 下 的 具体 选取 方法 ， 
(D 算出 初 值 80 所 对 应 的 残 差 平方 和 ， 并 记 为 Q0; . 指定 一 个 常数 e (c> 二 例如 令 
c=10); 并 给 出 @ 的 一 个 初 值 do( 例 如 当 on= 工 时 , 令 do=0.01)。 
(2) 进行 下 一 次 闪 代 时 , 令 E 
d=ondo (oa= 一 1 0 1 2 3，.…) (4.3.19) 


这 里 的 “ 值 足 可 能 取得 小 些 ， 但 需 保 证 式 (4.8.9) 解 出 的 4 (进而 是 3) 相应 的 残 差 平方 
和 @Q 不 大 于 Qo,， 即 
Q<<Qo (4.3.13) 

也 就 是 说 ， 先 令 d=c-10o0) 一 do/e， 若 (4.3.13) 成 立 ， 则 这 一 次 迭代 完成 ;否则 令 
qd 一 ood 一 go 若 (4.3.13) 成 立 , 则 这 一 次 和 迭代 完成 ; 否则 令 d= cd, …。 根据 上 面 的 论证 ， 
只 要 4 一 cxd@) 充分 大 , 总 能 保证 (4.3.13) 成 立 , 从 而 结束 这 次 迭代 。 

(3) 以 员 天 和 @ 的 当前 值 ( 即 结束 上 一 次 迭代 时 的 值 ) 代 蔡 d0，5o 和 Q， 重 复 (2) 
作 下 一 次 迭代 , 直至 | 4| 可 以 忽略 , 迭代 过 程 收敛 9。 

这 便 是 麦 夸 脱 方法 的 主要 思想 。 具 体 的 计算 程序 将 在 4.3.4 节 中 给 出 。 计 算 经 验 表明 ， 
这 一 方法 确实 比 高 斯 -牛顿 法 有 效 。4.3.3 节 中 的 实例 计算 结果 表明 了 这 一 点 。 在 实际 计算 
中 , 高 斯 -牛顿 法 或 麦 夺 脱 法 都 可 以 进一步 改进 。 例 如 当 偏 导 数 太 复 杂 时 , 可 用 差 商 代 替 c35 ， 
又 如 为 避免 在 寻求 合适 的 @& 的 过 程 中 反复 求解 线性 方程 组 (4.3.9)， 可 用 近似 的 4 来 蔡 
代 ， 甚 至 可 用 其 它 方法 选取 合适 的 值 等 等 。 


和.3.3 实例 与 算法 比较 


晶体 振东 器 的 频率 是 随 温度 变化 的 。 为 使 频率 稳定 ， 简 单 的 办 法 是 使 用 如 图 4.3 记 
示 的 热 敏 网 络 来 补偿 B@。 网 络 的 输出 电压 玉 随 着 
温度 全 变化 。 它 作用 于 振 葛 器 之 后 ， 能 使 振 牙 
器 频率 也 随 全 变化, 但 要 求 这 种 变化 恰好 与 原来 
的 变化 相反 ， 以 便 相 互 抵消 ， 使 频率 最 终 得 以 稳 
站 

我 们 的 问题 是 ， 经 测试 ， 知 某 振 葛 器 需 按 图 





4.4( 或 表 4.2) 所 示 的 温度 -电压 关系 来 补偿 ， 要 求 开 
2 歼 o。 图 4.3” 热 敏 网 络 


口 有 了 虽然 疝 末 收 训 但 由 于 @ ~ co, 也 可 以 引 忆 14-， 因此 需 仔 细 鉴 别 , 见 4.3. 4 节 的 程序 。 
日 加 4.3 中 ,ww 表示 阻 值 为 信 的 电阻 ; 
os 人) 加 ee 
2 (站 一 Qi2 全 区 ) 
这 里 % 为 变化 参数 ; 
4 为 293" 开 ( 即 20"O) 时 本 电 阴 之 阻 值 
温度 了 用 绝对 温度 表示 。 ， 
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7( 估 ) 
吾 . 
6 二 
5 
长 
3550 250 270 290 310 330 了 (上 
图 4.4 温度 -电压 由 线 
表 4.2 (2x， Fa) 数据 












2 








了 


288.66575 3.750 





233.4035 4.202 12 
2 239 .35995 3.730 18 292.99200 3.966 
3 243.59735 3.493 14 297.68075 4.200 
4 249 .90110 3.252 | 15 303.37210 4.527 
5 254.20285 3,155 | 16 309 .73835 4.912 
6 258.05660 3.110 国 攻 : 314.01480 5.168 
人 262.54575 3.086 | 319.24615 .469 
8 268.73452 3.151 19 323.76605 5.713 
9 272.85824 3.218 20 337.75165 5.905 
10 | 5278.15804 3.357 21 332.77260 6.122 
1 283.27835 3.550 22 6.356 


339 .09160 


注 ， 温度 下 用 绝对 温度 表示 , 温度 的 读数 是 换算 出 来 的 , 因此 数位 较 多 。 
由 欧姆 定律 , 网络 中 各 量 的 关系 如 下 : 
人 
Me 
五 一 太 3 十 Care- 293 


2 (4.3.14 
D 十 Case (3 


王 __ 荆 \， 生 
站 三 下 (5 aiee 人 283 ] (4.3.15) 


jie" (二 人 二) 
bg 十 2 C4PB 7 “93 





二 (去 - 本) 
式 中 输入 电压 召 =12 伏 , 是 已 知 常数 ;as= 工 也 是 已 知 常数 (这 是 假设 的 ， 它 将 使 解 有 唯一 
性 ,并 使 计算 简化 。 如 果实 际 使 用 时 ,cs=100, 则 ，ba，2s 和 co 都 应 乘 100 倍 )。 因 此 网 络 
中 各 参数 的 确定 问题 , 就 是 曲线 拟 合 中 的 参数 确定 问题 , 其 表达 式 是 (4.8. 巧 ), 待定 参数 是 
1 5，83，di， cc5(m 一 6)， 观 测 数据 是 表 4.2 中 的 (7x，Fa) 大 一 1，2 mw 一 22)。 

对 不 同 的 初 值 , 使 用 高 斯 -牛顿 法 和 麦 夸 脱 法 的 计算 情况 见 表 4.3 至 表 4.6。 
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表 4.3 高 斯 - 牛 字 法 对 几 个 初 值 的 计算 情况 


















初 值 ai 0.02 0.04 0.1 0.2 
作 人 和 6.8472 13.5382 214.8361 | ，31.0192 79.9855 166.9445 


收 伍 时 的 选 代 次 数 










at 


初 值 


人 





人 293.1680 341.1420 382.5730 507 .2890 
收敛 时 的 迭代 次 数 9 -失败 失败 失败 


2 









亿 


岂 
让 
洋 
泣 


er 


5 |-0.023205450 | 0.06552070 | 0.1758245 | 0.2133135 | 0.2147570 | 0.2147405 | 0.2147405 
ba | 0.2218455 | 0.2746170 ] 0.3381135 | 0.3558180 | 0.3569820，| 0.3569855 | 0.3569855 
5 | 1.084085 “| 1.100250 “| 1.164690 | 1.135845 “| 1.141900 | 1.142065 | 1.142070 
0.010062 | 0.01306475 | 0.01328110 | 0.01141960 | 0.01161490 | 0.01162095 | 0.01162090 
cf | 4258.000 | 4034.290 | 4473.825 | 4695.850 | 4698.505 ”| 4698.075 | 4698.075 
c5 | 3737.605 | 3674.360 | 3824.090 | 3951.035 | 3950.975 “| 3950.680 “| 3950.680 
@ | 9.979615 | 0.7983040 | 0.03474510 | 0.00121607 | 0.00091597 | 0.00091595 | 0.00091595 


rr | -于 


1 0.1449170 | 0.1996885 10.2141980 10.2147445 | 0.2147405 | 0.23147405 























迟 薄 卡 - 涂 本 
及 



















za 0.3252305 | 0.3483100 | 0.3565255 | 0.3569815 | 0.3569855 | 0.3569855 
去 bs 1.818880 “| 1.122550 “| 1.139300 “| 1.141985 “| 1.142065 “| 1.142065 
夸 ao | 0.01576230 | 0.01121155 | 0.01152395 | 0.01161775 | 0.01162085 | 0.01162090 人 ee 
赔 cd 5000.965 4716.095 4701.390 “| 4698.240 | 4698.080 ”| 4698.075 Re 
c6 | ,3645.965 “| 3904.485 “| 3957.280 “| 3950.855 “| 3950.680 “| 3950.680 







0.00091595 | 0.00091595 
0.000001 “| 0.000001 


0.00091596 
0.000001 


0.03188835 | 0.00094167 
0.0001 0.00001 


% .533985 
0.001 









表 4.6， 初 值 稍 差 时 麦 夺 脱 法 先 on 














迭代 次 数 0 1 2 3 和 5 
G@ 79.98555 “|12.46410 8.753780 | 2.884910 |1.0.2829345 | 0.03519820 | (4.02056195 
六 0.001 0.0001 10 1 01 | 001 
和 迭代 次 数 | 7 8 9 10 11 12 13 
@ 0.00552958 | 0.00152503 | 0.00115947 | 0.00104530 | 0.00099057 | 0.00096073 | 0.00094245 
4 0.001 0.001 0.601 0.001 -0.001 0.001 0.001 
兴 代 次 数 托 15 ns 8 程序 控制 





名 0.00093310 | 0.00092870 | 0.00091623 0. 00091595 0.00091594 | 当 4 一 0.00000 对 | 


d 0.001 0.0001 0.00001 | 0.000001 | 9 .000o01 | 时 不 再 碱 小 
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计算 是 在 109 乙 机 上 进行 的 。 为 便于 对 比 , 初 值 的 6 个 参数 中 , 只 对 较 敏 感 的 cs 在 区 
间 (0.02, 1) 上 取 了 不 同 的 初 值 ,其它 固定 不 变 , 即 
0 和 一 0.5，8 和 一 0.5，2 纪 =1，c 纪 一 5000，c 加 一 4000 
若 14|/(G2 二 0.001) <0.00001, 则 认为 迁 代 收敛 , 结果 为 
1 一 0.2147405，2b 一 0.3569855， 53 一 1.142070 
oj 一 0.01162090，c4 一 4698.075， cg 一 3950.680 
残 差 平方 和 久 =0.00091595 
计算 结果 表明 , 对 于 高 斯 -牛顿 法 ，% 包 一 0.02 0.03,，0.04 都 可 获得 上 述 结果 , 但 c 吧 一 0.05 
或 更 大 时 便 告 失败 。 车 用 麦 夺 脱 法 , 则 当 o 纪 和 0.4 时 都 能 获得 上 述 结 果 , 这 比 高 斯 -牛顿 法 
对 初 值 的 要 求 放宽 了 一 个 数量 级 。 
“上述 例 子 是 有 代表 性 的 。 计 算 经 验 表 明 ,， 当初 值 较 好 时 ,， 才 夸 脱 法 计算 顺利 , & 值 逐 步 
下 降 , 收敛 过 程 与 高 斯 -牛顿 法 没有 多 大 差别 。 这 时 对 于 相同 的 允许 误差 而 言 ， 两 个 方法 的 
迭代 次 数 一 般 相差 甚 少 ( 见 表 4.8 。 对 于 高 斯 -牛顿 法 不 收敛 的 初 值 , 使 用 麦 夸 脱 法 则 有 可 
能 收敛 ， 而 且 有 时 迭代 次 数 也 不 很 多 ( 兄 表 4.4 特别 是 em=0.4 时 )。 但 完全 可 能 出 现 另外 
的 情况 ， 即 在 迭代 的 开头 几 步 , d 值 一 下 子 变 得 很 大 , 大 大 影响 了 收敛 速 度 ( 见 表 4.6)。 在 
这 种 情况 下 ,我 们 势必 为 寻找 结果 耗费 一 些 时 间 , 但 总 比 不 能 求 得 结果 好 一 些 。 当 然 麦 夸 脱 
法 放宽 对 初 值 的 要 求 也 不 是 没有 限制 的 。 实在 太 差 的 初 值 ,下 人 
况 , 或 掉 进 “ 坑 里 ”。 计 算 以 失败 告终 ( 见 表 4.4 中 >>0.5 的 情况 )。 在 上 例 中 , 当 G 和 一 
时 , 迁 代 四 步 以 后 , Q 值 从 341.1420 下 降 到 0.9920385。 上 上 后 次, 记 来 
还 是 在 不 合理 的 区 域 上 徘徊 ,致使 Q 值 总 不 小 于 0.35。 


人 .3.4 程序 
过 程 LSN(M NB, G, EE,，F，PD, 卫 , ERR,， MAXP，GN,，LIT)i 
使 用 说 明 
本 过 程 按 最 小 二 乘 意义 估计 经 验 公式 中 的 非 线性 参数 。 方法 包括 麦 寺 脱 法 与 高 斯 - 牛 
顿 法 。 算 法 与 记号 如 前 ,但 解 线性 方程 组 求 4 时 (这 里 改 为 C)， 先 将 as 标准 化 , 即 用 sy 一 
ou/WV 枉 V 矶 代替 原来 的 oo, 车 记 和 替换 后 的 解 为 尽 ， 则 六 一 下 W aw /au( 参 看 式 (4.2.14)) 
”此 外 , 当 wd100 时 ， 不 再 增 大 , 改 用 六 = 外 "十 岂 4 其 中 0<2<|L。 

现 将 各 参数 介绍 如 下 : 

使 用 者 需 定义 三 个 场 : Bl M]，G[H: M 二 1，BE[I1:H。 M 为 待定 参数 个 数 。 为 
观测 次 数 。B 在 计算 前 放 初 值 , 计算 后 为 结果 。 卫 是 自 编 算 残 差 的 过 程 。PD 是 自 编 算 偏 导 
数 的 过 程 。 说 明 时 , 这 两 个 过 程 都 要 带 参数 , 如 过 程 R(K) ,过 程 PD(K), 其 中 必 为 值 ,用 以 
指示 当前 应 计算 的 观测 点 的 顺序 号 , 计算 时 , 参数 依次 从 BLH，B[2]，…， B[M] 取 出 , 算得 
的 残 差 放 在 也 内 ， 偏 导数 依次 放 在 GL，G[3]，…， GLM] 内 。 了 BRBR 是 结束 迭代 的 人 允许 误 
差 ( 相 对 误差 )。 MAXP 是 最 高 的 迭代 次 数 。 在 GN = 工时 , 本 过 程 用 高 斯 -牛顿 法 ,其 它 情 
况 用 麦 夸 脱 法 。 计 算 结束 时 ， 各 残 差 依次 放 在 场 BE 内 ， 残 差 平方 和 放 在 了 内 。 LE 是 开 
关 , 它 应 含有 三 个 标号 ， 依 次 处 理 如 下 三 种 意外 情况 ，@ 选 代 次 数 已 达 MAXE 仍 未 收 伍 ; 
轩 麦 专 脱 法 的 因子 @=100 时 改 令 有 一 2 十 04 但 w 一 人 轿 迭 
- 代 中 和 矩阵 (csw) 的 主 元 素 为 零 。 
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部 悉 非 线 性 代数 方程 但 求解 的 读者 , 不 难看 出 , 本 过 程 也 可 用 于 此 目的 。 这 时 把 B 作为 
所 求 的 未 知 数 , 过 程 也 (区 ) 改 为 计算 0 减 去 第 习 个 方程 式 的 值 ( 即 一 工 乘 该 方程 的 值 )。 
过 程 LSN(M, N，B, G，EE, RPR，PD,，E，ERR,， MAXP,，GIN，LF); 
值 M, NM ERR, MAXP,，GN; 简 变 也 ; 
场 ”，B，G，EE; 过 程 也, PD; 开关 LEF; 
始 ” 简 变 D, D，Q，Q。，P，W 
场 Bo[L:M], 百 [1:M 二 思 ],A，Av[l:M, 1:M 十 如; 
过 程 SUMi; 
始 0 一 Q;， 
对 于 及 =1 到 酝 步 长 工 执行 
始 了 (KRK); 了 ->EE[IK]，EsE+TQ->Q 终 
终 ; 
Lo:0 一 了 P; 
若 GN=1 则 0>D 否 0.01->D; SUM; 
LP:P 二 1 之 P;, QQ B 人 Bu; 0 一 Ao， 
LA: 对 于 民 =1 到 玉 步 长 1 执行 
始 PD(K); EE(GR) 之 GIM+ 3 
对 于 I=1 到 M 步 长 革 执 行 
始 GU 一 Qi 
对 于 J=-I 到 M+L 步 长 1 执行 
QxG[ 可 上 +Ao[L 术 一 Ao[L 本 
多 


eu 


终 ; 
”对 于 I=1 到 M 步 长 1 执行 
始 Ao[L 了 一 Qi 
”车 Q<0 则 转 LP[3] 否 VSsQRTQ)->HI 
终 ; 
1/88QRT(Q HIM+1T]， 
对 于 I=- 工 到 M 步 长 1 执行 
始 瑟 口 一 Qi 
对 于 J=I+L 到 M+IL 步 长 1 执行 Ao[L, 四 *Q* 互 四 一 Ao[L 忆 ; 
Q/ 丽 IM+ 轨 一 五 加 
LD;， 若 卫 <0.0000002 则 否 D/10 之 DiT 之 双 ; D 一 Do 
LB:，Ao 一 人 A; 
对 于 IT= 1 到 M 步 长 1 执行 1+D->A[L T， 
对 于 I=-1 到 M 步 长 1 执行 
始 对 于 J=- TI 到 M 步 长 执 行人 A[L 刀 雹 AUJ 下 ; 
车 A 贡 , 口 =0 则 转 LF[3] 否 17AET 中 全 QQ 


orste y、 。、 直 mrrchci8i 和 和 乓 和 生生 和 机 4 措 各 人 拉 :不 入 HP 和 09 这 





对 于 J=I+ILI 到 MT+I 步 长 执 行 

AT 刀 *Q 之 AL 中 ; 

对 于 和 =I+I 到 M 步 长 鞋 执 行 
始 A[E, 电 全 Gi 


终 ; 
对 于 工 -M 到 工 步 长 一 执行 
始 对 于 J=I+IL1 到 M 步 长 TI 执行. 
A[I  M+ 寻 一 AI[J M+ 切 *A[T 太一 AII，M 十 可; 
A[I M+f*EHE[ID 一 GD;，Bo[D 上 GD 一 BDD 
终 ; 
械 ERR:SUMi; 
若 Do<D 则 否 
始 对 于 I= 工 到 M 步 长 工 执 行 
车 SABS(GI[ID)/SABSCGBDD) +0.001) 和 ERR 则 否 转 LDs; 
转 LEND 
终 ， 
LD。 若 Q<Qo 则 若 P<MAXP 则 转 PP 否 转 二 FU] 和 否 
若 GN=I 则 
若 P 一 MAXP 则 转 LP 否 转 工 FII] 否 ; 
车 D<20 则 始 10*D 之 D; 转 开 B 终 否 ; 
TW， 责 /4 一 到; 
若 双 =0 则 转 下 FL2] 否 ; 
对 于 TI= 革 到 M 步 长 1 执行 
Bo[I+TWxG[ 一 BID; 
SUM; 若 Q<Qe 则 转 P 示 转 工 Wi; 
LEND，Q 一 也 
终 


8$4.4 借助 数学 方法 选取 表达 式 
4.4.1 问题 的 提出 


前 面 两 节 , 我 们 介绍 了 表达 式 中 待定 参数 的 确定 方法 ,但 这 不 是 曲线 拟 合 问题 的 全 部 。 

划 线 拟 合 问题 中 首先 需要 解决 的 , 是 给 出 表达 式 的 形式 ,其 后 才 是 确定 这 个 表达 式 中 的 待定 
人 参数。 一些 简单 的 问题 ,或 变量 之 间 已 有 较 明 确 物 理 关 系 的 问题 , 要 给 出 一 个 玫 达 式 并 不 太 
困难 。 但 是 较 复 杂 的 问题 , 要 建立 一 个 有 效 的 表达 式 就 不 容易 了 。 在 一 些 问题 中 , 可 供 选 取 
的 自 变量 很 多 ， 我 们 不 但 搞 不 清 这 些 自 变量 及 待定 人 参数 应 该 以 什么 样 的 形式 出 现在 表达 式 
中 , 甚至 也 难于 辨 明 哪 个 变量 或 参数 不 重要 , 可 以 舍 去 。 这 就 提出 了 表达 式 的 选取 -与 变量 的 


对 于 J- 区 到 M+I 步 长 1 执行 A[K, 刀 -QxA 思 一 人 [本 


(en 
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选取 问题 。 

例如 , 在 气象 预报 中 , 预报 式 的 自 变量 可 以 有 当地 的 气温 、 气 压 和 湿度 , 以 及 邻近 一 、 二 
个 或 更 多 个 地 区 的 气温 气压 和 湿度 。 甚 至 太阳 黑子 及 大 气 环 流 方面 的 指标 与 此 都 有 关系 。 
而 且 这 些 指标 可 以 是 今天 的 数据 , 也 可 以 是 昨天 、 前 天 或 更 早 的 数据 。 这 既 有 选取 表达 式 的 
问题 , 也 有 选取 重要 变量 的 问题 。 

又 如 ， 忆 知 数 (在 人 za，…， 徊 处 的 值 为 户 ， 户 ，，…， ,Jo。 今 用 多 项 式 作 逼近 

gy 一 bo 十 i2a 十 3ac2 十 ，… 十 aa 四 


根据 数学 定理 , m 越 大 , 逼近 的 精度 越 高 。 但 实际 计算 表明 ,mm 过 大 时 , 不 但 求解 过 程 中 容 
易 发 生病 态 等 麻烦 情况 , 而 且 得 到 的 多 项 式 尽 管 在 各 人 处 的 值 与 访 很 接近 , 但 其 它 
产生 不 合理 的 波动 现象 。 所 以 , 在 实际 计算 中 应 避免 选项 过 多 。 这 也 提出 了 从 富 , 一 

2" 中 适当 地 删 掉 一 些 项 的 问题 。 

更 带 见 的 例子 是 实验 数据 曲线 、 图 表 的 公式 化 。 这 是 为 进 一 步 掌握 实验 结果 内 在 关系 

的 党 用 方法 。 但 是 , 使 用 电子 计算 机 作 计 算 时 ， 为 了 输入 和 计算 的 方便 ， 有 时 也 需要 把 大 量 
的 数据 、 ww Ce 在 石油 、 化 工 的 计算 中 , 这 一 点 较 突 出 。 
。 经 验 表 明 ， 它 对 选取 重要 变量 和 建立 表 
过 式 是 有 效 的 。 当然 , 由 于 实际 问题 的 复杂 性 ， 要 想 较 好 地 解决 问题 单 佑 数学 技巧 或 对 各 
种 函数 图 象 的 熟悉 是 不 够 的 ; 必须 深入 实际 , 作 一 番 调 查 研究 和 全 面 分 析 , 搞 清 其 物理 背景 ， 
才能 减少 盲目 性 , 并 收 到 效果 。 在 这 个 过 程 中 ,反复 计算 也 许 是 不 可 避免 的 。 

下 面 , 首先 介绍 选取 重要 变量 的 方法 ( 见 双 .4.2 节 ) ,然后 把 这 个 方法 应 用 于 选取 表达 式 
上 ( 见 4.4. 生 节 )。 实际 上 ， 表达 式 的 形式 仅 限于 式 (4.4.35) 所 示 的 一 类 之 中 。 





4.4.2， 妆 量 的 正 交 第 和 法 和 
这 里 讨论 在 线性 表达 式 中 选取 重要 变量 的 办 法 。 令 表达 式 为 
yy 一 b401 十 Da03 十 十 Da0m 本 (4.4 
观测 数据 为 
1 (cz Za eVog 1) (6 一 _ 2,: MI2) 
为 其 后 讨论 方便 ， 这 里 假设 9 各 个 变 呈 者 是 标准 化 了 的 即 平均 值 为 0 内 积 为 寺 


(G=1 2 om) (4.4.2) 


问题 是 从 太 个 自 变 量 由，za， …。wm 中 选取 几 个 对 表达 y 是 重要 的 变量 。 正 交 筛 选 法 正 是 
解决 这 种 问题 的 方法 。 
在 描述 筛选 法 之 前 , 先 引入 如 下 的 量 


怠 ”这 一 假设 不 是 必要 的 ,而 且 不 失 一 般 性 ， 因 为 由 8$84.2 中 式 (4.2.10) 一 人 .2.15) 的 讨 伦 可 知 ， 对 于 常见 的 另 一 
形式 

4 一 bo 十 Di01 二 bo0o 十 十 DoOCm 
可 通过 变量 变换 (标准 化 ) 化 为 人 .4. 了 的 形式 。 有 


3 < 轩 4 扩 本 扫 : 天 本 -名 为 -su92 和 和 甫 舍 本 乒 广 人 和 部 放 帮 让 
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六 Co 一 天 (or 一 
V 六 Go- 祝 @m- 玉 
ro 称 为 x 与 y 的 (线性 ) 相关 系数 ，| rs| 的 大 小 标志 着 两 个 量 中 的 一 个 量 可 用 另 一 个 量 线 


性 玫 出 的 程度 。 例 如 9 就 是 mm 的 线性 函数 ， 即 9 一 a 士 bw (5>0)， 则 rw 一 士 1 其 它 情况 
jre| <t。 闭 假设 y 是 标准 化 的 量 ，w 的 平均 值 为 零 , 则 可 简写 为 


moooo[V 0 四 (4 


Yo 一 (4.4.3) 


若 假 讽 y 与 % 5 都 标 化 的 量 则 


- 妆 coo 站 (4.4. 四 
这 衣 是 内 Se 
“下 面 可 以 看 到 相关 系数 rw 的 作用 。 
一 般 当 Y 用 wm 线性 表 出 时 : 四 
四 4 一 52 (4.4.6) 
其 待定 参数 由 84.2 得 ， 四 | 有 
ee Rs 裙 ong/ 宇 克 (4.4.7) 
在 oo 9 y 羽化 的 从 设 下， 易 知 3 一 rw 即 呈 
1 一 Yo 【《4.4.8) 
这 大 平方 和 汪 和 


Q- 袜 (4 一 fig0) 2 一 衬 风 -2rw 匀 zage+ 邮 衬 六 
一 革 一 2rawrt 十 99 一 二 一 ri (4.4.9) 
可 见 从 wzo， …， mm 中 选 一 个 对 表达 y 最 好 ( 即 残 差 平方 和 @ 最 小 ) 的 变量 , 就 是 选 使 re 
最 大 的 变量 mw。 换 句 话说 ,ws 可 作为 变量 选取 的 标准 。 
正 交 筛选 的 具体 计算 步骤 如 下 : 
( 引 选 第 一 个 变量 ; 即 在 人 如 上 记述 ,只 需 算 出 各 汉 与 9 的 


相关 系数 
一 王 AAS 局 (4.4.10) 


并 选 jra| 最 信者 ， 则 相应 的 mw 即 为 第 一 个 被 选中 的 量 。 为 方 全 起见， 假设 恰好 选中 2, 并 


令 


二 下 二 ra 《入 . 4. 于) ， 
am V 习 0 (4.4.12) 
虽 得 最 优 的 音 变 量 表 达 忆 


3 一 Y121 加 (4.4.13) 
有 


日 由 于 台 已 标准 化 , 加 驹 -1 加 此 信号 可 以 不 出 这 里 保留 分 母 的 目的 在 于 与 其 后 的 形式 一 致 ,其 后 
色 Co 名 )?#1。 
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《2) 选 第 二 个 变量 : 
G) 对 未 被 选中 的 变量 作 变 软 使 之 与 3 正 交 , 可 得 邓 
X 人 一 2 一 Cr 二 (一 2，3，…，7) 《4.4.14) 
这 里 的 cx 由 必 与 久 正 交 这 个 条 件 


袜 史 sx 一 0 (4.4.15) 
来 确定 , 即 
Ci 一 本 2 (4.4.16) 
(ii 对 y 扣除 用 2 线性 表 出 的 部 分 得 号 间 ， 
g 一 0 一 fa12a 《4.4.17) 


让 x) 中 选 对 表达 %9 最 好 的 变量 作为 第 二 个 被 选中 的 量 。 原 则 上 可 用 类 似 (的 办 法 算 
zx 与 %0 的 相关 系数 并 选 绝 对 值 最 大 者 。 在 实际 计算 中 ， 考 虑 到 从" 与 丘 正 交 ， 从 而 
二 与 多 的 相关 系数 等 于 zf 与 y 的 相关 系数 , 因此 可 以 不 算出 多， 并 改 为 算 友 y 的 


相关 系数 , 并 选 绝 对 值 最 大 者 : 
~ 写 ow/V 它 Cp) ni 
假设 惕 | 最 大 , 即 z9) 被 选中 , 令 


二 (4.4.19) 
aa / V 宫 ci > (z 恕 )2 4.20) 

则 得 y 的 两 个 变量 的 表达 式 
一 一 小 :424 十 人 329 (4.4.21》 


(3) 类 似 的 算法 可 选 出 第 3, 4 ，…，8 个 变量 。 在 此 基础 上 再 选 第 * 十 I 个 变量 的 方法 
是 : 
人 作 变 量变 换 得 新 的 on， 网 
0 一 2D 一 ci (一 8 十 s 十 2，…， 了 7) (4:4.22) 


其 中 
Cu 一 了 2 人 一 2 (4.4.23) 
以 保证 z 名 与， 正 交 。 
人 i) 计算 相关 系数 

7 多 一 写 ZX 名 or / 这 (cg 二 (4.4.24) 

并 选 |y 镶 ] 的 最 大 者 ， 以 确定 第 s 十 个 被 选中 的 量 。 设 设 < 被 选中 , 令 
at1 一 7 人 ， 《4.4.25) 
aa 2 (zc 人 ) (4.4.26) 


则 得 y 的 s+ 工 个 变量 的 表达 式 
g 一 人 和 十 az 十 … 十 和 ra+1284 (4.4.27) 


加 xz 与 yd 实际 上 是 用 zx( 即 拉 ) 表 达 轻 与 yY 所 得 的 残 差 。 


dosigrprernilsiiiaalriahimraivryrmmorereneo oz- 人 二 
0 本 和 


1 





人 


(4) 重要 变量 个 数 的 确定 ， 上 述 过 程 只 解决 每 次 从 指定 的 变量 中 选 出 一 个 相对 其 它 为 
优 的 变量 ， 它 没有 保证 这 个 相对 最 优 的 量 确实 对 表达 % 有 显著 的 作用 。 因 此 ， 要 给 出 一 个 
“显著 "的 标准 。 例 如 可 以 指定 一 个 m 值 , 车 

| rs| 疡 wo (4.4.28) 
则 认为 第 * 个 变量 作用 确实 “显著 ”, 准 其 选 入 , 并 作 下 一 变量 的 选取 试验 ; 否则 不 选 入 ,并 结 
束 筛 选 过 程 , 这 时 有 s 一 工 个 变量 被 选中 。 在 实际 计算 中 , 可 借助 数理 统计 的 方法 ， 建立 个 
比 (4.4.28) 更 好 的 检验 标准 , 即 构造 一 个 量 Fe 
万 = 人 一 3 一 已 全 429) 
IT 一 袜 rr 

并 指定 一 个 临界 什 0 以 下 式 代替 (4. 4.28); 
万 记 四 攻 4.30) 
一 般 取 Fe 一 么 若 希 望 多 选 一 些 变 量 ， 则 z。 值 稍 小 些 例如 丽 -2 五 o 一 1 反之 Fo 信 可 稍 

大 些 , 例如 本 =7，Fo=10 等 。 

(5) 人 2 转换 为 % 的 计算 : 上 述 计算 过 程 所 得 的 % 的 表达 式 是 关于 2 的 ， 即 


9 一作 向 十 Ya2 十 …… 十 faz (4 4. 
在 使 用 时 ， 党 希望 得 到 关于 2i 的 表达 邢 本 
4 一 01 十 boxs 十 ,十 bs0s (4.4.32) 


这 时 可 逐次 使 用 式 (4 4.26)，(\4.4.22) 作 闻 变换。 必须 指出 , 这 个 过 程 等 ee 


0 的 方程 组 : 本 
Y ; 衬 史 en 有 二 十 cb 了 司 二 
V (2 十 Css 本 “十 Case 0 一 3 


9 (2 妈 )3 2 人 二 和 


本 一 人 3 


(4.4.33) 


4.4.3 筛选 中 的 一 些 问题 


用 正 交 筛选 法 选 出 的 * 个 变量 ， 在 理论 上 和 实践 上 都 不 能 保证 | 它们 就 是 最 优 的 。 也 就 
是 说 ， 可 以 用 别 的 方法 找到 另外 的 * 个 变量 (它们 与 这 里 选 出 的 s 个 变量 至 少 有 一 个 不 相 
同 ), 它们 构成 的 y 的 表达 式 的 残 壮 平 方 和 不 大 于 这 里 选 出 的 * 个 量 相应 的 残 差 平 方 和 。 但 
大 量 来 自 实 际 的 问题 的 计算 结果 表明 , 这 种 差别 往往 不 是 本 质 的, 特别 当 s 不 太 大 时 , 它们 
往往 就 是 最 优 的 。 因 此 , 正 交 得 选 法 还 是 有 效 的 。 
正 交 短 选 法 的 计算 程序 不 难 编 出 ， 这 里 从 咯 。 但 是 必须 指出 ， 这 种 计算 办 法 的 存 贮 量 

和 运算 量 都 较 大 ， 从 闻 省 计算 量 的 角度 考虑 正 交 逢 选 过 程 的 全 部 晤 都 可 以 用 地 推 公式 来 
完 戌 。 例 如 


_G 在 数理 统计 中 ,此 量 服从 了 分布 ,自由 度 为 1 和 mw%-s 一 1。 
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习 xw= 袜 人 cg 一 ozoDg 习 秦 ?ww- cu 人 xD V 了 (zC 7)2 (4.4.34) 
这 样 ,不 难看 出 式 (4.4.33) 可 以 由 8$4.2 的 式 (4.2.16) 用 消去 法 得 到 。 因此 ， 若 把 选取 显著 
量 的 思想 用 于 消去 过 程 中 ( 即 按 8) 的 大 小 决定 消去 顺序 , 并 作 显 著 人 竹 检验 )， 也 可 以 收 到 同 
样 的 效果 5"。 本 书 回归 分 析 一 章 中 给 出 的 逐步 回归 法 正 是 这 样 做 的 。 

若 式 (4.4.30) 中 的 临界 值 Fo 很 小 (特别 Fo=0), 则 全 部 变量 都 被 选中 。 这 时 s 一 m, 正 
交 筛 选 法 与 8S4:2 指出 的 传统 算法 的 计算 结果 在 理论 上 没有 差别 。 但 由 于 算法 不 同 ,数字 
效果 也 可 能 不 同 。 此 外 当 自 变量 之 间 相关 密切 , 致使 法 方程 出 现 病态 甚至 退化 时 , 传统 算法 
将 碰 到 困难 , 且 得 到 的 解 % 的 精度 也 不 好 ; 而 正 交 簿 选 法 则 较 自然 地 回避 了 这 个 难点 ,因为 
引起 麻烦 的 变量 不 会 被 选 进 , 这 时 有 s<m。 

最 后 应 该 指出 , 正 交 簿 选 法 实际 用 于 变量 的 选取 时 ， 被 选中 的 变量 个 数 s 的 大 小 是 值得 
注意 的 。 只 人 靠 统 计 判 断 (4.4.29)，(4.4.30) 有 时 并 不 能 选 到 恰当 的 s 还 应 根据 实际 问题 的 
特点 予以 调整 。 对 于 哑 较 小 的 问题 ，* 不 应 选 得 太 大 。 特 别 是 为 各 种 预报 而 建立 的 表达 式 ， 
更 应 注意 不 要 因为 片面 追求 降低 残 差 平方 和 而 选取 过 大 的 s， 否 则 被 确定 的 ; 不 可 靠 ,往往 
随 着 观测 数据 的 微小 变化 而 产生 很 大 的 波动 。 此 外 , 经 筛选 得 到 的 变量 , 亦 应 联系 实际 问题 
加 以 分 析 。 但 这 种 分 析 要 仔细 ， 切 鼠 表面 和 马虎 。 例 如 有 些 变量 , 根据 经 验 是 非常 重要 的 ， 
但 筛选 时 没有 被 选中 , 或 放 在 很 不 重要 的 地 位 , 这 可 能 是 用 于 计算 的 这 些 变量 的 观测 数据 变 
化 甚 微 , 显 不 出 其 重要 性 。 这 意味 着 ,如果 在 今后 的 实际 情况 中 , 这 些 变量 只 允许 作 这 样 油 
小 的 变化 的 话 , 则 Y 的 表达 式 中 可 以 不 必 考虑 它们 , 或 不 必 作 为 重要 的 变量 来 看 待 它们 。 辐 
理 , 对 一 些 经 筛选 认为 是 较 次 要 的 量 , 它们 的 相应 系数 六 可 能 不 明显 地 具有 预想 的 性 质 (如 
符号 的 正 、 负 或 数值 的 大 、 小 等 ), 这 一 点 也 是 完全 可 以 预料 的 。 


4.4.4 表达 式 的 半自动 挑选 


-如 和.2. ? 节 所 述 ,变量 变换 的 方法 可 将 线性 模型 大 大 推广 。 寺 述 正 交 筛选 法 也 可 以 推 
六 到 如 下 模型 之 中 ， 
二 oo 二 aaCDm() 二 。 .十 cm(bn)9m( 丰 ) (4.4.35) 
其 中 1(o%) 是 因 变 量 的 通 数 ， 可 视 作 新 的 因 变 量 ; ci(b) 是 第 4 个 参数 六 的 函数 ， 可 视 作 新 的 
参数; %( 马 ) 是 变量 素 = (zi，za，…，zo) 的 函数 , 可 视 作 新 的 变量 参加 正 交 筛 选 。 由 于 变量 
变换 的 形式 是 多 种 多 样 的 ， 有 时 还 可 以 是 一 个 变量 的 各 种 初等 函数 的 组 合 或 几 个 变量 的 相 
当 复 杂 的 组 合 。 因 此 , 对 新 变量 的 自动 簿 选 , 可 代替 对 于 原 变量 可 能 列 出 的 形 如 (4.4. 35) 的 
大 量 表达 式 的 自动 挑选 这 也 是 正 交 筛选 法 的 一 种 应 用 。 
以 一 个 自 变量 为 例 ; 这 时 表达 式 可 以 从 自 变 量 z 的 各 种 初等 函数 (如 各 种 宪 次 、 指 数 、 对 
数 、 三 角 函 数 等 /的 线性 组 合 宁 选 取 。 也 就 是 说 , 可 以 把 
2Z，22，038，04 1/O， 1/z2，V2z， 1/V 2， 
Imz zincz， Inz/z， ez，cez， (4.4.36) 


sinZ，cosZ，2gsSinZ，Zc0s02 等 等 


作为 各 种 新 的 自 迹 量 0i， 用 4 和.4.2 节 中 介绍 的 正 交 筛选 法 选 出 一 个 项 数 不 多 的 表达 式 来 。 
例如 ， 记 为 4 一 户 (z)。 如 果 有 必要 , 因 变 量 y 也 可 以 作 一 些 最 简单 的 变换 , 如 
Iny， 1/y， 0 BC ” 等 等 《4.4.37) 


aas arE week 
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对 这 些 新 因 变 量 , 分 别 用 (4.4.36) 所 示 的 新 变量 作 正 交 筛 选 建 立 表 达 式 得 
my 一 户 (zZ) 或 9 一 en 
1/y 一 户 G) 或 9 一 1/a(o) (4.4.38) 
2 一 放 (Z) 或 4 一 In 户 (z) 
在 这 样 的 基础 上 , 可 以 根据 一 定 的 标准 从 中 选 出 较 好 的 表达 式 。 
这 种 途径 ， 完全 可 以 用 于 本 来 就 有 多 个 自 变量 的 情形 。 在 此 情况 中 , 当然 还 应 当 考 虑 这 
人 , 如 
oa0a，0O1/0a，、/ 240a ，01 ]n oa ;等 等 人 4.39) 
上 述 自动 建立 表达 式 的 工作 可 以 编制 成 通用 的 计算 程序 。 作为 通用 程序 ， 式 (4.4.36)、 
(4.4.37)、(4.4.39) 的 形式 都 可 以 更 多 一 些 。 但 应 注意 变量 变换 合理 :如 Z 一 0， 则 不 应 有 
1/z 的 变换 ; 当 “< 一 0 时 不 能 用 WV z 等 。 这 些 工 作 , 在 正 交 筛 选 前 ,程序 不 难 先行 处 理 。 例 
如 先 把 * 变 为 1T<z<2， 其 后 再 作 其 它 变换 , 一 般 都 不 会 再 遇 到 困难 。 
显然 , 上 述 的 表达 式 的 半自动 选取 方法 , 更 适用 于 对 表达 式 形 式 没有 什么 限制 , 而 且 精 
度 要 求 不 高 的 一 类 问题 。 经 验 表 明 , 这 个 方法 用 于 自动 控制 或 一 些 预 报 问题 所 需 的 表达 式 ， 
以 及 数据 曲线、 图 表 公 式 化 等 问题 时 是 有 效 的 。 
这 里 附带 指出 , 在 建立 表达 式 时 ,如 果实 际 情况 允许 , 五 可 以 使 用 插值 那 章 介绍 的 样 条 函 
数 来 建立 分 段 的 表达 式 。 这 时 每 段 的 表达 式 都 可 以 不 太 复杂 ， 但 总 体 效果 很 好 。 这 里 不 再 
介绍 。 


$45 随机 尝试 法 


这 里 将 研究 最 一 般 的 情形 。 首 先 表达 式 四 
4 下 (有 且 ) (4.5.1) 
取 可 以 是 线性 的 ,也 可 以 是 间 线 性 的 ;其 次 待定 参数 可 以 是 在 最 小 二 科 意 义 或 其 它 意义 下 儿 
出 。 
先 引 进 一 个 求 极 值 的 模型 。 设 
了 一 卫 (有 ,了 ) (4.5.2) 
其 中 下 是 已 知 量 , 它 可 以 是 一 个 向 量 或 矩阵 
恬 = (ba， 7 了 2Dm) 是 2 个 待定 参数 ; 
” 王 是 下 、 吾 的 任意 非 负 函 数 。 
问题 是 求解 使 工 为 极 小 的 召 值 。 在 某 些 时 候 , 还 令 妈 满 足 一 定 的 限制 条 件 。 
由 于 闷 的 任意 性 ， 这 个 模型 实际 上 包括 不 少 的 数学 问题 ， 特 别 包括 本 章 讨论 过 的 曲线 
拟 合 中 的 参数 确定 问题 。 例 如 当 表达 式 为 
/一 丰 ( 下 万) (4.5.3) 
如 果 要 在 最 小 二 乘 意义 下 求解 五 ， 则 令 
TI- 翌 [w-7(CEe 瑟 )] (4.5.4) 


此 外 也 可 以 在 非 景 小 二 乘 意义 下 确定 如 , 例如 求 召 使 得 
I 一 max |%u 一 7 和 站 b 吾 )| (4.5.5) 


1 出 
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=- 立 lm-7G DLL (5.6) 
达到 最 小 。 | 

由 于 允 的 任意 性 ， 要 给 出 一 般 性 的 有 效 算法 是 困难 的 。 尝 试 法 (或 称 搜索 法 ) 是 在 其 它 
方法 不 能 使 用 时 的 一 种 算法 。 通常 的 尝试 法 是 指 等 距离 的 网 格 尝试 法 ， 即 在 需要 尝试 的 区 
间 内 反 入 若干 个 等 分 点 作为 尝试 值 ， 并 逐一 计算 这 些 分 点 上 的 工 值 ， 当 全 部 计算 完毕 之 后 ， 
就 可 选 出 使 工 值 达 到 最 小 的 那个 尝试 值 作为 解 。 优选 法 也 是 一 种 尝试 法 ， 它 是 对 等 距离 的 
网 格 尝试 法 的 一 种 改进 , 在 待定 参数 个 数 较 少 的 情况 下 是 比较 有 效 的 。 这 里 介绍 一 般 的 随 
机 尝试 法 及 其 改进 , 先 从 一 般 的 随机 尝试 法 开始 。 


对 待定 参数 六 给 出 一 个 求解 区 间 ( 即 尝试 区 间或 搜索 区 间 ): 


Mn 一 4S<D<+4 《0 一 二 2 mi) (4.5.7) 
每 次 分 别 独立 地 产生 和 m 个 上 述 区 间 上 的 均匀 分 布 随机 数 569, 并 令 
已 一 (0，b3，…， bm) 一 《53，Ea sm) (4.5.8) 
作为 一 组 尝试 值 , 代入 下 式 计 算 工 。 
工 =-( 忆 , 马 ) 人 59) 
反复 产生 到 , 反复 尝试 (计算 了 ,就 可 以 得 到 如 下 序列 ， 站 
妥 由 再，…， 万 避 ) … (4.5.10) 
这 里 的 马 o 是 如 的 第 一 组 党 试 值 ， 至 e 是 满足 下 式 中 最 先 出 现 的 一 组 尝试 什 本 
(下 媚 ) < 五 (站 ,五 G) (4.5.11) 
或 了 一 TO 
(不 满足 上 式 的 召 就 被 舍弃 ,不 再 编号 , 下 同 ) 。 至 @ 足 清 足 下 式 中 最 先 册 现 的 一 组 如 值 : 
不 (下 ， 盏 ) 一 万 (下 ， 奋 9) 四 (4.5.12) 
其 余 类 推 , 可 知 与 吉他 5.10) 的 Bo 相应 的 Te 满足 下 式 ; 
了 0D>> 了 9) 证 工 D>> (4 未 13) 


可 以 证 明 , 只 要 名 是 独立 的 均匀 分 布 随机 数 ， 电能 得 到 使 了 为 极 小 的 号 值 。 


4.5.2 改进 的 随机 闪 试 法 
这 里 给 出 随机 党 试 法 的 一 种 改进 一 自动 收 六 求解 区 间 的 随机 尝试 法 。 显然 ， 尝试 区 


名 所 谓 (c， 切 区 间 上 的 独立 均匀 分 布 的 随机 数 ， 通俗 地 说 是 指 这 样 的 数 ， 它 可 以 在 (s， 已 区 间 上 的 任 -点 取 值 ,而 
且 前 一 次 取 值 与 后 一 次 取 值 无 关 ( 独 立 性 ), 但 从 大 量 的 取 值 来 看 ， 它 们 并 不 偏 简 于 (a, 切 区 间 上 的 某 一 局 部 位 置 ， 而 是 
均匀 地 分 布 的 。 这 样 的 随机 数 可 以 在 电子 计算 机 上 用 递 推 的 方法 近似 地 得 到 。 有 些 计算 机 把 产生 随机 数 作为 标准 子 各 
序 与 其 它 初等 函数 的 标准 子 程序 一 起 给 出 。 

下 面 介绍 一 种 产生 方法 : 例如 要 产生 (0， 220 区 间 上 的 独立 均匀 随机 数 ， 可 用 * 溢 同 作法" 道 推 得 到 

1jn+1 一 gm .(mod22) 
这 里 M 为 机 器 的 和 数 位 数 。mod2x 即 取 和 .X 的 乘积 的 后 M 位 。m 可 取 任 一 奇数 ,例如 m% 一 1; 3， 5,…, 等 。 和 是 不 超 
过 3 的 常数 ,一 般 可 取 和 一 52%+41( 是 正 整 数 ， 它 使 尽 可 能 知 近 22) 。 在 机 器 上 ， 如 果 把 最 后 一 位 二 进 制 数 看 作 是 1， 
则 oo 与 入 的 乘法 可 用 “不 规 舍 ” 的 双 倍 位 乘法 指令 实现 , 取 模 即 取 此 乘积 的 后 M 位 。 在 使 用 时 , 仍 依 习 惯 , 即 把 最 后 一 
位 二 进 制 数 看 作为 3-_%， 则 (0，220 区 间 上 的 随机 数 即 为 (0,，3) 区 间 上 的 随机 数 。 有 了 (0，1) 区间 的 随机 数 9， 就 不 难得 
到 (a, 思 区间 上 的 均匀 随机 数 关上 一 o 十 7 一 oa) 。 1 


1 
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闻 的 大 小 , 直接 影响 求解 效率 , 如 果 在 尝试 过 程 中 , 充分 利用 前 面 计算 挤 带 来 的 信息 ,不 断 缩 
小 求解 区 间 , 将 有 可 能 大 大 节省 计算 时 间 。 下 面 介绍 的 正 是 这 样 的 一 种 方法 , 具体 步 又 是 : 
(GD 指定 一 个 正 整 数 下 (例如 卫 =5), 仿照 4.5.1 节 求 得 了 组 值 : 


及 G)， 万 2 …， 用 (4.5.14) 
如 4.5.1 节 所 述 , 与 这 些 召 @ 相应 的 Te 值 满足 
TD> To)>。 TIm (4:5.15) 


(2) 指定 -个 正 数 (例如 一 2. 呈 及 一 组 权 序 “例如 环 ” 一 工 TITE 一 二 2 了 7， 
这 组 权 应 满足 下 述 关 系 ， 


厂 届 一 歼 @ 一 … 一 太一 《5.16) 
在 此 基础 上 计算 新 的 求解 区 间 的 中 点 ju 及 半 长 4 
一 六 丽 68/ 阅 厂 6G- 卫 2， m) (4.5.17) 


4 = \ 忆 GO(0D 一 扣 )3 人 他 


-Fo0p5 瑟 TO 尼 (=1 2，…， ro]) (4.5.18) 
”一 般 而 言 ,新 的 区 间 将 有 可 能 具有 我 们 所 期 待 的 性 质 : 即 卢比 原来 的 更 接近 六 的 真 解 ， 


秋 比 原来 的 大 为 缩小 。 
(38) 以 新 的 内、 涉 代 蔡 原来 的 、 如 并 重复 上 述 计算 步骤 (D 、(2), 直至 下 述 条 件 得 到 


满足 ; 
Inax (4 (十 0.001) ) <sl (4.5.19) 


或 


To<e (4.5.20) 
其 中 st、ss 均 为 给 出 的 允许 误差 。 


于 .5.3 在 实际 计算 中 应 注意 的 事项 
自动 收缩 求解 区 间 的 随机 尝试 法 是 一 种 经 验 性 和 技巧 性 的 方法 ， 因 此 下 面 有 必要 对 实 
际 计算 中 应 注意 的 事项 稍 加 说 明 ， 
(D 实 的 大 小 值得 注意 。 过 大 起 不 到 收缩 区 间 的 作用 ， 过 小 又 容易 把 求解 “引入 死 胡 
同 ”( 即 正在 尝试 的 求解 区 间 已 不 包含 真 解 了 )。 第 一 轮 收缩 时 ,了 例如 可 取 4、5、6 等 值 。 其 
后 各 轮 收缩 时 ,了 值 不 变 。 但 为 了 提高 效率 只 要 有 了 两 组 新 召 值 , 就 可 收缩 , 不 足 的 允 一 2 组 
刀 值 , 可 用 上 一 轮 最 后 出 现 的 补 齐 。 
(2) 至 避 不 真正 取 瑟 的 第 一 组 尝试 值 , 改 为 取 前 忆 次 尝试 中 的 最 优 值 (例如 尼 一 30m)。 
(3) 上 述 算法 有 可 能 导致 新 的 尝试 区 间 越 出 最 早 给 出 的 区 间 ( 当 e 较 大 时 , 更 易 出 现 )， 
最 终 解 也 因而 可 能 在 最 早 给 出 的 区 问 之 外 求 得 。 这 是 本 算法 的 一 个 优点 。 但 是 对 于 解 的 范 
围 有 一 定 限 制 的 问题 , 应 稍 加 处 理 。 
“ 约 如 果 在 某 组 至 ie 之 后 ， 虽 经 很 多 次 尝试 , 仍 不 能 获得 至 exD, 则 可 改 令 1 一 至 @， 当 
前 的 4 的 J75 作为 新 的 4, 强行 收缩 。 
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(5) 尝试 区 间 要 合理 ， 以 免 造 成 计算 工时 的 困难 (如 溢出 )。 此 外 , 在 曲线 拟 合 问题 中 ， 
7 值 将 随 着 观测 顺序 号 刀 的 增加 而 增加 (不 减 ), 因此 , 在 每 次 尝试 中 , 不 必 等待 %% 个 观测 点 
算 完 便 可 判别 这 次 的 工 值 是 否 大 于 当前 最 小 的 工 值 。 也 就 是 说 , 算 一 个 点 , 判别 一 人 次。 这样 
可 以 大 大 节省 计算 时 间 。 经 验 表 明 , 当 尝 试 次 数 较 多 时 , 不 论 ”% 值 有 多 大 , 每 次 尝试 所 需 计 
算 的 观测 点 数 , 平均 而 言 不 超过 2。 

(6) 对 于 给 出 的 尝试 区 间 (4 一 4, /十 4) 一 般 总 认为 解 落 在 该 区 间 的 中 间 部 分 的 可 能 
性 大 。 独 立 均 匀 分 布 的 随机 数 不 能 反映 这 一 点 。 为 此 , 可 以 交替 使 用 独立 的 均匀 分 布 随机 数 
和 独立 的 三 角 分 布 随机 数 昌 。 

这 里 提供 的 方法 ， 既 考虑 到 提高 计算 效率 , 也 考虑 到 不 要 把 解 “ 引 入 死胡同 ”。 当 然 ,不 
论 在 理论 上 还 是 实践 上 都 不 能 保证 这 种 算法 一 定 成 功 。 特 别 是 对 于 有 多 解 而 且 各 种 解 靠 得 
很 近 , 或 五 ( 忌 , 如) 对 于 如 而 言 变化 激烈 的 问题 , 随机 尝试 法 是 难以 收 到 良好 效果 的 。 

随机 尝试 法 的 算法 简单 , 通用 性 强 , 对 于 曲线 拟 合 中 各 种 意义 下 确定 如 都 同样 方便 ,而 
且 对 召 附加 若干 限制 也 易于 处 理 。 但 一 般 而 言 ， 它 耗费 机 器 时 间 较 多 ， 仅 作为 应 急 或 其 它 
数值 方法 无 效 时 之 替代 手段 。 计 算 经 验 表 明 , 对 于 重复 计算 次 数 较 小 的 问题 , 如 果 对 其 它 算 
法 的 把 握 不 大 , 或 没有 其 它 现 成 的 算法 程序 , 则 采用 随机 尝试 法 , 有 可 能 在 一 次 上 机 计算 中 
花费 不 多 的 时 间 取 得 结果 ， 从 而 大 大 节省 人 的 劳动 和 缩短 解 题 周期 。 对 于 精度 要 求 较 高 的 
问题 ,本 法 常常 可 以 提供 一 个 较 好 的 初 值 。 

下 面 是 两 个 数字 例子 ; 

例 1 曲线 拟 合 问题 ， 

给 出 10 个 观测 点 (ce， wx) 公 一 1，2, …，10),， 并 指定 表达 式 的 形式 为 9 一 到 十 baz, 要 求 
D、 bs 使 一 人 gz 一 (0 十 Do28) | 3 


此 题 的 真 解 已 知 为 0 一 二 03 一 2 在 利用 随机 尝试 法 (有 收缩 区 间 ) 求 解 时 ， 故意 令 真 解 
落 在 给 出 的 求解 区 间 的 边缘 上 , 其 中 六 的 求解 区 间 为 (1 3), 即 太一 2 一 力 的 区 间 为 
(0 2， 即 一 二 4 一 lt。 在 109- 人 2000 次 尝试 (3 秒 钟 ) 获 得 的 结果 与 真 解 
的 前 5 位 相同 。 
例 2 解 非 线性 代数 方程 组 
下 列 三 个 未 知 数 的 非 线性 代数 方程 组 来 源 于 高 温 人 燃气 热力 计算 
Ji(Z1，0s，0s) 一 07(21 十 0a) 十 20s 十 2P5 十 Pe 十 也 十 PP 一 0 
Pa(ca，2za，0a) 一 ( 工 一 as) 人 十 2 十 (2 一 as)zs 十 2P4 十 PP 二 Pio 一 0 
aa(ci，2zs，2a) 一 2 十 Za 十 Za 十 卫 十 万 十 PP 十 也) 十 Ps 十 局 十 Po 一 aio 一 0 
其 中 心 (G6-L 2 …，10) 为 已 知 常 数 ， 
PC 一 沁 5，…，10) 都 是 如 、za、zs 的 函数 ， 具体 形式 是 : 


CO 了 5 一 OZa/ cas 


4 


日 ”例如 《~ 蕊 区 间 上 独立 的 三 角 分 布 随机 数 思 ,是 指 这 样 的 随机 数 : 它 可 以 在 (一 l 了 蕊 区 间 上 任意 一 点 取 值 ,而 
且 前 一 次 取 值 与 后 一 次 取 值 无 关 (独立 性 ), 但 从 大 量 的 取 值 看 ， 它 偏 倚 该 区 间 的 中 部 ， 即 取 值 最 多 的 是 0 附近 , 离 0 越 
远 , 取 值 可 能 越 小 , 其 频率 呈 一 个 等 帮 三 角形 状态 。 

这 样 的 随机 数 可 用 二 个 独立 均匀 的 随机 数 全 各 因 [ 都 是 (0 了 区 间 上 的 ] 相 减 得 . ， 4Y 9 一 侯 一 他 。 从 (一 本 上 的 


三 角 分 布 化 为 (a, 芒 上 的 三 角 分 布 #, 可 用 变换 上 =a+ 包 二 人 (41 。 


5 本 机 束 ， 
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Po- Cs V mw Pi sa TH1Z9 





人 (2 十 23) (o 十 0a WA aa 人 ) 


化 1 


卫 ,=-ao(2 十 Za) ， (1+L/as V/ oz ) 
9 一 7 | 
了 Po 一 0 A/ as zs/ 好 


在 利用 随机 尝试 法 (有 收缩 区 间 ) 求 解 时 , 令 工 一 及 十 及 十 及， 学 试 区 间 都 是 (0，0.6)， , 即 上 一 
0.3, 4-0. 3 (it-- 卫 2， 3)。 在 109- 乙 机 上 经 14300 次 尝试 (380 秒 ) 得 解 ; 
和 =0.1416475 。 m 一 0.5114150 。 za 一 0， 3770055 


与 真 解 的 前 4 位 相 同 。 人 30 个 ,效果 近似 (尝试 次 数 都 在 2 万 次 左 有 )。 


国 下、 了 
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”第 五 章 回归 分 析 


$51 回归 问题 
回归 分 析 计 算 的 中 心 问题 ,就 是 根据 由 变量 组 


(2z 43， 2 mij 9) 


得 到 的 六 组 观测 数据 
(201， 化 n3 “和 化 )gp; 1 ) (5.1 .并 
名 一 上 2， 人， 六 全 公 
对 线性 回归 方 和 四 
g 一 Bl 上 二 im 十 Raoa 十 … 十 Ruan 十 so++ 阅 BarHe 人 .1 


进行 最 佳 拟 合 , 研究 因 变量 y 和 自 变 量 wm，za, …， xzn 之 间 的 关系 ,预报 或 控制 因 变 量 y 的 
取 值 。 本 
在 实际 问题 中 , 假定 六 组 观测 数据 (5.1.1) 满 足 线性 回归 方程 (5.1.2), 即 
久 一 Bo 十 阅 Bais 二 ai (5.1.3) 
久 一 本 2，，…， 六 
并 把 因 变 量 y 思 做 预报 量 ，ci' za，…，zn 叫做 预报 因子 。 

在 回归 方程 (5.1.2) 《5.1.3) 中 , 回归 系数 8o，B,，…，B。， 是 未 知 的 待定 参量 ，s 是 随 
ER s 或 然 因素 存在 形 
成 的 随机 误差。 一 般 假 定 各 次 观测 过 程 中 出 现 的 随机 误差 ev(n=1, 2, …, 太 ) 相 互 独 立 ， 
服从 数学 期 望 为 零 . 方 关 为 c 的 正 态 分 布 。 为 简单 计 ， 今后 把 数学 期 望 为 从 方差 为 o 的 
正 态 分 布 , 简 记 为 W(w, ac23) 。 例 如 , 将 数学 期 望 为 零 ,方差 为 “的 正 态 随机 误差 。， 简 记 为 
8s~W(0, oa2)。 

现在 ， 我 们 用 一 个 简单 例子 ， 说 明 上 面 提 到 的 一 些 概念 。 

在 用 转炉 炼 钢 过 程 中 , 每 炉 钢 的 钢水 重量 要 求 给 于 预报 和 控制 , 取 为 回归 方程 中 的 预报 
量 y。 炼 钢 过 程 中 ,影响 钢水 重量 的 一 些 可 控 因 素 , 如 竞 入 转炉 里 的 铁水 重量 , 废钢 矿石、 
石灰 石 等 副 原 料 的 加 入 量 , 供 氧 的 情况 等 , 取 作 自 变 量 。 要 求 我 们 研究 它们 之 间 的 关系 , 奸 
立 进 行 预报 和 控制 的 回归 模型 (5.1.2)。 炼 钢 过 程 中 的 观测 误差 和 其 它 一 些 或 然 误 差 , 作为 
回归 方程 中 的 误差 项 s。 在 每 个 炉 役 中 , 除 一 些 可 控 因 素 外 ， 每 炉 钢 都 是 在 大 致 类 似 的 条 件 
下 治 炼 的 。 炼 钢 过 程 中 得 到 的 观测 数据 , 有 着 大 致 相同 的 精度 。 根 据 上 述 诸 点 , 可 合理 地 假 
定 误差 项 e, 相互 独立 地 服从 六 (0，c2) 分 布 。 

在 回归 分 析 计算 中 , 要 解决 的 主要 问题 有 : 

(了 根据 给 出 的 六 组 观测 数据 1. 巧 ， 给 出 回归 系数 Bu， …，p。 的 最 小 二 乘 估 
计 值 go，5，…;Dm( 人 参见 85.2), 定量 表示 y 和 wm, za …，zn 之 间 的 关系 。 对 和 佑 计 值 六 进 


十 生生 3 市 和 十 训 
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行 统计 检验 , 给 出 这 一 估计 的 可 车 性 。 

(2 根据 自 变 量 (za，zs，…，zm) 的 一 组 观测 值 ， 预报 因 变 量 y 的 取 值 ， 并 且 给 出 预报 的 
精度 , 即 给 出 。 未 知 方差 的 估计 值 。 

回归 分 析 是 一 类 应 用 范围 很 广 的 统计 分 析 方 法 。 它 在 一 般 数 据 处 理 、 产 品质 量 控制 . 建 
立 自 动 控制 数学 模型 .曲线 拟 合 , 以 及 气象 水文 .地 震 等 预报 中 , 都 有 着 重要 的 应 用 。 


53 法 方程 
ee 下 2) 中 回归 系数 Ap， ， ”””? An 的 估计 值 0 031， ”2 0。， 记 


一 bo 十 Do 十 Dazns 十 … -十 man 一 zo 十 Di0n 8 (5.2.1) 
叫做 yy, Rs 它们 之 关 
一 名 一 多 一 % 一 (十 iow (5.2. 
叫做 预报 残 差 。 
最 小 二 乘 估计 的 原则 是 , 定 出 估计 值 bu， 和 ma，…，2o， 使 残 差 平方 和 
Q= 袜 尖 - 习 区 一 (io+ 习 jad] (5.2.3) 


最 小 。 今 后 , 在 不 致 发 生 混 淆 时 , 记 
和 


玄 Dion > 六 0 


对 给 定 的 六 组 观测 数据 (zua， Qnrn3，“”…“， 化 nj yu)， 残 差 平方 和 QQ 是 待定 参量 0， 5 ”3 
po 的 二 次 函数 , 非 负 , 最 小 值 存 在 。 根 据 数学 分 析 中 的 极 值 原理 ， 选 取 2o，b5，…，b 使 驴 
最 小 的 条 件 是 : 


5Q _ 
DOD 
对 《一 0， 1 风 机 成 立 ， 即 名 对 刀 的 偏 导 数 全 部 为 0。 
2Q 
由 -这 -0 得 到 
习 w 一 po 一 瑟 bzod =0 
即 之 % 一 0 
j= 开 瑟 % 一 了 人 ( 翅 o)-3 一 习 1 9 
这 里 
9 一 六 之 gj 


一方 习 mu (一 工 ， 2， "9 2712) 


分 别称 为 预报 量 y 和 预报 因子 w 的 均值 。 把 (5.2.4) 代 入 (5.2.3)， 整 理 后 ,得 到 残 差 平方 2 
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Q- 字 [Gy 一切 一 闻 和 ee 一 区 了 (5.2.5) 
根据 梁 -0 在 i=1, 2,，…, 么 时 ,有 
[(% 一切 一 之 六 (zw 一 区)] (xn 一 2 一 人 


中 
etcu- 动 -0 (5.2.6) 
由 此 可 得 | 
之 0 2 (cu 一 2 (on 2) 人 之 (Zn 一 Zi) (on 一 攻 
记 又 乘 和 
区 一 之 (om 一 0) 《2 一 2) 
儿科 ce 天 人 


得 法 方程 站 
1001 十 0ab0s 十 … 十 站 nDm 一 六 y 
72101 十 7sop3 汗 人 十 fomnpbn 二 一 12y 


和 


(5.2. 太 


1oip1 十 josbs 十 二 十 ormnbn 一 fory 
因为 久 一 2 法 方程 (5.2.7) 的 系数 矩阵 


ji 0 人 8m 


人 
(= 加 (5.2. 吵 


oa Wi 人 Von 


是 对 称 的 。 如 果 (1u) 可 逆 ，(5.2.7) 有 唯一 解 
2 1 ly 


-0 车 ”| -Go| > (5.2.9) 
网 jn 
这 里 记 
(区 ) 一 《80 于 
根据 (5.2.5)、(5.2.6), 残 差 平方 和 
Q= 己 [一切 之 Don 一 旨 ] 
一 之 (0 一 幼 [( 一 幼 一 2t(on 一 2] 
号 之 久之 [Cn 一 幼 这 之 Do 一 2 (Za 一 2 
一 之 ( 久 一 切 ” 2 忆 0(ce 一 如 (2 一 幼 
= 之 b 之 eu(2m 一 ) 
一 名 一 之 Du (5.2.10) 


Re -pas ha 4 ve Ta eng 1 
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其 中 
及 一 忆 人 On 一切 ， 

当 六 六 mm 时 ,利用 (5.2.10), 可 以 更 快 地 算出 的 数值。 
$ 5.3 法 方程 解 的 统计 性 质 
这 一 节 讨论 85.2 中 给 出 的 各 个 估计 量 多 加。 @ 的 统计 性 质 , 给 出 它们 的 数学 期 望 . 方 
差 和 协 方差 , 从 而 给 出 它们 的 估计 精 记 和 进行 统计 检验 的 方法 。 这 里 得 到 的 结果 , 构成 了 回 
归 分 析 的 理论 基础 。 它 不 仅 加 深 我 们 对 回归 分 析 的 理解 ,而 且 给 出 了 后 面 将 要 介绍 的 逐步 
回归 算法 的 理论 依据 上 2:9。 对 只 想 尽 快 掌握 逐步 回归 算法 或 只 用 回归 模型 解决 诸如 曲线 
拟 合 一 类 问题 的 读者 , 可 越过 这 一 节 ; 需要 时 , 再 返回 来 研究 。 
根据 85.1 中 的 假定 , 线性 回归 模型 
仿 一 Bo 十 之 ons 十 Br 
中 的 自 变量 zs 是 一 般 变量 ，e, 是 随机 变量 ， 相 互 独立 ， 服 从 四 (0，o3) 分 布 。 所 以 ， 因 变量 
% 是 正 态 随机 变量 , 它 的 数学 期 望 、 方 差 和 协 方差 分 别 为 : 
五 (Wo 一 Do+ 之 Bi 
已 (gw 一 [ 加 一 吾 (%) 一 oO (5.3.1) 
co (os gm) 一 盏 [(g 一 吾 ( 加 ) ) (0 一 吾 (y)) 门 一 再 (euvsm) 一 0 (和 关 mo) 
在 法 方程 (5.2.7) 中 , 系数 
也 一 (ou 一 2 (or 一 0) 
是 常量 ; 自由 项 
一己 (zu 一 2 (一 幼 
是 正 态 随 机 变量 如 的 线性 组 合 ,所 以 , 也 是 正 态 的 。 因 此 , 由 (5.2.9) 得 到 的 正规 方程 的 解 
0 一 之 (一 二 ， 人 2 012/ 
是 正 态 随机 变量 , 生 有 
了 (0 一 局 | (5.3.2) 


cov (8 D) 一 Far 
[证 明 j: 因为 
5 一 下 习 辐 一 8 十 pH3 
其 中 5- 方 习 em 
所 以 也 一 (cw 一 2) ( 久 一 分 一 之 (Wu 一 2) [之 ps(zmz 一 2z) 十 (ss 一 引 )] 
3 际 B 十 忆 (2u 一念 ) (e, 一 2) 
2 > 六 一 之 怀古 之 形 习 (cw 一 妇 ) (8 一 5) 
-- 马 58 十 习 玉 对 (ou 一 动 (o 一 习 
一 8+ 习 开导 (cu 一 动 (es 一 
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prio 当 4 关 大 时 
风 万 (ge 一 8) 一 0 
如 [(ew 一 引 ) (sw 一 引 ) ( 0 一 元 )o 
BCO-B 


coV(D，5) 一 五 [(2 一 8 (0 一 BJ)] 
一 届 [ 习 也 习 (co 一 各 ) (sn 一 引 )， 声 袜 (Coon 一 加 ) (su 一 引 )] 


王 多 2 0 之 (Za Zn) (Oo 本 Xi) 如 [ 《- 霹 和 8) (en 一 8)] 
? 攻 多 了 ?74 1 

一 县 P 届 (cm 一 吉 ) (oo 一 2) ao 一 再 jo 

一 之 本 0 万 02 一 80? 证 毕 


根据 (5.2.4) 
AR 
有 残 关 
oo 一 加 一 一 Bo 十 Ban 二 en 一 Do 一 之 0tr 
本 和 -SC-eJGu- 玛 
故 得 


五 (e,) 一 0 
了 人 O- 羽 (8n 一 6 十 佐 人 i 一 一 节 ) Ko 一 Z1) 五 [(2 一 By (人 一 有 外 )] 
2 之 (cu 一 Zi) 已 [en 一 8) ( 忆 一 BU] 
一 (4- 亏 ) 二 王 (co 一 动 (2 一 轨 ) 有 ar 
(os 一 动 习 了 (ow 一 动 (aa 一元) 
本 [会 二 人 (一 2 (2w 一 1) 玉 | 呈 
了 7(Q) -= 习 妨 (的 一 [一 1 一 习 玉 于 Cs- 动 ov- 壤 ]o* 
一 (太一 1 一 281) 一 (一作 一 二 全 
最 后 得 到 久 es 方差 o2 的 无 但 估计 





一 Q 
CO 六 了 人 (5.3.3) 


根据 (5.3.4+~5.3.3), 我 们 得 到 下 面 三 个 重要 的 结 采 : 
(Gd 预报 量 y 的 估计 精度 
对 明 变 量 za， Zr) 的 一 组 给 定 值 ， 根据 \5.3， 蕊 ,4 服从 广 (Bo 十 之 Bao oa) 分 
由 (5.3.2)、(5.3.3) 可 知 , 预报 值 y 围绕 着 
4/ 0 DO 


el ai 
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对 称 分 布 取 值 , 愈 靠近 办 ， 取 值 的 可 能 性 愈 大 。 
记 Y 的 取 值 范围 为 
(一 和 IO，o* 十 和 oo) 
它 和 和 c 有 如 下 的 渐 近 统计 关系 : 


Y 。。。。。 g 的 取 人 概率 0 
0.383 


0.683 


0.6745 0.500 
| 
oo 呆 0.955 


0.997 





2 ， 、 
因 c 一 V 玉 一 IT， 所 以 % 的 估计 精度 与 残 差 平方 和 Q 以 及 回 妆 方程 中 预报 因子 的 个 


数 咪 的 平方 根 成 反比 。 在 用 回归 模型 进行 预报 或 控制 时 , 应 选用 尽 可 能 少 的 预报 因子, 达到 
尽 可 能 高 的 拟 合 度 , 即 要 求 m、4 都 尽 可 能 小 。 

我 们 知道 , 在 回归 方程 中 , 增加 一 个 预报 因子 ， 残 差 平 方 和 将 减少 , 而 减少 一 个 预报 
因子 ，Q 将 增加 。 因 此 , 同时 要 求 Q 和 和 都 很 小 , 这 是 矛盾 的 。 为 了 在 这 两 个 相互 矛盾 的 要 
求 下 , 得 到 最 优 的 回归 方程 , 对 给 出 的 预报 因子 应 择优 使 用 , 有 所 含 选 。 为 此 , 给 出 预报 因子 
合 选 的 统计 检验 方法 。 

(2) 回归 系数 的 统计 检验 

由 (5.3.2) 可 知 ， 法 方程 的 解 5 是 回归 系数 6 的 无 偏 估计 ,服从 We， ”co) 分 布 。 因 
为 cov be) 一 0， 故 根据 (5.3.3), 统计 量 

(六 2 2 


服从 自由 度 (1, 六 一 和 一 了 的 五 分布。 特别 , 当 


,一 -和 一 和 一 功 冯 页 蕊 如 0 (5.3.4) 


时 , 回归 系数 B, 接近 于 0， 这 时 , 可 把 预报 因子 w 从 回归 方程 (5.1. 轧 中 舍 去 。 这 里 ， 4。 是 
在 显著 水 平 a 给 定时 , 由 五 -分 布 表 中 查 得 的 一 个 常数 。 可 以 证 明 
D? 一 站 /下 (5.3.5) 
是 预报 因子 w 在 降低 残 差 平方 和 Q 中 的 贡献 , 即 由 回归 方程 中 荐 除 预报 因子 w 后 ， 残 差 平 
方 和 Q 的 增加 量 。 今 后 , 简称 U? 为 预报 因子 wmw 的 贡献 。 统计 检验 (5.3. 名 告诉 我 们 ,把 贡 
献 不 显著 的 预报 因子 从 回归 模型 中 剔除 出 去 , 是 合理 的 。 
(3) 回 妇 问题 的 残 差 分 析 和 回归 方程 的 - 检 验 
对 于 得 到 的 回归 方程 
多 一 )o 十 之 Dr 
象 分 析 5 一 样 , 也 需要 给 出 判别 好 坏 , 能 否 接受 的 统计 检验 方法 。 为 此 ， 需要 对 残 差 了 方 和 


作 进一步 的 分 析 。 
根据 (5.2.10), 残 差 平方 和 





4 一 2 一 之 bzo 一 2 一世 (5.3.6) 


其 中 
一 之 (hn 一切 
叫做 总 平方 和 , 由 给 出 的 六 组 观测 数据 (5.1.1) 完 全 确定 。 
2 blw 一 之 2 0 一 记 80 之 (zu 一 0) (2w 一 2) 


一 卫 [ 室 2 一 动 ]= 瑟 人 志 一 区 


称 为 回归 平方 和 , 是 引进 预报 因子 (，za，…，zm) 后 , 总 平方 和 吕 的 降低 量 ， 反 映 了 预报 因 
子 的 共同 作用 。 

很 显然 , 在 回归 分 析 中 , 要 使 Q 尽 可 能 的 小 ， 就 必须 要 求 忆 尽 可 能 的 接近 。 因 此 ，Q、 
bw 、[ ”之 间 的 相对 大 小 , 可 用 来 说 明 回 妇 方程 的 好 坏 。 


取 无 量 纲 统计 量 
加 二 力 : T 人 
| 一 区 人 


作为 回归 方程 好 坏 的 第 一 个 标准 。 因 为 
之 ( 狼 一 切 ( 呈 一 幼 


IE (一 妨 : 


表示 自 变 量 (21， 化 3 2m) 和 因 变 量 4 的 相关 ， 所 以 称 羽 为 复 相 关系 数 。 显然 ， 0 和 下 入 二 
愈 接近 于 二 回归 方程 的 拟 合 度 愈 好 。 
取 


_ (人 一 人 一 了 (用 一 Q) 
闷 和 (5.3.8) 


为 回归 方程 好 坏 的 第 二 个 标准 。 根 据 (5.3.3)、(5.3.6), 统计 量 玉 服 从 自由 庆 (m， 太 一 加 一 了 
的 万 -分 布 。 和 统计 检验 (5.8 .全 相 比 ， (5.8.8) 给 出 了 一 组 预报 因子 能 否 接 受 的 统计 检验 
方法 。 


$ .5.4 也 报 因 子 含 半 和 有 步 回归 计算 


“在 回归 分 析 的 实际 应 用 中 ， 总 是 先 选 取 和 预报 量 y 多 少 有 一 定 关系 的 一 组 变量 作为 可 
能 的 预报 因子 。 比 如 用 回归 模型 进行 气象 预报 时 ， 就 选 有 各 种 不 同 的 气象 要 素 ,， 如 温度 、 湿 
” 度 、 气 压 、 风 向 、 风 速 等 等 和 不 同 台 站 对 这 些 气象 要 素 的 观测 数据 以 及 它们 之 间 的 若干 组 合 ， 
作为 可 能 预报 因子 。 这 种 可 能 预报 因子 的 数目 常 达 数 十 个 到 近 百 个 。 理 论 分 析 和 实际 经 验 
告诉 我 们 ， 把 给 出 的 全 部 预报 因子 不 经 过 统计 检验 的 舍 选 ， 全 部 放 入 回归 方程 ， 往 往 导 臻 
法 方程 全 .2.7/ 的 系数 怎 阵 (6) 晓 化 , 无 法 求解 ,或 解 得 的 回归 方程 精度 不 高 ,实际 中 无 法 应 
用 。 因 此 , 对 给 出 的 可 能 预报 因子 , 必须 根据 它们 在 回归 方程 中 的 贡献 大 小 , 选 入 回 妇 方程 。 
为 此 , 需要 进一步 分 析 各 个 预报 因子 在 回归 方程 中 的 作用 。 

令 mw) 玫 示 由 宫 个 预报 因子 (zz，za， …，2m) 组 成 回归 方程 时 的 残 差 平方 和 ，Qf" -2 表 
示 吻 除 一 个 预报 因子 w(1<i<w) 后 , 由 (mm 一 芒 个 预报 因子 组 成 回归 方程 时 的 残 差 平方 和 ， 
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则 
一 Qi 基 Qo 
是 预报 因子 w 个人 显然 , >>0, 且 
一 02] 1 
因 六 和 六 和 所 以 ， 每 个 预报 因子 对 回归 广 
程 降低 残 差 的 贡献 是 不 同 的 , 而 且 是 变化 的 。 这 就 要 求 我 们 , 不单 要 从 那些 阔 未 选 入 回归 方 
程 的 待 选 预报 因子 中 , 选取 具有 最 大 贡献 的 因子 进入 回归 方程 上 ,而且 还 要 考虑 那些 已 经 进 
入 回归 方程 的 已 选 预 报 因 生 的 贡献 是 否 显著 。 假若 选 入 回归 方程 的 预报 因子 , 在 回归 方程 
又 选 入 一 些 别 的 因子 之 后 , 贡献 发 生变 化 , 不 再 显著 ， 则 在 选 入 新 的 预报 因子 之 前 ， 应 把 贡献 
最 善 的 已 选 因 子 , 从 回归 方程 中 剔除 出 去 。 这 样 ， 才能 使 我 们 最 后 得 到 的 回归 方程 ,只 包含 
些 贡献 显著 的 预报 因子 。 我 们 把 满足 上 述 要 求 的 回归 算法 , 称 为 逐步 回归 。 
下 面 ,根据 统计 检验 (5.3.4) 对 法 方程 (6.2.7)， 给 出 适合 上 述 要 求 的 逐步 回归 算 
法 二 9 
为 了 更 清楚 地 说 明 逐 步 回 归 算 法 , 记 法 方程 (5.2.7) 为 
Cn1 CI3 ”CH 01 CI11 0C13 ”Clm 0 
Coal Co … aon 1 ps | om oa 1 
0mdl Cra Gom 1 DOn Cnl Cn3 。，， Com /boy 
或 用 抵 阵 符号 简 jz 为 。 
(oO=(oG (6.4 二 
开始 计算 时 , 取 (ae) - (z5)， 这 时 (ou) = (36), 是 一 个 和 m 阶 的 单位 矩阵 。 用 逐步 回归 算法 
求解 (5.4. 了 的 过 程 , 就 是 通过 2 的 一 步 一 步 的 消 元 变换 , 变 (oo) 为 (85) 、(co) 为 (一 (区 ) 于 
的 过 程 。 
在 54. 了 中 ,如 果 把 入 也 看 作 未 知 量 ， 方程 两 边 的 系数 矩阵 (ou) 和 (eu)、 未 知 向 量 (2) 
和 (加 ) 具有 了 明显 的 对 称 性 , 但 它们 的 意义 和 作用 是 完全 不 同 的 。 在 (cs) 中 , 对 田 进行 消 元 变 
换 ， 相 当 于 把 待 选 预报 因子 选 入 回归 方程 , 是 法 方程 (5.2.7) 的 消 元 求解 ; 在 (co) 中 , 对 轧 
进行 消 元 变换 , 相当 于 把 已 选 预报 因子 从 回归 方程 中 吻 除 出 去 , 是 回归 方程 的 消 元 求解 。 这 
样 ,利用 对 芒 和 方 的 两 类 消 元 变换 , 恰好 可 以 实现 预报 因子 的 舍 选 。 由 于 它们 之 间 的 对 称 
性 , 这 两 类 消 元 过 程 在 计算 上 是 尝 全 一 致 的 , 有 利于 在 数字 计算 机 上 进行 处 理 。 在 不 增加 多 
人 利用 这 种 算法 ,还 可 以 得 到 一 系列 的 过 澈 性 的 回归 方程 , 如 ; 
4 一 00 十 DiDo 
412) 一 一 0 吕 十 开 o 十 多 
Yo)= 也 二 De 十 mo 二 bw 


下 面 ， 我 们 讨论 逐步 消 元 变换 的 具体 算法 。 2 
假若 要 从 (6.4 中 消去 第 不 个 未 知 量 和 (shsm) 相当 于 在 (6.4. -的 两 在 科 
个 变换 矩阵 
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放 | se (5.4.2) 


全 
过 
珊 

| 


邑 


Dr(cr) (一 Zoo 5.4.3) 
将 别 在 对 法 方程 2.7) 进 行 第 一 次 消 元 变换 时 , 有 到 


CTXCXT CC 
| 0 二 kt- 和 ， 0 … Cn 一 芭 Xie 2 
- CKY CHKX 








CC 旭 1 Qnr | 2 
CT CN 
ss | 
攻 有 二 ， 昌 | 
21 人 pa 
NS 吕 0 明 ， D， 
T ! 
CQ 人 
下 过 | (5.4.4) 
CN 到 0 
Qi 是 
0 工 ev 


由 此 可 以 看 出 , 消去 一 个 未 知 量 5 把 预报 因子 mx 引入 回归 方程 ,就 是 用 单位 矩阵 (3) 
的 第 大 个 列 向 量 ,转换 (ou) 中 的 相应 列 向 量 ，(au) 中 的 其 它 元 素 也 进行 相应 的 变换 。 这 时 ， 
(es) 中 的 第 志 个 单位 列 向 量 , 用 新 的 列 向 量 


了 
(- 呈 .，。，_-tz 工 _ CQziz 。， 一 -om ) 
CNK 人 7 OCXN OK CxzX 


来 代替 , 其 它 元素 也 作 相 应 的 变换 。 

经 过 若干 步 计算 之 后 , 回归 方程 中 选 入 一 些 预 报 因子 mx。 这 时 , 在 (cv) 中 , 对 应 已 选 因 
子 作 的 各 列 用 相应 的 单位 列 向 量 置换 , 而 (cs) 中 的 相应 各 列 引入 新 的 向 量 。 所 以 , (ae) 中 的 
单位 列 向 量 对 应 已 选 的 预报 因子 , (co) 中 保留 的 单位 列 向 量 ， 对 应 待 选 的 预报 因子 ， 总 数 和 m 
是 不 变 的 。 因 此 , 在 数字 计算 机 上 进行 计算 时 , 就 可 以 只 用 存放 一 个 矩阵 的 mm 个 存储 单元 ， 
存放 (os) 和 (cs) 中 的 非 单位 向 量 ， 即 在 每 一 步 计算 中 , 在 形成 单位 列 向 量 的 地 方 ,存放 新 形 
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成 的 列 向 量 
(- 嘿 了 工 , 一 -am ) 


CN CN (KE 


把 (oj)、(cs) 中 非 单位 列 向 量 合并 后 的 答 阵 ， 仍 用 (co) 表 示 。 用 cry 麦 示 消 元 变换 后 新 形成 
和 抢 阵 的 元 素 , 根据 (5.4.2)、(5.4.3), 对 两 类 消 元 变换 过 堡 , 有 着 同样 的 消 元 算法 , 即 


『 他 他 生 和 
6j 一 一 此 -地 少 尖 四 ， 7 关 丰 
CN 


-< 站 一 有 7 闻 帮 


df 一 “大 (5.4.5) 
一 2 惠 ， [地 加 了 一 下 
CN 
人 


CN 
为 了 在 抢 阵 消 元 计算 过 程 中 得 到 回归 系数 的 估计 值 %， 方 便 地 确定 已 选 和 待 选 的 预报 
因子 ,我 们 把 么 阶 的 系数 矩阵 (zp) (5.2.8), 扩展 成 (mm 十 蕊 阶 矩 阵 : 


Pa ja Pov 
2 1 … on 1o 
(5.4.6) 
本 人 
pi 


仍 用 (oo) 表 示 。 这 时 , (cos) 中 的 最 后 一 列 , 即 第 (m 十 蕊 列 ,不 能 选 作 消 元 的 序数 j。 
对 (m-+1T) 阶 矩阵 (5.4.6), 不 选 (m 十 1 进行 消 元 变换 ， 用 和 抢 阵 基本 运算 公式 (5.4.5) 进 
行 消 元 计算 时 , 易 证 ， 
(了 当 尚 待 选 入 回归 方程 时 ， 0ayGdot>0， 贡献 D 为 正 ; 
《2) 当 zu 已 选 入 回归 方程 时 ，aivcw<0， 贡 献 0 为 负 ; 
《3) 计算 结束 时 ， 在 cuv 处 得 到 回归 系数 B, 的 估计 值 gs。aw 处 给 出 残 差 平方 和 Q。 
这 时 , 相应 的 ov 上 , 给 出 矩阵 ( 玉 ) 的 计算 结果 。 
综合 售 选 预报 因子 的 统计 检验 (5.3.4) 和 符 阵 的 基本 运算 公式 (5.4.5)， 考 虑 到 计算 机 
对 大 量 数 据 进行 处 理 的 特点 , 可 把 逐步 回归 计算 的 全 过 程 分 为 三 个 基本 步骤。 
(一 ) 计算 相关 矩阵 
为 简化 公式 的 书写 , 记 因 变量 
加 一 0ny， 全 一 工 2 入 
在 回归 分 析 计算 中 , (5.1.1) 给 出 的 观测 数据 共 W(m-1T) 个 , 一 般 说 来 是 很 大 的 。 为 了 
提高 计算 结果 的 精度 , 减少 计算 机 字 长 短 带 来 的 累积 舍 入 误差 的 影响 , 我 们 用 二 次 均值 算法 
代替 一 次 均值 算法 品 , 用 规格 化 的 相关 矩阵 (rs) 代替 抢 阵 (5.4.6)。 
计算 均值 
玉 习 oo 元 习 ( ou 一 坟 习 oj) (5.4.7) 
一 2， 4 


这 里 , 方 习 (sw -- 广 习 ou) 集 中 了 一 次 均值 坟 叶 wu 计算 过 程 中 的 主要 合 入 误差 。 基 于 同 
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样 原因 ,用 
1- 瑟 Cs 一 下 Cou 一 动 (5.4.8) 
代替 过 去 常用 的 计算 格式 官 mnt 一 Not 计算 自 乘 、 又 乘 和 。 了 到 
4 有 厨 .4.9) 
得 相关 系数 
ro 一 和 (5.4.10) 


站 一 信和 且 |ry| <1。 因此 ,在 计算 机 上 ， 只 需 对 4 一 1 2，…，72， 久 7 一 二 …， 
行 计算 , 以 节省 计算 量 。 
Re (5.4.9)、(5.4.10) 的 计算 , 得 到 相应 于 (5.4.6) 的 ( 必 十 蕊 阶 相关 
阵 
it  Y13 Im 了 1y 


fedl 93 人 3 信 99 








(5.4.11) 
Il 93 人 mm ny 
Yog1 93 Yop Toy 
用 相关 系数 ”y 表示 法 方程 (5.2.7), 有 
94101 十 9ds02 十 … 十 Tim 一 Yty 
Ja101 十 fag02 十 十 fm 有 om 一 人 ay (5.4.12) 
Jo101 十 ms02 十 十 人 om 人 me 
其 中 
臣下 (5.4.13) 
这 时 , 残 差 平方 和 
Q-- 习 1 一 G- 悦 ne) 
舍 选 预报 因子 的 统计 检验 (5.3.4) 
人 > 太一 叹 一 工 
7 了 IST 8 7 一 多 芋 四 5.4. 
其 中 
3 7: 
于 =- 刀 全 -~ 时 (5.4.15) 


是 预报 因子 w% 的 标准 贡献 。 呈 =87 是 径 阶 矩阵 (人 一 (oo) 于 的 主 对 角 元 素 。 

(二 ) 因子 舍 选 和 消 元 变换 

用 (co) 表 示 舍 选 计算 过 程 中 的 (m 十 蕊 阶 和 抢 阵 (5.4.11。 为 了 避免 系数 矩阵 嫉 化 的 问 
题 ,给 出 一 个 充分 小 的 常数 8s0 只 对 au>8 者 (4 一 1 2，…，2) 计算 贡献 


CorC0 
4 CU 


渤 取 消 元 变换 的 主 殉 。 因子 舍 选 和 消 元 变换 的 过 程 是 : 


Ti 
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(1 计算 预报 因子 的 贡献 芭 

在 已 选 因子 中 ， 找 出 贡献 最 小 的 因子 ， 即 对 户 <0 者 , 找 出 了 < 一 minij 及 其 相应 的 已 
选 预报 因子 we。 显然, 在 开始 计算 时 , 不 存在 六 <0 者 。 

在 待 选 因子 中 , 找 出 贡献 最 大 的 因子 ， 即 对 妨 >0 者 , 找 出 0 及 其 相应 的 待 
选 预报 因子 wm 。.。 

《2) 选取 消 元 因子 如 

妆 

站 6.4.16) 

时 , 已 选 预报 因子 w su 的 贡献 不 再 显著 ， 在 选 入 新 的 预报 因子 之 前 ， 应 把 它 从 回归 方程 中 绚 
除 出 去 。 这 时 ， 和 juin， 进 行 消 元 变换 运算 (5.4.5)。 和 否则 ,检验 


(一 Ta 一 页 (5.4.17) 


0wy 一 J/ mr 
是 否 成 立 。 若 (5.4.17) 成 立 , 这 时 ， 既 无 已 选 因子 可 含 ， 又 无 待 选 因 子 可 选 , 可 终止 预报 六 
子 的 含 选 ， 转 去 计算 回归 结果 (三 )。 若 (5.4.17) 不 成 立 ， 待 选 预 报 因 子 w ,贡献 显著 、 了 到 
《一 加 az 通过 消 元 变换 (5.4.5), 把 we 选 入 回归 方程 。 

这 里 ,$ 为 残 差 平方 和 4 的 自由 度 。 开 始 计算 时 ,%= 六 一 1。 当 回归 方程 增加 一 个 预报 
因子 时 , 自由 度 减 少 二 用 $ 一 工 代 蔡 矶 当 从 回归 方程 中 剔除 一 个 因子 时 , 自由 度 增加 二 用 
和 二 代替 %。Z、Fs 是 在 显著 水 平 w 给 定时 ,由 丈 - 分 布 表 中 查 到 的 两 个 常数 。 为 了 命理 
地 选取 预报 因子 , 避免 刚 选 入 的 因子 立刻 又 被 剔除 出 去 的 循环 运算 , 一 般 取 到 > 了。 

(3) 消 元 变换 

对 得 到 的 大 值 , 用 (5.4. 四 对 甜 阵 (ou) 进 行 基本 变换 然后 返回 (了 、(2)， 进 行 下 一 因子 
的 舍 选 。 

(三 ) 计 算 回归 结果 

当 9< 六 一 上 时 ,得 到 回归 方程 。 根 据 (5.2.1)、(5.3.7)、(5.3.8)、(5.4.13) 等 , 计算 回 
妇 方 程 的 检验 值 、 回 归 系 数 及 其 预报 值 。 

回归 方程 检验 值 


残 差 平方 和 久 一 rdo 
标准 差 0 一 Vaor/ 几 
复 相关 系数 尽 一 叶 一 Go]z 
万 -检验 值 而 二 中 民 一 Go) 
(一 $ 一 蕊 om 


(2) 回归 系数 及 其 标准 关 
当 ar0om<0 财 ， 预报 因子 化 选 入 回归 方程 ,可 算出 ; 


回归 系数 5 一 许 m 
标准 若 二 
第 数 项 po 一 0 


这 里 ， 习 表示 只 对 已 选 的 预报 因子 四 求 和 
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(3) 计算 预报 值 及 其 残 差 


预报 值 太一 10 二 Ben 
残 差 6 一 一 0 
1 一 工 ，2，…， 丸 


根据 逐步 回归 计算 的 三 个 基本 步骤 , 可 以 得 到 图 5.1 所 示 的 计算 框图 %9。 为 了 便于 得 
到 过 波 回 归 方 程 及 部 分 中 间 结 果 , 把 计算 步骤 (三 ), 适当 分 标 在 框图 后 面 。 





用 到 人 
了 
3 人 沪 
是 
枉 瑟 一 0 
| 5 
-全 否 
| 蕊 瑟 
和 
理 
-9 < 
人 
和 
0> 导 
< 
是 [ 29】 攻 世 
> 
是 
图 5.1 


杠 说 明 
[ 框 切 输入 原始 观测 数据 和 参量 , 其 中 包括 : 
(数据 参量 
和 可 能 预报 因子 的 个 数 
N 原始 观测 数据 的 组 数 
《2) 控制 参量 
Za 思 ， 8 和 输出 控制 信息 


《3) 原始 观测 数据 
(2z51， pn3，”… Znmy yn》 
pn 一 1, 2 …, N 
[ 框 3] 计算 均值 和 又 乘 和 
二 过 ni 


4 一 之 (Zri Sa 24) (Zny 一 24) 
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5 一 
2 
这 里 ,为 简化 符号 , 记 Zny 一 加 

[ 框 3] 计算 下 三 角 相 关 阵 
7 一] 
= 
[ 框 4] 把 下 三 角 相 关 阵 补 为 方 阵 


,2 .Mg 

ri 一 0113QA 
{ 框 强 V--12 由 7/VNI 一 5 
[ 框 6] 

104 一 了 2in 
0 一 :in 

{ 框 7] +1=i 0=>?D， 0 一 Ia 
并 框 8 au< 8? 

检查 矩阵 的 主 对 角 元 素 , 解决 矩阵 退化 问题 
{ 框 9] 计算 第 * 个 预报 因子 的 贡献 


0 一 ; 
0 一 72 。 


0 一 ;，- 


ivauifaj 一 7 
{ 框 10j <09? 
根据 了 的 符号 , 判别 预报 因子 zw 是 否 已 引入 回归 方程 。 

{ 框 1 也 > Fazx9 
[ 框 12J 1 一 ax 2 一 ?max 
[ 框 13] 计算 已 引入 变量 的 回归 系数 及 其 标 锥 差 

Da 一 ICV 64 / 1 一 Ce 
[f| <Fatn9? 
| -全 帮 min 


[ 框 14] 

[ 框 15] 

[ 框 16] 
是 否 对 和 个 预报 因子 检查 完 一 遍 ? 

[ 框 17] 风 =-N 一 1 

[ 框 18] 计算 回归 系数 的 常数 项 


?一 ?mnia 


1 一 7109 


Y 一 2 5 一 0 


控制 输出 过 渡 回 归 方程 的 参量 pn、cu 
并 框 19] 
的 诡 mi < 了 29 


YY 


引入 因子 的 显著 性 环 检验 
{ 框 20] 侈 去 已 引 因子 Zeon 


… 2 5] 一 | 2， 人 


7 


由 十 1 一 风 Vip 
并 框 21] ”计算 新 矩阵 的 元 素 
Qpk 
Qi 一 Qky/ air 一 大 了 二 元 
一 Qik/ au 1 于 8 一 必 
工 /au 一 大 一 下 


ee laeeaor isoeeerm re 一 一 一 一 一 一 -一 -一 
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[ 框 22] ”计算 回归 检验 值 


Bo 一 9 1 omw 4 
VI 一 av =” 玉 多 全 一 下 
[ 框 23] ”控制 输出 检验 值 
和 G> 有 
转向 下 轮 计 算 
[ 框 34 


来 引入 因子 的 显著 性 刃 检验 
[ 杠 25] 把 因子 wu 引入 回归 方程 
几 一 上 一 中 ax 一 > 太 
[ 框 26 9$=N 一 了 
[ 框 2 门 “计算 回归 预报 值 及 其 残 差 
bo 十 之 Dezni 一 yn 

加 一 rr->en 
[ 框 283j 输出 回归 结果 
[ 框 239]j 回归 方程 中 选 不 进 预 报 罗 子 
t 框 30j 停机 


$5.5 逐步 回归 计算 中 的 几 个 问题 
最 后 , 简略 地 讨论 一 下 逐步 回归 分 析 计算 中 经 常 遇 到 的 几 个 实际 问题 。 


5.5.1 计算 参量 的 选取 


在 逐步 回归 计算 中 , 为 避免 系 数 和 矩阵 晓 化 ， 只 对 os>e 的 因子 计算 贡献 。 一 般 计 算 中 ， 
可 取 0.0001<s<0.001。 当 取现 = 万 =0 时 , 相当 于 用 一 般 回归 算法 进行 求解 ,选取 所 有 
能 选 的 预报 因子 进入 回归 方程 , 这 时 可 把 。 取得 更 小 一 些 。 

在 因子 贡献 显著 性 检验 (5.4.16) 、(5.4.17) 中 , 临界 值 Zi、 无， 是 显著 水 于 a 和 残 卷 于 
方 和 自由 度 六 一 弃 一 革 的 函数 。 在 逐步 回归 计算 中 ， 对 给 定 的 显著 水 平 , Zai、 Za 随 痉 而 
异 ， 应 取 不 同 的 值 。 在 实际 计算 中 ， 一 般 六 交 m。 为 方便 计 ， 多 抬 Ea、7s 取 为 常量 ， 且 
Lo 

在 逐步 回归 计算 中 , 结果 回归 方程 中 预报 因子 的 个 数 m, 随 五、Fs 的 取 值 不 同 而 异 ( 详 
见 回归 分 析 一 例 )。 如 果 希 望 回归 方程 中 多 选 进 几 个 预报 因子 , 可 把 选取 预报 因子 的 条 件 放 
宽 一 些 , 把 丽 、Z 取 的 小 一 些 ; 反之 ， 下 、7a 要 取得 大 一 些 。 对 瑟 、Fs， 小 者 可 在 工 左右 ， 
大 则 可 取 到 10 以 上 , 一 般 多 在 2、4 之 间 , 视 问题 的 物理 性 质 而 定 。 


5.5.2 回归 效果 的 检验 


在 回归 分 析 的 实际 应 用 中 ， 对 得 到 的 回归 方程 ， 要 进行 预报 可 靠 性 和 预报 稳定 性 的 检 
验 。 这 里 ,只 用 回归 计算 中 得 到 的 一 些 统计 检验 值 Q_.5、 妨 、 刀 是 不 够 的 。 在 实际 计算 中 ， 
-- 般 把 观测 数据 (5.1.1) 分 为 两 部 分 ,一 部 分 (主要 的 ) 用 来 建立 回归 方程 , 一 部 分 (少量 的 ) 


人 sa 





188 


不 参加 回归 方程 的 计算 , 用 来 检验 回归 的 效果 。 当 数据 W 太 少 时 ,不宜 采用 上 述 方法 , 可 用 
蒙特 卡 洛 方法 进行 模拟 检验 (参见 本 书 “ 蒙 特 卡 洛 方法 "一 章 及 [6]1), 以 确定 回归 效果 。 

为 了 提高 回归 方程 预报 的 稳定 性 和 可 靠 性 ， 实 际 计算 时 ， 必 须 注意 观测 数据 的 组 数 丸 
和 预报 因子 的 个 数 放 之 间 的 适当 比例 。 一 般 要 求 太 交 m， 至 少 交 应 在 办 的 5 售 或 10 倍 
奈 


5.0.3 线性 回归 模型 的 推广 


85.4 给 出 的 逐步 回归 算法 , 可 以 推广 到 更 一 般 的 情形 ?2 。 
如 取 非 线性 回归 方程 
V 一 6eXp[Bo 十 BC 而 十 BO 十 ae 十 十 Bo， 轨  …， 志 十 引 
引进 变量 变换 
4 一 ]nVu 
21 一 力 
Zo 一 闻 


0a 一 Ch 


Zn 一 太 ( 三 ， 轨 ，…， 才 ) 
得 到 线性 回归 模型 (5.1.2)。 这 样 , 用 线性 回归 算法 ,可 拟 合 比较 广泛 的 一 类 非 线性 回归 方 
程 。 在 曲线 拟 合 , 提取 时 间 序列 的 趋势 函数 等 要 求 自动 选取 最 优 拟 合 表达 式 的 一 类 问题 中 ， 
有 着 重要 的 应 用 5。 
在 回归 模型 (5.1.3) 中 , 假定 s, 相互 独立 ， 服 从 六 (0, c3) 分布。 这 种 限制 并 非 必要 的 。 
如 [3] 中 , 把 回归 模型 (5.1.3) 推 广 到 更 一 般 的 情形 , 其 中 可 假定 误差 s 是 相关 的 。 


5.5.4 逐步 回归 计算 一 例 


下 面 , 通过 一 个 数值 例子 , 更 清楚 地 说 明 逐 步 回 归 的 算法 和 步骤 。 
观测 数据 组 数 六 一 32 
可 能 预报 因子 个 数 和 一 4 
引入 预报 因子 五 检验 临界 值 丈 一 2 十 mV/180 
剔除 预报 因子 及 检验 临界 值 瑟 一 2 
控制 参量 8 一 2 2 
观测 数据 和 计算 结果 由 表 5.1 和 表 5.2 给 出 。 
结果 中 , 计算 误差 未 作 修正 。 为 方便 计 , 有 时 用 带 等 的 数值 记 法 , 如 记 
21.15 一 0.2115 XI0? 
--0.034=- 一 0.34X10 


由 相关 和 枪 阵 (c 锡 ) = (*9)， 经 过 四 步 计算 , 既 无 已 选 因 子 可 舍 , 又 无 预报 因子 可 选 时 , 终 
止 回 妇 计 算 , 给 出 最 后 结果 。 
Doe 一 5.11036， 0 一 0.506634， 0 一 0.501089 
ou 一 0.011987， cu, 一 0.095482 
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表 5.1 观测 数据 和 预报 值 
自 变 量 因 变 晤 预报 值 残 差 
编 与 

2 0a .8 人 4 2 2 一 ! 一 共 
1 18 7 26 19 11.5 10.9966 0.5034 
2 15 11 40 34 19.8 19 .5262 0.2738 
3 21 8 29 17 13.7 14.0475 一 0.3475 
和 19 12 15 33 21.6 2.0516 0.5484 
5 27 11 13 27 22.3 22.0982 0.2018 
6 32 10 321 15 19.1 18.6183 0.4817 
7 17 8 18 16 11.7 11.5198 0.1802 
8 26 10 35 23 19.4 19 .5872 -0.18372 
9 14 6 14 18 10.6 11.0031 -0.4021 
10 28 18 21 34 25.5 26.1124 一 0.6124 
II 19 9 13 29 18.7 19.0473 一 0.3473 
J2 12 10 19 38 19.3 20.0106 -0.7106 
13 23 8 25 17 15.6 15.0607 0.5393 
14 28 11 33 32 24.7 25.1102 一 60.4102 
15 21 9 18 19 15.3 15.0496 0.2504 
16 35 14 24 34 29.8 29.6589 0.1411 
17 16 6 19 14 10.2 10.0110 0.1890 
18 24 10 32 26 19.8 20.0772 -0.2772 
19. 22 11 39 38 25.3 25.0770 0.2230 
20 10 7 17 20 9.7 9.9778 一 0.2778 
21 18 8 34 22 14.8 15.0330 -0.2330 
22 29 11 28 21 20.7 20.1049 0.5951 
23 18 11 16 32 19.6 20.0439 一 0.4439 
24 16 10 15 34 20.3 20.0328 0.2672 
25 18 23 14 11.1 11.0243 0.0757 
26 283 区 29 29 20.7 21.0738 -0.3738 
27 25 13 41L 40 28.9 27 .5991 1.3009 
28 32 9 12 15 18.3 18.6183 -0.3133 
29 36 37 18 21.5 22.1481 -0.6481 
30 31 9 25 14 17.7 17.6105 0.0895 
31 29 13 14 38 28.3 28.6234 一 0.3234 
32 18 TO0 1 3835 21 .6 21 .5472 0.0528 
最 小 值 10 6 11 14 9.7 9.9778 一 0.7106 
最 大 值 36 14 4 乌 4 29.8 29 .6589 1.3009 

均 值 23.3437 9.8125 23.6250 25.4687 18.9718 | 18.9718 0 
标准 差 人 6.8173 2.0377 8.9154 8.5586 5.4062 5.3883 0.4396 








人 ”标准 差 s=[ 襄 瑟 cv- 芭 下 
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sm -er eraeeeeerrr | ev re me 一 一] 一 eq 一 qq 


earerersne err | 一 一 tree | rr1PLII 靖 mirrrrrrrrirPIIT 和 he rr 


(1 
和 


由 
Q 和 9 


二 一 一 | 一 一 一 | 一 一 | 一 一 一 


一 0.701122X10-3 


{3) 


(2) 
CH 


1 .000000 
0.567021 
0.2309841 


一 0.434669 X10- 


0.604392 


0.365289 


0.678417 
0.567021 


0.920669X10-1 


一 0.463908 


0.619696X10-1 


二 | 一 一 rr 一 一 一 


0.701122 XI0-3 


0.566 X 10-? 


0.200443 
0.1338110XI0i 
0.366009X101 
一 0.103047 XI01 
0.119863 


0.716770X10-! 


0.323999 X103 
5 入 2 


0.498893X101 
一 0.664079XJI01 
一 0.182599 

0.514094X101 
一 0.597989 


-0.716770X10-1 





0.567031 
1.000000 
0.207700 
0.741491 
0.956617 


< 


,915117 
0.323429 XI03 
引 入 网 


一 0.567021 

1.000000 
一 0.207706 
一 0.741491 
一 0.956617 


一 0.915117 
0.3233429 X103 


一 0.133110X101 
0.2322128X101 

一 0.2968361 

一 0.164706 X101 

一 0.864088 


一 0.3361830 


一 0.664079X101 
0.110609X3J03 


一 0.533015X 10-1 


一 0.849020X101 


0.189501X101 
别 除 和 








一 0.680957 X10- 








一 0.419225X10-3 


0.100189X10L 


一 0.600385 
0.214601 


0.435493X10-1 


一 0.638873 


一 0.407387 
0.178600X10 







0.600385 
0.904087X10- 
0.481892X10-? 
0.767588 

0.615644X10-? 


0 .419225X10-3 
0.189501X101 











(0.209841 
0.207706 
1T.000000 
0.100186 
0.227809 


0.5189723XI0-1 


0.920669X10-1 
0.207706 
0.956858 


一 0.538259 X10-1 


0.291140X10~1 


0.885844XI0O-3 


0.366009X10-1 
0.296361 
0.950422 


一 0.,119562 


0.858312X10-1 


0.135085X10-> 





0.182599 
0.533015X10-! 
0.943739 

0.686008X10-! 
0.139443X10-! 





0.206035X10-3 


0.214601 
0.481892X10-? 
0.943996 
0.109514 
0.142734X10- 


0.215787X10-3 





表 5.2 逐步 回归 计算 过 程 中 的 抢 阵 (oj) 


一 0.484669X1I0-1 


0.741491 
0.100186 
工 .000000 
0.765505 


0.585998 


一 0.463908 
0.741491 


一 0.538259 X10- 


0.450190 


必 


0.261104X1IL01 
引 入 籽 


0.103047X101 
一 0.164706 X101 

0.119562 

0.222128X101 
-~--0.124795 


0.261104X101 


0.514094X101 
一 0.849020X101 


一 0.686008X 10! 


0.751887X 101 
一 0.741006 


一 0.730282X10-1 


.561817X10-1 


0.435493X10-1 


一 0.767588 

一 0.109514 
0.100189X101 
一 0.7932375 


一 0.628096 


0.604392 
0.956617 
0.227809 
0.765505 
1.000000 


9 一 31 


0.619696X10-i 
0.956617 

0.291140X10-i 
0.561817x1I0-1 
0.848825X10r1 


和 一 30 


0.119863 
0.864083 
0.358312X10- 
0.124795 
0.778713X10-1 


4 一 29 


0.597989 
0.680954X 1I10-1 
0.139443X10-1 
0.741006 
0.619432X II0-? 


级 一 28 


0.638873 
0.615644X10-? 
0.142724XI0-1 
0.793275 
0.661354X10-? 


9 一 29 
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得 回归 方程 
多 一 一 5.11036 二 0.5066342z4 十 0.501089as 
估计 值 % 及 残 差 e， 由 表 5. 工 给 出 。 
回归 检验 值 ; 
Q=6.1854， 一 0.461833， 玉 = 0.996687， 万 一 2177.97 


从 上 例 不 难看 出 , 对 不 同 的 五 检验 临界 值 , 可 以 得 到 不 同 的 回归 方程 。 
如 取 有 一 上 /180、Zs 一 0 时 , 得 到 回归 方程 
“一 一 5.44484 十 0.472072: 十 0.17857zs 十 0.00896zs 十 0.46743w， 
包括 全 部 四 个 预报 因子 , 复 相关 如 一 0.997001。 当 取 太一 3 十 /180， Fas=3 时 ,只 能 选 入 一 


个 预报 因子 , 回归 方程 为 
r= 一 5.93182 十 2.53795cs 


这 时 , 复 相 关系 数 如 一 0.956617。 
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第 六 章 时间 序 列 分 析 


$6.1 时 间 序 现 
对 生产 斗争 .科学 实验 过 程 中 的 一 个 变量 或 一 组 变量 z( 声 进行 测量 ， 在 时 刻 五 < 加 <… 
< 如, 得 到 以 时 间 ! 为 参量 的 有 序数 集合 
0 (在 ) ，0( 轨 )，，，2( 扩 ) 
一 般 把 它 叫 做 时 间 序 列 。 这 里 , 为 方便 计 , 把 参量 土 叫 作 时 间 。 在 实际 问题 中 , 参量 二 可 具 
有 不 同 的 物理 意义 。 
在 生产 斗争 和 科学 实验 过 程 中 , 出 现时 间 序 列 的 例子 是 很 多 的 。 如 描述 太阳 黑子 活动 
的 黑子 相对 数 , 一 地 区 的 年 降水 量 , 一 河流 的 月 最 高 水 位 ,一 地 震 带 上 的 地 震 目 录 , 一 动力 学 
系统 的 输出 、 输 入 等 ,都 是 时 间 序 列 的 实际 例子 。 我 们 把 用 来 处 理 这 种 时 间 序 列 的 方法 ， 称 
为 时 间 序 列 分 析 。 
为 简单 计 , 下 面 只 讨论 在 等 距 时 间 间 隔 包 上 取 值 的 一 维和 多 维 时 间 序 列 ; 
01，13，。…，0a， 。…，0N (6. 工 . 工 ) 
这 里 
0 一 0 (加 ) 一 和 (加 十 ?六 ) 
9 一 二 2，…， 作 
其 中 加 是 量 测 的 开始 时 间 。 在 今后 的 分 析 计 算 中 , 如 和 天 只 有 相对 的 意义 ， 一 般 并 不 在 计 
算 公 式 中 出 现 。 对 一 个 多 维 时 间 序 列 , 如 一 个 三 维 时 间 序 列 , 有 


他 1 (7 
| va (加 ) 上 (ca( 细 )，za( 加 )，za( 细 )z 
Za3( 加 ) 

在 许多 实际 问题 中 ， 常 常 需要 根据 z( 妨 在 4 苹 如 时 得 到 前 测量 数据 (6.1.1)， 分 析 时 间 
序列 z( 力 的 规律 ,推断 产生 时 间 序 列 =( 妇 的 物理 系统 的 性 质 , 预报 巡 如 时 z( 鸭 的 取 值 。 

下 面 , 举 一 个 简单 例子 来 作 说 明 。 

给 出 某 地 区 100 年 间 的 诸 年 年 降水 量 ( 仿 ， 组 成 一 个 六 = 100 的 一 维 时 间 序 列 。 我 们 
希望 通过 对 这 组 数据 的 分 析 , 研究 一 下 该 地 区 的 旱 洲 规律 , 同时 能 对 该 地 区 今后 几 年 的 降水 
量 有 所 预报 。 

当 x( 妨 是 一 个 多 维 时 间 序 列 时 , 如 取 

Xi( 胡 一 (Ci( 共 Za( 圾 ，Zs( 豚 ) 
其 中 ,ea 人 四 表示 某 地 区 的 年 降水 量 ;za( 从 表示 该 地 区 同年 的 冬季 平均 气温 ;ma( 轨 表 示 同 年 
的 太阳 黑子 相对 数 。 我 们 希望 通过 对 三 维 时 间 序 列 *( 妇 的 分 析 ， 研 究 一 下 该 地 区 的 降水 各 
冬季 平均 气温 .太阳 黑子 活动 之 间 可 能 存在 的 关系 , 为 降水 预报 服务 。 

无 疑 , 上述 一 类 分 析 、 预 报 问 题 , 应 用 广泛 , 有 着 一 定 的 实际 意义 。 

一 个 时 间 序 列 z 人 (为 , 如 果 它 的 取 值 由 一 个 完全 确定 的 数学 函数 给 出 时 , 如 


ieSeig :aaperr inqpptPerapreys 轴 de 和 evrepmyamrem sr -sr er = 一 二 
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2( 芭 一 G 十 D cos oo (6.1.2) 


其 中 ，&、%、o 为 给 定 的 常量 ， 称 为 确定 的 。 实 际 问题 中 的 时 间 序 列 是 复杂 的 。 一 般 说 来 ， 
z( 芒 不 可 能 像 (6.1.2) 那 样 ,用 一 个 完全 确定 的 数学 函数 给 出 来 , 但 可 以 用 一 个 概率 分 布 函 
数组 给 出 <“( 切 未 来 取 值 状况 的 统计 描述 。 我 们 称 这 种 类 型 的 时 间 序 列 为 随机 的 。 这 里 讨论 
的 就 是 随机 时 间 序列 的 统计 分 析 和 统计 预报 问题 。 今 后 , 把 随机 时 间 序 列 简称 为 时 间 序 列 。 

为 了 处 理 随 机 时 间 序 列 的 分 析 和 预报 问题 , 在 数学 上 ， 就 是 把 给 出 的 测量 数据 (6.1.1) 
看 作 随 机 过 程 习 萎 的 一 个 现实 ,一 个 样本 函数 。 通 过 对 现实 (6.1.1) 的 分 析 , 估计 随机 过 程 
开 ( 雪 的 总 体 特性 , 预测 马刀 未 来 取 值 的 概率 分 布 , 从 而 给 出 巡 如 时 工人 塘 的 预报 值 


关 其 - 辩 
化 N+1， 人 Y+2) 化 二 


村 求 它们 和 气力 未 来 实测 值 
QZN+1， 化 NT+T3， “化 NT 
尼 去 
0 一 Zw+i 一 0X+L 《一 1 2，…， 思 ) 
的 平方 期 户 
， 五 [6 站 = 五 [(Cw+ 一 Orb)9 
最 小 。 


在 实际 问题 中 ,可 以 通过 不 同 的 方法 ,如 等 距 采 样 法 .累积 法 、 特 征 值 法 等 , 给 出 离散 数 
字 化 的 等 距 时 间 序 列 (6.1.1 了 。 

下 面 , 我 们 根据 时 间 序 列 (6.1.1) 的 统计 性 质 , 构造 不 同 的 数学 概率 模型 , 讨论 z( 直 的 分 
析 和 预报 问题 。 


$ 6.2 平稳 时 间 序 列 分 析 


由 随机 过 程 琶 塘 给 出 的 时 间 序列 (6. 工 . 蕊 是 非常 一 般 的 。 为 便于 讨论 ,我们 先 从 一 类 
简单 .常用 的 平稳 时 间 序 列 入 手 , 讨论 一 维和 多 维 平稳 时 间 序 列 的 分 析 和 预报 问题 。 然后 ， 
再 苇 向 一 般 时 间 序 列 的 分 析 和 预报 。 


6.2.1 一 维 平稳 时 间 序 列 分 析 


一 个 随机 过 程 互 人世 ,如果 它 的 统计 性 质 不 随时 间 原 点 的 推移 而 变化 , 称 为 平稳 的 &a4。 
由 平稳 随机 过 程 互 (办 的 一 个 现实 函数 zx( 人 办， 经 离散 数字 化 处 理 后 ， 得 到 平稳 时 间 序 列 
(6.1. 巧 。 根 据 实际 问题 的 性 质 和 要 求 , 这 里 只 讨论 广义 平稳 随机 过 程 和 广义 平稳 时 间 序 列 
的 统计 分 析 和 统计 预报 问题 , 并 把 广义 平稳 随机 过 程 简称 为 平稳 过 程 。 

一 个 平稳 的 随机 过 程 互 ( 念 ， 具 有 两 个 显著 的 特点 ，(1H) 它 的 量 测 数据 z( 妨 围绕 在 一 个 
固定 不 变 的 水 平 线 附 近 , 均匀 地 随机 摆动 ; (2) 在 任意 两 个 不 同时 刻 志 和 # 寻 上 得 到 的 随机 
数据 筷 ( 力 和 马 (t) 之 间 的 统计 性 质 只 是 它们 时 间 间 隔 r 的 函数 ， 不 依赖 于 时 间 原 点 加 
的 位 置 。 在 数学 上 , 这 意味 着 随机 过 程 蕊 (办 的 数学 期 望 和 方 盖 

凡人 一 玉 [ 闷 ( 坟 ] 一 
aa 全 一 责 [( 开 区 本 0 


取 常 量 , 相关 函数 
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5 二 (于 全 站 二 人 | 


GCCt 十 T) 
- 殖 [ (二 人 一 全 一 此) 
一 玉 ( 六 (四 。 ee p(Z) (6.2.2h 
与 时 间 #+ ee 它们 时 间 间隔 * 的 函数 。 这 里 
0 (6.2.3) 


表示 经 过 标准 化 处 理 后 , 均值 为 0， 方差 为 二 的 平稳 过 程 。 
根据 相关 画 数 p(z 的 定义 (6.2.2) ,有 
p(z) 一 pP( 一 了) (6.2.4 
是 z 的 偶 函 数 , 且 
|p( 相 < 和 p(0) =1 
在 Y= 一 0 1 2，… 叹 一 时，p(z) 的 值 组 成 一 个 么 阶 的 相关 和 抢 阵 


p(0) Pt) P(2) … pm 一 十 ) 

6 p(0) p( 山 ) … P( 人 1 一 2) 
(pp 一作 ) 一 | P(2) p( 了 ) p(0) p(m 一 3) 

p(m-TD p(m-2) p(m-3) … (0) 


是 正定 实 对 称 的 , 称 为 Toeplitz 矩阵 s。 

假定 下 ( 坟 是 一 个 各 态 历经 的 平稳 过 程 c, 可 以 用 时 间 平均 代替 总 体 平均 。 根 据 平稳 随 
机 过 程 习 (的 一 个 现实 序列 (6.1.1), 可 以 给 出 它 的 数学 期 望 w、 方 差 o” 和 相关 函数 p() 
的 无 偏 或 渐 近 无 偏 的 统计 估计 信 ， 


(6.2.5) 





r(- -天 了 可 ( 科 -)(2as= 二 ) 


-一 下 二 二 2 0 7 一 0 1 2，…，I， 必 < 太 
“在 实际 计算 中 , 为 了 给 出 相关 函数 p(*) 的 有 效 统计 估 值 r(), 时 间 序列 (6.1.1) 的 采样 


时 间 间 隔 刀 不宜 过 大 ， 和 六 不 能 太 小 。 利用 (6.3. 吏 进行 计算 时 ， 一 般 要 求 丸 > 80 
由 不 应 过 大 , 如 可 取 四 < 本 ,常用 的 mm 值 约 在 N/10 左右 。 
相关 函数 p(z), 在 时 域 上 描述 了 平稳 随机 过 程 忌 ( 颖 的 基本 统计 特性 , 它 的 傅 里 叶 变换 
y(a) -|- (re-fordr 一 2 | p(z)eosardr (6.2.6) 
从 频 域 上 描述 了 平稳 过 程 闷 ( 坟 的 基本 统计 特性 ， 称 为 平稳 过 程 的 功率 谱 密度 &47x0。 在 
动力 学 系统 研究 中 , 谱 密度 g(o) 有 着 重要 的 应 用 。 


用 (6.2.5) 给 出 的 估计 值 "(z)， 代 替 (6.2.6) 中 的 理论 相关 函数 P(*), 可 以 得 到 谱 密 度 
9(w) 的 渐 近 无 伪 佑 计 值 ””: 








ge (有 -1+2 写 r(oeoas jz +r(m)oosjr -0 (6.2.7) 
在 实际 计算 中 ， 为 了 减少 采样 误差 ， 可 以 利用 三 点 平滑 公式 
7- 二 [bg"(O) +oGD] 


六 -于 [信人 瑟 十 29*( 且 十 gG+D] 4 二 2 本 1 (6.2.8) 


加- 于 [ge(m 一 芒 十 gr(m] 


给 出 谱 密 度 9 (的 更 优 估计 值 。 
为 了 能 对 平稳 时 间 序 列 (6.1.1) 进 行 预报 , 我 们 引入 吧 阶 自 回 归 预 报 模型 

0 一 归 2 1 十 ao 3 十 十 at mn 十 s= di2i ;十 6Gt (6 有 9) 
这 里 ; 自 回归 系数 中 1， ds， ”3 dm 为 第 量 。 在 我 们 的 预报 问题 中 ， ?7 记 和 内 (9 一 土 2 Ce 0) 

为 待定 的 参量 。s# 是 均值 为 零 .方差 为 史 的 白 噪 声 ““。 它 的 相关 函数 
40， 当 *#0 时 
且 当 4>0 时 ， 
卫 [zt-te 申 一 0 (6.2.10) 
白 噪 声 s* 表示 测量 过 程 中 存在 的 各 种 相互 独立 的 贿 机 和 干扰 和 今后 预报 中 出 现 的 误差 。 

用 “%-: 乘 (6.2.9) 的 两 边 , 得 到 方程 

00 一 过 020 十 8 (6 0 11) 


根据 (6.2.2) (6.2.10), 对 (6.2.11) 的 两 边 取 数 学 期 望 ， 得 到 自 回归 系数 内 满足 的 mm 阶 关 
分 方程 四 
p( 全 =pG 一 放风 
这 里 >0。 取 4 二 2 …，my 得 到 由 满足 的 四 阶 线性 方程 组 
内 十 Pd4 十 … 十 pm 一 天 各 一 人 
p (四 由 十 和 十 … 十 p(m 一 为 和 一 p 人) 


(6.2.12) 


p(m 一 巧 自 十 p( 人 一 轨 各 十 … 十 各 一 PC) 
如 果 用 相关 函数 p(r) 的 估计 值 ”(z) 代 替 (6.2.12) 中 的 po(z7， 得 到 自 回归 系数 内 的 佑 
计 值 芒 满足 的 轻 阶 线性 方程 组 。 用 私 阶 Toeplitz 矩阵 (4 一 7) 表示 时 , 有 


7 六 ( 寺 ) 
人 (6.2.13) 
bm 六 (72 ) 


昌 然 ,可 用 不 同 的 方法 求解 方程 组 (6.2.13), 其 中 比较 好 的 有 用 逐步 回归 算法 的 直接 求 
解 和 利用 Toeplitz 矩阵 (ri 一 力 ) 特有 性 质 的 递 推 求解 。 
用 逐步 回归 算法 求解 (6.2.13), 对 给 定 的 含 选 预报 因子 严 检 验 的 临界 值 矶 、Fs， 对 自 





t+96 


回归 模型 (6.2.9) 的 因子 w-;()= 二 2 …,， 和 m) 进 行 含 选 ， 达 到 去 粗 取 精 ， 去 伪 存 真 的 目的 ， 
同时 又 可 避免 系数 撼 阵 (r(Gi 一 分 ) 出 现 病态 或 娆 化 时 的 计算 处 理 问题 。 根 据 (6.1.1) 中 给 出 
的 测量 数据 个 数 六 ， 确 定 可 能 计算 相关 系数 的 放 值 ， 考 虑 到 预报 问题 的 物理 性 质 和 所 用 计 
算 机 内 存 容 量 的 限制 ,选取 自 回归 预报 方程 (6.2.9) 的 适当 预报 阶 数 mw, 用 逐步 回归 算法 ， 
在 计算 过 程 中 , 自动 挑选 实际 预报 时 的 阶 数 。 关 于 逐步 回归 算法 , 在 本 书 < 回 归 分 析 > 一 章 及 
参考 资料 [ 贡 中 , 都 有 详细 的 叙述 。 
下 面 , 我 们 以 四 =2、3 为 便 ,， 说 明 如 何 利用 Toeplitz 矩阵 的 性 质 ， 递 推 求解 (6.2.143)。 
为 此 , 记 么 阶 线性 方程 组 (6.2.13) 的 解 妨 为 gmw(7=1 2 …， mu)。 在 鸡 一 2、3 时 ,有 
| ?arGD bo 一 7 
Lr( 人 (TD 二 bo 一 72 


je pa 十 7(2) Das 一 人 () 


(6.2.14) 
和 


1 ( 工 ) al 十 Das 十 7 (ID) Das 一 六 (2) (6.2.15) 
六 (2)031 十 并 ) 0 十 Das 一 (3) 
在 (6.2.15) 中 ,前 两 个 方程 可 改写 为 
| 031 十 (二 ba 一 和 (二 一 D3sr(2) 
[mr (1psi 十 Das 一 (2 一 basr (了 


根据 (6.2.14)， 
()-( 1 人 
/Ar 1 六 (2) 
可 得 
p31 Oo pas 
二 一 0s3 
() 人 的 
即 


由 2731 一 bo1 一 Dass0s9 
| sa 一 ps 一 03ss02 
将 (6.2.16) 代 入 (6.2. 巧 ) 的 最 后 一 个 方程 ， 整理 后 得 


YY 一 Daiy 人 (了 


因此 ,算出 bs+、.2ss 后 ,根据 (6.2.17)、 (6.2.16)， 可 递 拓 算 出 三 阶 自 回归 系数 的 估计 什 533、 
ps31、 bas。 

假若 已 经 得 到 办 阶 线性 方程 组 (6.2.13) 的 解 bw bna，…，bomm， 利 用 上 述 方法 ， 不 难得 
到 (十 1) 阶 方程 的 解 


(6.2.16) 


ee 婚 衬 bwr(m+1- 人 


Dim+I 一 
2.18 
ss 一 守 bor 人 (6.2.18) 


Di 一 Di 一 Donrlmti 汪 9 于 工 一 / 7 一 工 ，2 
用 递 推 算法 (6.2.18) 求 解 方程 组 (6.2.13)， 乘 加 运算 量 正 比 于 ms 和 直接 算法 求解 
(6.2.13) 的 运算 量 ms 相 比 ， 计 算 速度 提高 了 一 个 数量 级 。 特 别 ， 这 一 算法 只 需要 3m 个 在 
储 单元 ,在 计算 机 上 , 可 以 求解 更 高 阶 的 自 回 归 模 型 (6.2.9)。 
由 (6.2.13) 解 出 久 后 ,根据 (6.2.9)、(6.2.3)， 得 到 zw+a 的 预报 什 
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zsrt 一 7 十 3 之 0 (6.2.19) 
类 推 , 可 给 出 预报 值 Zw+>，…，Zw+ao 


6.2.2 多 维 平稳 时 间 序 列 分 析 

这 蜂 , 我 们 以 三 维 时 间 序 列 为 例 , 讨论 多 维 平 稳 时 间 序 列 的 分 析 和 蔬 报 问题 。 问 更 高 维 
推广 时 , 完全 是 类 似 的 ”。 

设 各 ( 切 一 (人 六 ( 坊 ， 克 3( 胡 儿 
是 一 个 三 维 平 稳 随机 过 程 。 在 数学 上 ， 表示 随机 过 程 Xi( 切 、Xa、Xs 坟 的 数学 期 望 和 方 
老 


1 人 ( 夫 一 五 [各 雪 ] 一 放 
ee 
取 常 量 , 它们 的 自 相关 函数 
pu(z) 一 吾 ( 怪 :( 坟 屎 ;二 可) 《6.2.241) 
和 互相 关 函 数 
pu(z) 一 吾 ( 避 (全 (二 TD)) (6.2.22) 
与 二 无 关 , 只 是 它们 的 时 间 间 隔 的 函数 。 
根据 相关 冰 数 的 定义 (6.2.21)、(6.2.22), 可 知 要 
pu(z) 一 pe( 一 动 ， pg(z) 一 pi 一 本 《6.2.23) 
因此 , 多 维 平 稳 随 机 过 程 
Ai( 奶 一 人 2 3 刀 s( 明 一 Ra 
XO 人 | 
的 相关 盘 数 和 矩阵 
pii(z) pis(7T) pls(7) 
丸 (r) 一 为 [ 宴 ( 变 ?(t 十 本] -ee pos(T) 二 (6.2.24) 
pat(T) psa(z) pss(z) 
根据 (6.2.23) (6.2.24), 可 知 
(r) 一 尼 ( 一 T) (6.2.25) 


若 并 坊 是 一 个 各 态 历经 的 多 维 平稳 过 程 , 根据 它 的 一 个 现实 序列 《6. 工 .了 ,可 以 给 出 它 
的 数学 期 望 bu 方差 o 和 自 、 互 相关 函数 ps(*) 、pu(z) 的 无 偏 或 渐 近 无 偏 的 统计 估计 值 





过 、 

er 而 袜 im) 

吕 玉 阅 一动 

_T 挟 a(o) 一 mm 十 T) 一 ZN (6.2.26) 
9 (T) 尺 一 T 加 (一 和 )(E 2 一 池 ) 


工 一 T 2 
一 元 二 了 名 (9)2i (7 十 T) 





i 1 一 1 2 3 7 一 0 二 和 
为 了 预报 多 维 平稳 时 间 序 列 , 取 公 上 阶 自 回归 预报 模型 
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2 (t) 0 9) 1 ( 一 作 cl{ 芭 
Xe 人 四) -人 多 入 晤 oa 一 访 || es 人 
zs () 0 物 9 御 咒 八 ma( 一 作 S3 


和 ( - 疡 GMA(t 一 作 十 s) (6.2.27) 


这 里 ,z( 力 是 均值 为 0. 方 关 为 于 的 三 维 平稳 随机 过 程 。 白 噪声 eGb) = (si(b，ss(Gt)，ss() 
表示 测量 过 程 中 存在 的 随机 干扰 。 回 归 系 数 符 阵 


d 作 0 多 四 人 
G 一 | 4 弛 负 多 


或 简 记 为 


化 好 人 中 多 
为 进行 预报 时 的 待定 参量 。 
用 (一 分 右 乘 (6.2. 27) 的 两 过， 取 数 学 期 望 ， 得 到 回归 系数 抵 阵 史 满足 的 和 mo 阶 差分 
方程 
让 -之 BR 一 翁 (6.2.28) 
ee 2.28) 的 两 端 转 置 , 根据 (6.2.25), 得 更 满足 的 三 个 3m 阶 线性 方程 组 
好 (人 一 RG- 用 要 = 2 (6.2.29) 


把 由 (6.2.26) 算 得 的 自 、 互 相关 函数 wy(z) 代 入 (6.2.29)， 求 解 回归 系数 抢 阵 @ 满足 
(6.2.29) 的 估计 和 抢 阵 如 ,给 出 Z(Y+ 上 3 的 预报 值 


zxr(N 十 1) - 袜 BiZCN 二 IT 一 放 06.2.30) 
对 一 个 开 维 平稳 时 间 序 列 ,用 自 回 归 模 型 (6.2.27) 进 行 颈 报时 ， 为 了 解 出 系数 惩 阵 2， 
的 估计 值 妃 ， 需 要 求解 不 个 pom 阶 的 线性 方程 组 。 显 然 , 当 有 轻取 值 比 较 大 时 ,， 计 算是 困 
难 的 。 
8$86.3 时 间 序 列 的 平稳 性 检验 


在 忆 ( 坟 是 各 态 历经 平稳 随机 过 程 的 假定 下 ， 利 用 汉 阶 自 回归 预报 模型 (6.2.9)、 
(6.2.27)， 得 到 自 回 归 系 数 由 、28) 满足 的 线性 方程 组 (6.2.13) 、(6.2.29)。 当 在 实际 问题 


中 , 利用 几 、 的 估计 值 0、B 进行 预报 时 ， 对 一 些 问 题 是 成 功 的 ,有 着 一 定 的 预报 参考 价 


值 ,而 对 另外 -一些 问题 , 预报 是 不 成 功 的 , 甚至 是 很 不 成 功 的 。 显 然 , 对 一 些 实际 问题 ,分析 
预报 成 败 的 原因 是 很 复杂 的 , 而 为 了 达到 不 断 提高 预报 效果 的 目的 , 这 种 分 析 又 是 必 不 可 少 
的 。 下 面 , 我 们 讨论 一 些 数学 方法 , 帮助 我 们 分 析 时 间 序 列 模型 预报 成 败 的 原因 。 

大 家 熟知 这 样 一 个 事实 ， 当 我 们 研究 一 类 物理 现象 时 ， 总 是 试图 建立 各 种 不 同类 型 的 
数学 概率 模型 , 帮助 我 们 描述 和 分 析 问 题 。 在 86.1 中 给 出 的 降水 平稳 时 间 序 列 分 析 、 预 报 
的 例子 里 , 就 是 利用 平稳 随机 模型 来 帮助 我 们 描述 大 气 物 理 中 的 一 些 现象 的 。 很 显然 , 利用 
上 述 模型 进行 预报 成 功 与 否 , 在 很 大 程度 上 , 取决 于 大 气 物 理 中 的 这 类 现象 是 否 具 有 模型 中 
要 求 的 统计 平稳 性 。 

一 般 来 讲 ,一 个 物理 随机 过 程 , 如果 它 的 实验 条 件 基 本 保持 不 变 的 话 , 可 以 看 作 是 平稳 


人 
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的 。 但 是 ,对 一 个 实际 问题 , 这 一 判 据 既 不 确切 ,也 不 易 应 用 。 因 些 , 在 实际 问题 中 , 多 借助 
于 统计 分 析 方 法 , 通过 对 一 组 测量 数据 (6.1. 卫 的 统计 分 析 , 检验 平稳 性 的 假设 是 否 合理 。 

如 前 所 述 , 一 个 平稳 的 随机 过 程 互 ( 切 ， 具 有 两 个 基本 特点 , 即 它 的 数学 期 望 、 方 差 取 党 
值 , 相关 函数 只 是 时 间 间 隔 r 的 函数 ,不 依赖 于 时 间 如 在 自 回归 模型 的 建立 和 计算 过 程 中 ， 
也 正 是 利用 了 这 两 个 性 质 。 因 此 , 时 间 序 列 的 平稳 性 检验 问题 ， 也 就 是 通过 闷 ( 志 的 一 个 现 
实 序列 (6. 工 . 蕊 ,检验 随机 过 程 各 ( 切 是 否 具 有 这 两 个 性 质 。 

假若 随机 过 程 王 (办 的 现实 序列 (6.1. 蕊 足够 长 , 即 W 取 值 足够 大 ,如 取 久 一 上 MU。 按 长 
度 太 把 现实 (6, 革 .半分 为 大 段子 序列 ; 

Li1，0i3 ”01 了 
.这 里 
oj 一 2Dat 41 2 而 1 二 2 …, 及 


根据 公式 (6.2.5)， 人 方差 和 相关 函数 的 售 计 介 : 


和 一 天 2 1 
9 立 人 cs-2 (6.3.1) 


1 站 (2- tf 一 0 儿 人 AT 一 好 ) 
一 他 8 


根据 平稳 性 假设 ， 利 用 人 得 到 各 个 子 序列 的 样本 均值 wz， 方差 叶 和 相关 函数 
%i(r) ,不 应 有 显著 的 差异 。 否 则 , 很 难 接受 民办 的 平稳 性 假设 。 

假若 习 蕊 是 一 个 正 态 平稳 随机 过 程 ， 具 有 方差 cv” 和 相关 函数 p\z)。 对 长 为 妈 的 一 
段 现 实 序列 , 由 (6.8.1) 得 到 它 的 必 . 吕 和 mm(z)。 0 可 分 别 求 出 它们 的 理论 方 
差 少 3 


oO2= 瑟 [+2 袜 (1- 庆 je)] 
no--27[1+2(1- 诈 )e] 加 (6.3.2) 
on)-J 产 - [HoD+2 本 (1 7 一 )(( 力 +p(i+Dp(O 一 可 | 


用 测量 序列 (6. 工 . 蕊 给 出 的 六 个 测量 数据 ， 由 (6.2.5) 得 到 的 呈 和 p(z 的 估计 值守 
T(z 代 入 (6.3.2， 给 出 子 序 列 样本 均值 2w， 方差 呈 和 相关 函数 人 
计 值 cx(z0) 、c2(s9) 和 2(ri(z))。 取 显著 水 平 w=0.05， 若 
12 一 | >2.77c(29) 
| 呈 一 中 | 2.77c(s) 仙 关 bo， 人 ,0 一，2，。…，， | (6.3.3) 
[ra(z) 一 ra(z)| 2.77c (fi(z)) 

茂 立 , 则 称 差 异 显著 , 可 以 拒绝 忆 ( 雪 的 平稳 性 假设 。 

当 2 取 值 足 够 大 时 ， 统 计量 mw、 受 、”(z) 对 不 同 的 4 可 近似 视 为 相互 独立 同 分 布 的 随 
机 变量 。 因 此 ， 可 以 利用 连 检 验 (参见 本 书 * 蒙 特 卡 洛 方法 一 章 或 资料 [入 )、 逆 序 检验 ”， 

进一步 分 析 (6.1.1) 的 平稳 性 , 检验 各 段子 序列 的 趋势 有 无 异常 。 

统计 检验 方法 (6.3.3), 利用 统计 量 w%、&、m(z) 的 估计 精度 指标 , 定量 地 给 出 了 时 间 序 





gr (T) 一 
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列 平稳 性 的 标准 。 显 然 ， 这 一 方法 比较 粗略 ， 当量 测序 列 (6 1. 了 的 样本 量 W 取 值 不 大 时 ， 
无 法 检验 随机 过 程 六 切 的 平稳 性 。 


8$ 6.4 非 乎 稳 时 间 序 列 分 杨 


用 8$6.3 讨论 的 方法 ， 对 时 间 序 列 (6.1.1) 进 行 平稳 性 检验 ， 如 果 检 验 的 一 些 统计 量 差 
异 显著 ， 把 zx 人 (1 作为 平稳 时 间 序 列 进行 处 理 不 合理 时 ， 利 用 平稳 随机 模型 (6.2.9)、 
(6.2.19)、(6.2.27)、(6.2.30) 进行 分 析 、 预 报 就 很 难 给 出 有 效 的 预报 结果 。 因此 , 有 必要 
根据 上 述 统计 分 析 的 结果 , 对 原始 数据 进行 修正 , 以 改进 序列 的 平稳 性 。 

大 家 熟知 , 所 谓 非 平 稳 时 间 序列 , 即 表示 统计 性 质 随 时 间 而 异 的 非常 广泛 的 一 类 物理 数 
据 。 在 实际 问题 中 遇 到 的 多 数 物理 数据 , 一 般 都 是 非 平稳 的 ,只 有 在 简化 问题 或 粗略 近似 原 
始 问题 时 , 才 假 定 一 组 原始 量 测 数据 是 平稳 的 。 因此 ， 对 非 平稳 时 间 序 列 进行 分 析 , 有 着 更 
大 的 实际 意义 。 

直 于 非 平稳 时 间 序列 的 一 般 人 性 和 复杂 性 ， 
至 今 还 没有 处 理 它 的 一 般 方法 。 所 以 ,这 里 只 

能 讨论 其 中 儿 类 非 平稳 的 时 间 序列 ， 给 出 它们 
的 分 析 和 预报 方法 。 

图 6.1 中， 给 出 了 几 类 简单 的 非 平稳 时 间 
序列 。 

从 图 6. 工 中 不 难看 出 ， 三 个 时 间 序 列 的 非 
平稳 特性 是 不 同 的 。 习 x(i) 的 量 测 数据 ， 不 在 
一 个 固定 不 变 的 水 平 线 附近 随机 摆动 ， 均 值 
五 [ 筷 信 ] 将 随时 间 而 异 。 马 (的 量 测 数 据 ， 

图 61 非 平 稳 时 间 序 列 虽 在 x=0 的 水 平 线 附近 随机 摆动 , 但 摆动 是 不 

均匀 的 。 可 以 预见 ， 和 3( 坟 的 方 盖 co2[ 和 与 s( 轨 ] 将 随时 间 而 异 。 马 s( 志 的 量 测 数 据 ， 有 着 更 为 

复杂 的 性 质 , 它 的 振动 频率 随时 间 变化 。 在 数学 上 , 这 意味 着 忆 s( 共 的 相关 函数 将 随 上 和 

的 不 同 而 异 。 显 然 , 这 些 非 平 稳 性 质 的 不 同 组 合 , 可 以 组 成 更 为 复杂 的 一 类 非 平稳 时 间 序 列 

(如 图 6.2)。 

设 也 (、 访 ()、Da 人 是 时 间 的 确定 性 函数 ，7( 芒 是 一 个 各 态 历经 的 平稳 随机 过 程 。 
根据 上 窗 的 分 析 ， 通 常 采用 下 面 几 类 模型 研究 非 平稳 随机 过 程 ， 作 为 实际 物理 过 程 的 近 

(1) 加 法 模型 马 :( 四 一 刀 ( 十 0 人 

(2) 乘法 模型 ” 筷 s() 一 刀 ( 四 人; 

(3) 混合 模型 碟 s( 轴 = 六 (办 十 Da 人 ny)。 

由 于 乘法 模型 和 混合 模型 , 经 过 变换 , 都 可 化 为 加 法 模型 进行 处 理 , 所 以 , 下 面 主要 讨论 
可 用 加 法 模型 





王八 一 了 二 二 9 人 坎 
处 理 的 一 _ 类 随机 过 程 的 分 析 和 顶 报 问题 。 
处 理 一 般 非 平稳 时 间 序列 常用 的 方法 有 两 种 ， 即 参 数 次 型 方法 和 差分 模型 方法 。 下 面 ， 
我 们 分 别 讨论 这 两 种 方法 。 





6.4.1 参数 模型 方法 


由 互 ( 鸭 的 量 测 数据 (6.1.1， 用 一 些 统计 分 析 方法 估计 函数 也 () 所 含 的 一 些 参 
数 马 “9 识别、 提取、 预报 趋 势 函数 项 刀 ( 坟 。 我 们 把 这 样 一 类 方法 , 称 为 参数 模型 方法 。 

在 时 间 序 列 分 析 中 , 识别 、 提 取 趋 势 函数 项 刀 ( 力 是 很 重要 前 一 步 。 在 有 些 问题 中 ， 识 
别 、 提 取 刀 ( 旭 本 身 就 是 对 互 (办 进行 统计 分 析 的 最 终结 果 。 这 里 , 有 一 点 应 特别 引起 我 们 的 
注意 ， 只 有 在 问题 的 物理 机 制 允许 或 量 测 数据 本 身 具 有 明显 的 趋势 函数 项 刀 ( 办 时 , 进行 这 
种 提取 才 是 有 意义 的 。 

提取 趋势 函数 项 刀 ( 妨 后 , 把 剩余 部 分 

7 起 一 和 ( 共 一 已 ( 公 《6.4.) 
作为 一 个 平稳 时 间 序 列 进 行 分 析 和 了 预报。 综合 二 者 ,给 出 开罗 在 过 如 时 的 结果 预报 值 。 

为 了 提取 随机 过 程 和 (办 的 趋势 函数 项 刀 人 ,一 般 假 定 刀 (人 有 两 部 分 组 成 , 即 

0 一 十 了 〈6.4.2) 
其 中 ，j( 扩 是 量 测 数据 (6.1.1) 随 时 间 变化 的 主 值 函数 项 ， 忆 人 ( 纺 是 由 (6.1.1) 可 分 离 出 来 
的 周期 函数 项 。 
对 一 般 的 量 测 数据 (6.1.3), 可 以 选用 相对 的 时 间 单 位 。 为 了 计算 处 理 上 的 方便 ,如 可 
以 取 
-1 7- 元 “十 吨  2 
这 时 , 取 主 值 函 数 项 
岂 信 二 二 十 语 站 5 (6.4.3) 


拟 合 量 测 数据 (6.1.1)。 用 逐步 回归 算法 ,给 定 舍 选 预报 因子 环 - 检 验 的 临界 值 丽 、Fs 让 计 
算 机 在 计算 过 程 中 , 自动 挑选 主 值 函数 项 太 ( 力 (6.4.3) 的 形式 和 其 中 的 参数 , 即 舍 选 (6.4.3) 
中 的 因子 , 确定 其 中 的 待定 参数 c。 经 逐步 回归 计算 , 谷 得 到 回归 系数 

6 一 0 (4 一 1，2，…，10) 
则 可 认为 时 间 序 列 无 主 值 函 数 项 廊坊 。 

对 一 些 特殊 的 量 测 数据 “ 蕊 ， 根 据 产 生 这 组 数据 的 物理 机 制 或 实际 经 验 ， 可 以 选用 自 
己 特有 的 主 值 函 数 项 为。 如 对 太阳 黑子 相对 数 的 量 测 数据 进行 分 析 预 报时 ， 量 测 数据 
(6.1. 孔 是 在 一 个 不 到 世 年 的 周期 内 给 定 的 , 经 分 析 可 用 曲线 (图 6.2) 

(有 一 co 十 ctae 一 入 (6.4.4) 


进行 拟 合 。 和 (6.4.3) 相 比 , (6.4. 人 给 出 了 更 好 的 结果 。 这 里 ,co c,  B,， 7， 是 拟 合 量 测 
数据 (6.1. 了 时 的 待定 参量 , 可 用 < 曲线 拟 合 > 一 章 中 给 出 的 算法 , 估计 这 些 参 量 。 
去 掉 拟 合 的 主 值 函数 项 / 纪 后 , 得 到 新 的 有 序数 集合 
0 办 一 2( 动 一 帮 坊 了 
对 这 组 数据 考虑 一 个 隐 含 周期 模型 
4 巷 一 下 ( 圾 十 四 

这 里 

了 (人 () 一 oo 十 包 (o coso5 二 sin oo 入 (6.4.5》 
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其 中 , ao、、w、ABi、 or 为 待定 参量 。 

对 随机 过 程 全 ( 纺 , 根 据 经 验 或 物理 分 析 , 假若 已 知 忆 ( 轨 有 具有 周期 了 (7 一 1 2，…， 丰 )， 

则 可 象 识别 .提取 主 值 务 数 j 力 那样 , 识别 .提取 人 工 周期 函数 项 

m 人 =ao+Y(a COS 严 寺 十 0 sin 天 1 (6.4.6) 
用 逐步 回归 算法 , 含 选 (6.4.6) 中 的 周期 7 给 出 参量 cf、0 的 最 小 二 乘 估计 值 , 得 到 人 工 局 
期 函数 项 加 ( 坊 。 

在 多 数 情 况 下 , 周期 2 是 不 知道 的 ,需要 通过 对 量 测 数据 "( 坊 的 分 析 ， 识别、 提取 由 于 
随机 部 分 ”( 轨 存在 而 失真 的 隐 含 周期 及 = 2r/ayr。 在 实际 计算 中 ， 可 以 用 来 进行 周期 识别 
的 方法 是 很 多 的 “*“。 下 面 ,我 们 介绍 一 种 在 计算 机 上 应 用 比较 方便 的 周期 图 方法 。 

根据 给 出 的 个 数据 





21， 29， 0 少 X 
如 乐 随机 过 程 羡 人 力 存 在 周期 ,用 周期 图 方法 可 能 分 析 到 的 周期 有 
人 
1 2 “ 开 


这 里 
| 到 当 太 为 偶数 时 
| 
一 一， 当 太 为 奇数 时 
对 可 能 周期 
有 = (= 2 …， 羽 ) 
计算 它们 的 振幅 
2 205 
= 元 袜 由 cos 5 
站 5= 了 2 | 一 | (6.4.7) 
9 Dr 人 少 ，| 9 “1 
房 = 丈 让 汪 s 页 他 
当 祥 为 偶数 时 , 有 
鸣 - 下 误 (D 
Ar 一 0 


一 般 称 统计 量 
2 下 
5 = 可 (ok 十 Qi， 一 工 ， 2， 》 [一 | 
8Sy 一 os， 当 六 为 偶数 时 


为 随机 过 程 忌 ( 的 周期 图 。 取 


可 以 证 明 





293 
为 了 从 这 些 可 能 周期 中 选取 随机 过 程 区 ( 的 真正 周期 ,给 出 下 面 的 统计 合 选 方法 。 
取 88 一 max 9， 538， 人 
在 9 的 为 高 斯 自 噪声 的 假定 下 , 统计 量 
太一 和 AS” 
服从 了 isher 分 布 
Pt> 岂 = 习 ( 人 -DO GO+Dot 


其 中 是 使 1 一 人 十 蕊 办 >0 成 立 的 最 大 正 整数 。 
对 给 定 的 显著 水 平 w 者 


可 以 认为 随机 过 程 互 坊 无 周期 函数 项 王 ( 力 。 否 则 , 卫 志 >% < 以 显著 水 平 接受 
7 到 


为 随机 过 程 站 折 的 第 一 个 周期 。 
取 8 为 8， 3， …， SEX 中 的 第 大 个 最 大 值 。 统 计量 
一 人 /82 
服从 Fisher 分 布 
FF 多 > 时 一 0 呈 裤 (一 DC 和 和 让 中 -04 网 


其 中 是 使 1 一 (kk 十")%>>0 成 立 的 最 大 正 整 数 。 
对 给 定 的 显著 水 平 m 若 
了 Po <a (6.4.9) 
接受 和 一 入 / 困 
为 随机 过 程 筷 ( 纺 的 一 个 周期 。 
用 绽 特 卡 洛 方法 模拟 随机 模型 
闷 (办 一 太志 十 王 ( 圾 十 9 人 圾 
和 分 析 、 预 报 一 些 实际 问题 的 经 验 表 明 , 显著 水 平 x 不宜 取 得 过 大 , 如 一 般 可 取 as<0.01。 
由 统计 检验 (6.4.8) (6.4.9), 若 选 得 随机 过 程 忆 ( 办 的? 个 周期 瑟 ，Za，…, 兄 ， 取 贺 
频率 
ax 一 2r1/72 一 2zt/ 人 
得 周期 函数 项 
卫 ( 划 =ao 十 之 (ai cos okt 十 GBSsin czt) (6.4.10) 
其 中 
m 斑 富 4 一 用 
利用 周期 图 分 析 方法 ， 经 过 (6.4.7)、(6.4.8) 、(6.4.9)， 识 别 、 提 取 周 期 函数 项 王 ( 食 
(6.4.10), 只 能 得 到 以 元 为 基 频 的 频率 分 量 , 无 括 , 这 是 不 能 满足 实际 问题 要 求 的 。 引 入 人 


工 周 期 函数 项 吧 ( 轨 (6.4.6), 可 以 弥补 周期 图 分 析 的 这 一 缺陷 。 
求 得 yj 办 、 和 mm 人 ( 坊 、 书 ( 坟 后 ,得 到 随机 过 程 筷 ( 办 的 趋势 函数 项 
万 人 = 十 加 (办 十 己 的 


RS PFA 一 一 
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把 提取 了 (0) 后 的 剩余 
站 (办 一 闷 ( 人 一 万 (的 (6.4.11) 
作为 一 个 平稳 随机 过 程 ,用 86.2 讨论 过 的 方法 进行 平稳 时 间 序 列 的 分 析 和 预报 。 

经 验 表明 , 选取 适当 的 趋势 函数 项 万 ( 纹 ， 可 以 改进 量 测序 列 (6.1.1) 的 平稳 性 ， 提 高 预 
报 结果 的 精度 。 一 般 说 来 ， 量 测 数据 的 样本 量 W 比较 小 ， 拟 合 比较 复杂 的 趋势 函数 项 
D 人 ,容易 出 现 假象 , 量 测 数据 内 部 拟 合 的 精度 高 , 预报 (外 推 ;的 精度 低 。 

根据 给 出 的 量 测 数据 (6.1.1)， 可 用 86.3 讨论 的 方法 进一步 检验 由 (6.4.11) 给 出 的 数 
据 y 人 的 平稳 性 。 假若 把 (9) 作为 平稳 时 间 序列 处 理 仍 不 合理 时 ， 可 作 进一步 的 分 析 ， 以 
改进 %( 鸭 的 平稳 性 。 常 常 根据 问 题 的 物理 机 制 和 对 数据 (人 进行 统计 分 析 的 结果 ， 构 造 一 
个 新 的 修正 算 子 豆 , 对 (进行 加 工 , 以 得 到 一 个 渐 近 的 平稳 随机 过 程 

9p ( 坊 一 吾 [ 仿 ] 

如 对 太阳 黑子 相对 数 进行 分 析 、 预 报时 ,提取 主 值 函数 项 (6.4. 和 后 ， 对 碟 ( 扩 一 /9) 进 
行 统计 分 析 的 结果 表明 ,并 人 -让 的 具有 显著 的 非 平稳 性 (参见 图 6.2)。 因为 太阳 黑子 相 
对 数 互 介 ， 在 太阳 活动 的 峰 年 前 后 , 随机 摆动 的 幅度 大 , 在 宁静 年 份 ,随机 摆动 的 幅度 小 ， 
具有 1( 信 一 工人 一 /2) 和 主 值 函 数 jb) 成 正比 的 特性 。 根 据 这 -物理 特性 , 选取 修正 算 
本 生 

一 [7 坟 十 轨 ”” 
其 中 心 B 为 待定 参量 , 且 取 到 <B<J。 经 验 表明 ， 


pg 人 (= [和 的 一 FGO]/UG 十 四 4 
较 7 掏 一 芝 切 一 8 了 坊 的 平稳 性 有 所 改进 。 不 难看 出 ， 这 是 用 混合 模型 处 理 时 间 序 列 的 一 个 
实例 。 


XGD 了 上 了 


oo 





mhD=XCD- 片 本 
图 6.2 时 间 序 列 的 平稳 性 改进 


在 实际 计算 时 ， 当 数据 量 X 比较 大 时 ， 从 (6.4.7) 可 以 看 出 ， 计算 系数 mw、A: 的 运算 量 
是 很 大 的 。 这 里 计算 mw、R: 和 8$6.2 中 计算 平稳 过 程 的 谱 密度 (6.2.7) 类 似 ， 主 要 运算 量 是 
计算 一 个 有 限 的 传 里 叶 级 数 , 即 计算 


妆 aeosjp， 立 ssin 和 jg (6.4.12) 
因此 ， 给 出 一 种 比较 简单 的 算法 是 必要 的 。 
取 
&N+s 一 Vi+I 一 0 
计算 递 推 等 式 


他 一 四 十 2c080o20H1 一 让 二 ?一作 ， 信 一 二 ， ea 2， 1 (6.4.13) 
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可 以 证 明 
人 ,200810 一 信 c0s 人 0 一 2 


六 

太 介 本 和 
>12rgin 0 一 轨 SinO0 
六 


这 样 , 利用 (6.4.13), 只 需 算出 三 角 函 数 cos9, sin 0， 便 可 有 效 的 算出 (6.4.12) 。 
对 一 些 特殊 的 X 值 ， 特 别 在 六 =2"(m 为 正 整 数 ) 时 ， 可 以 利用 快速 傅 里 吐 算法 
(ET) “7 ， 更 快 地 得 到 (6.4.12)。 


6.4.2 差分 模型 方法 


这 里 , 非常 粗略 地 介绍 一 下 差分 模型 方法 。 
对 时 间 席 列 {z 小 ， 定 义 : 
(1) 后 移 算 子 也 

ze 一 -1 
(2) 向 后 差分 算 子 V、Y， 
V 和 一 做 一 -1 
Var 一 人 4 一 他- 


根据 定义 ,不 难 证 明 


mr 一 = 有 一， 一 化 一 博 
Now 一 0 一 2xi 一 (一 也) 
Ver 一 人 一 Bo 一 人 一 屯 )v 

一 上 一 恬 
一 三 ( 工 一 也 ) 0 一 习 1 
半 = 
co 
有 ， 仑 一 一 了 兴 1 
三 0 了 二 一 oo 


利用 后 移 算 子 下 和 差分 算 子 V、V。， 可 以 表示 在 86.2, 86.4.1I 中 讨论 的 各 种 随机 模 


一 个 2 阶 目 回归 模型 
和 和 jxt_l 十 azf_a 十 Se ozt 5 十 5 
利用 后 移 算 子 3， 可 表 为 
好 一 ( 轴 B 十 加 B2? 十 … 十 goB9) 2 十 8 
引入 刀 阶 和 月 回归 算 子 
由 有 ) = 一 内 有 一 由 一 …… 一 加 用 
得 
几 (B)0 一 8 (6.4.14) 
如 果 要 求 s 是 一 个 和 白 噪 声 ,， 是 一 个 满足 自 回归 模型 (6.4.14) 的 平稳 随机 过 程 ， 则 自 
回归 算 子 (了 ) 的 系数 由 必须 满足 一 定 的 条 件 。 
将 虚拟 变量 了 的 多 项 式 由 4B) 进行 分 解 ,得 
$(B) = (一 6B) (一 GeB)…(1 一 GoB) 
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由 (6.4.14), 得 
0;= 1(B)s;= 衬 二 2 于 络 8em(B)s (6.4.15) 
其 中 





称 为 求 和 算 子 。 _ 
这 时 , 根据 (6.4. 芋 ), 时 间 序 列 w% 是 以 白 噪声 se 为 输入 、 传 递 函 数 为 (了 3) 的 线性 系统 
的 输出 函数 。 因 此 , 只 有 传递 函数 <(B) 在 虚拟 变量 | 如 | 委 工 时 收敛 , wx 才 是 平稳 时 间 序 列 。 
这 就 要 求 2 阶 自 回归 算 子 由 B) 的 特征 根 , 即 多 项 式 
(3B) 一 0 
的 解 都 位 于 单位 圆 外 。 根 据 (6.4.15), 这 意味 着 
6 天 1 
对 JI= 寺 2 …, 2 同时 成 立 。 违 反 这 一 条 件 , 就 得 到 各 种 不 同类 型 的 非 平稳 时 间 序 列 。 
在 实际 应 用 中 , 出 现 重 根 |9;| = 工 的 情形 是 特别 重要 的 。 这 时 , 有 简化 算 子 
一 人 一 局) 
SO 
我 们 知道 , 一 个 平稳 随机 过 程 , 经 过 线性 差分 运算 后 还 是 平稳 的 。 一 个 g 一 工 阶 多 项 式 
太一 co 十 ci 十 Cs 如 十 十 co 加 
经 过 d 阶 差分 有 
Vf 志 =0 
而 一 个 以 整数 8 为 周期 的 周期 函数 
卫 ( 办 = 了 (十 1)， 9 一 土 1， 十 2， …。 
经 差分 
VP 动 = 人 一 2 了 及 一 工夫 一 上 (一 盐 
处 理 , 可 消去 周期 分 量 。 
因此 , 对 一 个 一 般 的 非 平稳 随机 过 程 
世 夫 一 大 圾 十 天 (人 坊 十 7 人 芒 
其 中 1 全 为 平稳 随机 过 程 经 差分 
VIA O==VIVeon( 
处 理 , 得 到 一 个 平稳 随机 过 程 。 
为 了 大 大 减少 估计 参量 的 个 数 , 提高 预报 精度 , 利用 少 阶 自 回归 算 子 
由 (DB) = 一 内 有 一 各 及 一 … 一 加 玉 
和 (9 阶 滑动 平均 算 子 
0(B)=1 一 站 B 一 03B2 一 … 一 0.B9 
处 理 平稳 过 程 的 分 析 和 预报 , 得 到 屋 ( 妃 的 一 般 处 理 格式 
由 DB)V Vs 一 00B)st (6.4.16) 
一 般 把 差分 模型 (6.4.16) 称 为 (2，d 9) 阶 自 回归 积分 滑动 平均 模型 (ARIMA)。 在 车] 
中 , 十 分 详细 地 讨论 了 由 量 测 数据 (6.1. 卫 识别、 估计、 检验 随机 差分 模型 (6.4.16) 的 方法 。 
限于 篇 幅 , 这 里 不 再 进行 更 细致 的 讨论 。 
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$ .6.5 时间 序 列 分 析 中 的 儿 个 问题 


在 这 一 节 中 , 很 简略 地 讨论 时 间 序 列 分 析 中 经 常 遇 到 的 几 个 问题 ， 即 时 间 序列 的 采 祥 、 
过 滤 、 变 换 问题 , 预报 结果 的 精度 分 析 问题 。 

(一 ) 时 间 序 列 采样 

给 出 随机 过 程 >( 妨 的 一 个 现实 *( 为 。 为 了 在 数字 计算 机 上 进行 分 析 处 理 ， 必 须 将 >( 坟 
进行 数字 离散 化 。 在 许多 实际 问题 中 , 时 间 序 列 的 采样 时 间 间 隔 万 的 大 小 , 由 问题 的 物理 性 
质 决定 。 在 天 给 定 后 , 得 到 原始 量 测 数据 

24，23，。…，2N， (6.5.1) 
其 中 
为 一 2( 加 十 901) ， % 一 1 2 ，Vo 

量 测 数据 (6.5.1)， 决 定 了 我 们 能 够 分 析 到 的 频率 范围 。 由 于 采样 长 度 Wojs 和 采样 时 
间 间 隔 大 的 限制 , 分 析 不 到 低 于 亡 =J1/No 和 高 于 思 -1/ 中 1 的 频率 分 量 , 形成 采样 误差 。 

(二 ) 时 间 序 列 滤波 

在 时 间 序 列 分 析 中 , 把 比较 广泛 的 一 类 数据 处 理 方法 叫做 数字 滤波 。 数字 滤波 可 以 用 
来 平滑 原始 数据 ,降低 量 测 误差 、 减 少 处 理 的 数据 量 , 实现 数据 分 频 以 研究 分 频数 据 的 性 质 。 

给 出 原始 量 测 数据 (6.5.1), 常用 的 简单 滤波 方法 有 : 

(1) 等 权 平滑 滤波 


工 
ER 2 十 fa(H 一 了 十 刘 名 一 二， 2 ”9 六 
%1 和 1 


这 里 ， 人 参量 Mi 之 %13 之 十 
= [一 * 二 + | 人 一 入 o 一 呈 十 03 一 以 03 
ma 
(2) 加 权 滤 波 
W 一 Sa at 多 一 上 ，2，… 信 
JI 


这 里 , 为 为 给 定 的 滤波 权 函 数 ，na> 二 人 = 和 No 一 十 工 


《3) 累积 滤波 
go 一 0， 人 一 2-1 十 为 一 2 
n=-1T 2 N No 
(4 低 通 递 推 滤波 


Wo 一 0， 名 一 or -1 十 ( 工 一 a)2 
1 一 1 2 …，NW，WN=N，0<a<I 

(三 ) 时 间 序 列 变换 

为 了 扩大 时 间 序 列 处 理 物 理 数 据 的 范围 , 对 经 过 简单 滤波 处 理 后 的 数据 W, 引进 一 类 非 
组 性 变换 ， 用 含有 一 个 或 多 个 参量 的 数据 mw 代替 加 进行 分 析 。 变换 的 类 型 可 以 根据 问题 
的 物理 性 质 和 数据 自身 的 特性 进行 选取 。 如 可 取 
| [ecw 十 归 ” 当 和 关 0 时 
inrew+， 当 和 =0 时 


了 
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其 中 变换 参量 C、2, 在 入 关 1 时 ,应 使 
2 十 >0 

对 一 切 ” 成 立 。 在 参量 c= 和 = 2=0 时 ,=% 量 测 数据 保持 不 变 。 

(四 ) 预报 精度 分 析 

对 时 间 序 列 (6.1.1) 进 行 统计 分 析 , 用 回归 模型 (6.4.3) 识 别 、 提 取信 的 主 值 函数 项 
f (0 ,用 调和 分 析 模 型 (6.4.5)、(6.4.6) 识 别 、 提 取 民力 的 周期 函数 项 了 (人 办、 径 雯 ， 用 目 回 
归 模 型 (6.2.9),，(6.2.27) 给 出 平稳 随机 过 程 7( 妇 的 预报 值 六 (WY 十 力 , 最 后 综合 给 出 预报 结 
乐 

0 (六 十 访 = 了 (六 十 六 十 人 (YY 十 站 十 了 (YY 十 六 十 天 ( 克 十 及 

形式 上 完成 了 互 埠 的 分 析 、 预 报 工作 。 但 是 , 对 实际 应 用 来 讲 , 仅仅 给 出 >(VY 十 已 的 预报 值 
xz (人 十 力 还 是 远 远 不 够 的 。 只 有 在 一 定 信 和 度 条 件 下 给 出 交 CV 十 妃 的 预报 精度 , 才能 知道 预 
报 值 *(Y 十 用 能 否 在 实际 中 应 用 。 

在 时 间 序 列 分 析 中 , 一 般 采 用 后 验 预报 方法 进行 预报 结果 的 精度 分 析 。 这 时 , 把 已 经 东 
用 的 预报 方案 施用 于 已 有 的 量 测 数据 上 ， 用 远 期 的 已 知 数 损 预 报 近期 已 有 的 结果 , 给 出 后 对 
省 报 残 差 6。 

如 用 浆 一 和 个 量 测 数据 

位 ，Yo”…， 仑 N 天 
进行 分 析 、 预 报 ， 得 到 Zxw_zfl 的 预报 值 xx-~x+a， 求 得 预报 残 关 
0 一 OA _khi 一 ON_k+i 
对 8=1， 2 …， 天 ， 得 到 一 组 后 验 预 报 残 差 
61，03，…，Gr (6.5.2) 

对 数据 组 (6.5.2 进 行 分 析 , 给 出 它们 的 均值 .方差 和 经 验 分 布 函数 , 得 到 预报 的 精度 指标 。 

如 果 进 行 的 后 验 预 报 具 有 代表 性 , 在 物理 条 件 不 变 的 情况 下 , 后 验 预 报 残 差 6 的 分 布 和 
今后 实际 预报 误差 的 分 布 ,在 统计 上 应 该 是 一 致 的 。 因 此 , 根据 后 验 预 报 的 精度 可 以 推断 实 
际 预 报 的 可 车 性 。 

下 面 ,给 出 预报 精度 分 析 的 几 个 统计 指标 。 

对 量 测 数 据 (6.1.1)， 计算 原始 方差 


由 后 验 预 报 残 差 序列 (6.5 0 
5 去 四 3， 
> 工 忆 3 
吕 一 到 辫 (05 一 9) 
给 出 后 验 标 准 差 的 比值 
CO 一 So/81 
和 或 然 误 差 的 观测 频率 


P{I3 一 引 一 0.6745S} 
据 此 , 可 以 给 出 预报 方案 好 坏 的 一 个 参考 标准 。 


Cr 








预报 精度 | P C 
好 0 四 
合格 人 oa | <oa 
勉 强 区 >0.70 0 
不 合格 区 <070 | >o.6 





[ 框 菩 输入 原始 量 测 数据 及 控制 参量 
(1) 原始 最 测 数据 
sf tt 一 1 2 No 
《3) 基本 模型 
《3) 控制 参量 
[种 3] 原始 数据 线性 滤波 
4 区 一 Zi[z( 芍 ] 1 2 人 < 
[ 框 引 j 滤波 结果 进行 变换 
矶 (二 六 [2 


[和 窒 4] 2Z( 纪 的 主 值 函 数 项 大 纺 的 识别 提取、 预报 


[ 框 5] 是 否 给 出 人 工 周期 Ti 
[ 框 6] 根据 周期 7， 进 行人 工 局 期 函数 项 的 识别 提取 、 预 报 
f 框 7/] 进行 自然 周期 函数 项 二 力 的 识别 .提取 、 预 报 
[ 框 8 计算 
万 (及 一 站 十 名 ( 具 廿 P( 研 1 2， Nd 二 1 we N 二 天 
(划一 2 一 DG 计 1 2 pp N 


ergrigrreapg pe 和 和 pinerrtr ,wireroeewe we 一 
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[ 框 9j 进行 办 妇 的 平稳 性 改进 


9( 办 一 Zn] 1 3 AN 


[ 框 10] 对 2( 轧 进行 平稳 性 分 析 
[ 框 11] ”对 (区 构 造 随机 模型 , 进行 (她 的 统计 预报 , 给 出 预报 值 "CNT+DGC=1 2，…，Z 
[ 框 12] 给 出 综合 预报 值 


2 COV+D=DOT+DT+I ICVT+D ) -1 


六 (NTD7D=Tafz CN 十 站] 


0 


[ 袜 153] ”进行 结果 预报 的 精度 分 析 

[ 框 14] 预报 精度 是 否 满足 要 求 ? 

[ 框 15] ”预报 精度 不 满足 要 求 , 停机 后 决定 是 否 改变 模型 和 控制 参数 

[ 框 16] ”根据 上 面 分 析 的 结果 , 给 出 新 的 模型 和 参量 , 转 框 3 进行 新 的 计算 
[ 袜 17] ”输出 分 析 络 果 和 预报 结 采 

[ 框 世 ] 停机 


[1 


[2] 
[3] 
[4] 


L5j 
[6 j 
7] 
[8] 


[9 ] 
LO] 
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第 七 章 “ 蒙特 卡 洛 方法 


71L1 要 认 


蒙特 卡 洛 (Monte Carlo) 方 法 , 是 一 类 通过 随机 变量 的 统计 试验 、 随 机 模拟 ,求解 数学 物 
理 、 工 程 技 术 问 题 近 似 解 的 数值 方法 。 在 资料 LL、1i、13、14、15] 中 ,也 把 这 类 方法 ， 叫 做 统 
计 试 验方 法 , 随机 模拟 方法 。 

下 面 , 我 们 通过 一 维 积分 


5- 人 Fo)dz (0<Fro) 二 1 (7.1.T) 


的 随机 模拟 , 说 明 用 察 特 卡 治 方法 求解 一 般 实际 问题 的 基本 步骤 和 主要 特点 。 
为 了 用 蒙特 卡 洛 方法 模拟 积分 (7 . 工 .1)， 岗 需要 根据 积分 (7.1. 芝 的 特点 ,构造 一 个 今后 
简称 为 概 型 的 数学 概率 模型 。 y 
在 图 7.1 中 ， 正 方形 内 曲线 y=. cz) 下 面 的 面积 
等 于 积分 值 9。 如 果 在 正方 形 内 任 投 一 点 (w, 人 , 则 随 :1 
机 点 \2， 幼 位 于 曲线 .fw) 下 面 的 概率 


1z) 


P-Pt<jf(O}=-| |， maz 


等 于 积分 值 9。 据 此 ， 可 以 构造 模拟 积分 (7.1.1 的 概 
型 。 





按 (0, 六 上 的 均匀 分 布 律 ,产生 随机 变量 (z, 力 的 5 
抽样 值 (参见 8$7.2)， 作 为 正方 形 内 随机 点 的 坐标 , 模 本 
拟 随机 投 点 试验 。 取 随 机 变量 %。 当 随 机 点 (z, 儿 位 人 
于 曲线 jz) 的 下 面 时 ,随机 投 点 试验 成 功 , 9 取 值 为 1 否则, 取 值 为 0, 即 
[二 y<yke)， 随 机 投 点 试验 成 功 
7 o, g> je)， 随 机 投 点 试验 失败 
大 量 产生 相互 独立 随机 变量 (z, 急 的 抽样 值 (w，%， 得 到 7 的 观测 值 m=9(c，%)。 在 


W 次 随机 投 点 试验 中 ,立信 给 出 随机 投 点 试验 成 功 的 总 次 数 。 


| 


= 广 空 岂 CTL9 
给 出 积分 值 0 的 无 偏 信 计 , 祥 本 标准 关 
S,=[ 广 守 oo 一 ? (7.1.3) 


给 出 了 精度 的 统计 估计 。 
实际 问题 中 的 概 型 总 是 复杂 的 。 一 般 , 象 用 (7.1.2) 对 积分 (7. 工 .进行 直接 模拟 , 结果 
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的 精度 很 低 , 往往 是 不 成 功 的 。 对 多 数 概 型 , 必须 根据 它们 的 特点 ,设计 和 使 用 降低 模拟 方 


差 、 加 速 结果 收 敛 的 方法 。 如 模拟 积分 (7.I. 孔 时 , 产生 (0, 蕊 上 均匀 分 布 的 随机 变量 ze。 本 
以 得 到 比 47. 工 .2 更 为 有 效 的 佑 计 ( 人 参见 $7.7) 


六 一 坟 衬 ja (7.1.4) 
从 积分 (7.1.1) 的 模拟 过 程 中 可 以 看 出 ， 用 蒙特 卡 洛 方法 模拟 一 个 实际 问题 ， 基 本 步骤 


(1 根据 实际 问题 , 构造 模拟 概 型 
(2) 根据 概 型 的 特点 , 设计 、 使 用 降低 方差 的 各 类 方法 , 加 速 模拟 结果 的 收敛 ; 
(3) 给 出 概 型 中 各 种 不 同 分 布 随机 变量 的 抽样 方法 ; 

(4) 统计 处 理 模拟 结果 ,给 出 问题 的 解 和 精度 估计 。 

这 里 给 出 的 模拟 步 又 ， 组 成 了 庇 特 卡 洛 方法 研究 的 基本 课 古 ， 即 蒙特 卡 洛 方法 的 基本 理 
论 , 随机 变量 的 产生 、 检 验 及 其 实际 应 用 。 

把 随机 模拟 方法 用 于 近似 数值 计算 领域 乌有 近 百年 的 历史 。 由 于 模拟 试验 工具 的 限 
制 , 除 很 个 别 的 例子 (如 通过 蒲 丰 投 针 概 型 计算 圆周 率 xc2， 验 证 太 分布 等 ), 很 少 有 人 用 来 
求解 实际 问题 。 

随 着 科学 技术 的 发 展 , 在 生产 斗争 、 科 学 实验 过 程 中 , 出 现 了 许多 复杂 难 解 的 问题 , 如 核 
物理 中 描述 质点 运动 的 迁 运 方程 12， 大 型 系统 的 可 靠 性 分 析 c9， 地 震波 的 模拟 试验 "5, 高 
维 数学 物理 问题 求解 , 多 元 统计 分 析 史 "19， 医 学 、 技 术 中 的 诊断 、 识 别 , 大 型 系统 模拟 试验 ， 
大 规模 生产 过 程 中 的 运筹 规划 0a, 芭 等 等 。 对 这 些 问 题 用 传统 的 物理 试验 或 数学 方法 进行 
处 理 , 常常 感到 十 分 困难 , 而 用 蒙特 卡 洛 模拟 , 常 使 人 眼界 开 扩 , 找到 新 的 处 理 方法 。 快 速 数 
字 计 算 机 的 出 现 和 发 展 , 为 蒙特 卡 洛 方法 提供 了 强 有 力 的 模拟 工具 , 使 这 一 方法 得 到 愈 来 傅 
广泛 的 应 用 多 3， 和 

从 积分 (7.1， 1) 的 模 执 过 程 可 知 ， 蒙特 卡 洛 方法 是 模拟 概 型 中 的 一 个 随机 变量 几 更 确 
切 地 说 , 是 模拟 一 个 复杂 的 随机 变量 mm，za，…，2m 的 函数 

引 一 一 人 (021， X3，。”'， Zmj) 
通过 沁 的 随机 模拟 ， 得 到 抽样 值 办， mm，…。 zw， 统计 处 理 后 ,给 出 7 的 概率 分 布 或 各 阶 矩 的 
估计 值 , 得 到 概 型 的 解 。 在 实际 问题 中 , 经 常 要 求 给 出 7 的 数学 期 望 马 (”) 和 标准 差 w 的 估 
计 值 , 即 (7.1.2)、(7.1.3) 中 的 厂 和 8。 因 此 , 模拟 概 型 的 随机 性 , 模拟 算法 的 简单 性 ， 是 莹 
特 卡 洛 方法 的 第 一 个 特点 。 

(7.1.2)、(7.1. 色 两 种 不 同 的 模拟 算法 ,都 能 给 出 积分 (7.1.1 的 无 偏 估 值 。 模拟 过 程 
的 这 种 灵活 性 ,组 成 蒙特 卡 洛 方法 的 另 一 特点 。 

蒙特 卡 洛 方法 的 误差 估计 和 收敛 性 , 别 具 风 格 , 构成 它 的 第 三 个 特点 。 

” 设 模拟 的 随机 变量 y(ca，za，…， xm) 具有 有 限 的 方差 c% 它 的 样本 均值 


给 出 概 型 的 解 。 当 样本 量 W 充分 大 时 ,模拟 结果 的 误差 
12 一 五 (四 |1<s (7.1.5) 
以 概率 
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P-| 工 _ oo- 到 胡 Cg) 


成 立 。 取 置信 水 平王 一 5.5 狗 ,误差 
ss 一 20/\/ 太 (7.7) 
由 (7.1.5) (7.1.6)、(7.1.7) 可 以 看 出 , 蒙特 卡 洛 模拟 的 精度 和 收 伍 过 程 ， 具 有 如 下 特 
臣 : 
(D 收敛 过 程 服从 概率 规律 。 结 果 精 度 c/W 象 物理 实验 一 样 ， 可 在 模拟 过 程 中 进 
行 估 计 ; 
(2) 模拟 结果 的 精度 和 概 型 的 维 数 中 无 关 , 因而 蒙特 卡 洛 方法 特别 适宜 求解 高 维 问题 ; 
(3) 收敛 速度 O(LVw 六 ); 
(4) 降低 方差 ca 地 位 重要 , 效果 显著 。 
蒙特 卡 治 方法 以 OGMVw) 的 速度 收敛, 理论 上 已 无 法 改善 , 和 一 般 数 值 方法 相 比 是 比 
较 慢 的 。 这 样 的 收敛 速度 , 要 把 结果 的 精度 提高 一 位 , 就 要 百倍 地 增加 模拟 工作 量 。 在 实际 
应 用 中 , 可 精心 设计 模拟 概 型 ,改进 抽样 方法 , 降低 方差 xx。 理论 分 析 和 实际 应 用 的 经 验 表 
明 , 综合 利用 各 类 降低 方差 的 技巧 , 可 十 倍 , 甚至 百倍 地 提高 模拟 结果 的 收敛 速度 。 
8$7.2 随机 数 的 产生 
用 蒙特 卡 洛 方法 模拟 一 个 实际 问题 时 , 用 到 各 种 不 同 分 布 的 随机 变量 。 在 理论 上 , 只 要 
有 了 一 种 连续 分 布 的 随机 变量 ,通过 变换 、 售 选 等 抽样 方法 ， 就 可 以 得 到 任意 分 布 的 随机 变 
量 (参见 87.3、87.4.87.5)。 在 连续 分 布 函数 中 , (90, 1) 上 的 均匀 分 布 函数 
0， z<0 
太 (o)=Jz，0<z<lt 
T， 工 <Z 


是 最 简单 的 。 因 些 , 在 蒙特 卡 洛 模拟 中 , 多 是 先 产 生 均 匀 分 布 随机 变量 妃 的 抽样 值 mG 一 了 
2 ，…)， 通 过 变换 、 售 选 各 类 方法 ， 再 产生 其 它 分 布 随机 变量 的 抽样 值 。 为 简单 计 ， 我 们 把 
(0, 了 蕊 上 均匀 分 布 随机 变量 五 的 抽样 值 叫做 随机 数 。 

在 电子 计算 机 上 , 已 经 使 用 的 产生 随机 数 的 方法 , 可 大 致 分 为 三 类 ; 

( 蕊 把 已 有 的 随机 数 表 ( 如 资料 [12]) 输 入 机 器 ; 

《2) 用 物理 方法 (如 噪声 型 随机 数 发 生 器 :产生 真正 的 随机 数 ; 

(3) 用 数学 方法 产生 伪 随 机 数 。 

产生 随机 数 的 数学 方法 是 利用 数字 计算 机 的 运算 性 能 , 根据 递 推 公式 

Ya 一 人 (n+1) +99 5 六) 4 (7 .2.1) 
由 程序 直接 产生 数值 序列 {r。 这 种 产生 随机 数 的 方法 速度 快 , 占用 机 器 的 内 存 小 , 对 模拟 
的 问题 可 以 进行 复 算 窒 查 , 故 发 展 快 使 用 广 …。 

由 于 数字 计算 机 上 表示 一 个 数字 的 字 长 有 限 , 故 只 能 表示 有 限 个 不 同 的 数 。 记 以 , 严格 
说 来 ,在 计算 机 上 不 能 产生 真正 连续 分 布 的 随机 数 。 象 一 般 数 值 计 算 中 用 差分 代替 微分 那 
样 ， 在 蒙特 卡 洛 模拟 中 ， 用 离散 分 布 的 随机 数 代替 连续 分 布 的 随机 数 。 因此 ,用 递 推 方法 
(7.2. 了 产生 的 数值 序列 {* 才 是 完全 确定 的 , 到 一 定 长 度 周 而 复 始 , 出 现 周期 现象 。 这 些 、 和 
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处 机 数 的 基本 性 质 都 是 矛盾 的 。 所 以 , 在 机 器 上 , 用 数学 方法 , 不 可 能 产生 真正 的 随机 数 。 
但 是 , 只 要 产生 的 数值 序列 {r 才 能 够 通过 随机 数 的 各 类 统计 检验 (参见 87.6)， 就 可 以 把 它 
们 当 作 真正 的 随机 数 使 用 。 为 和 真正 的 随机 数 相 区 别 , 通常 把 用 数学 方法 产生 的 随机 数 叫 
做 伪 随 机 数 。 
在 产生 伪 随 机 数 的 数学 方法 中 , 有 和 迭代 取 中 法 , 移 位 法 和 同 余 法 六 。 下 面 ， 我 们 介绍 统 
计 性 质 较 好 , 使 用 较 广 的 两 类 闻 余 法 ， 乘 同 余 法 和 混合 同 余 法 。 
用 混合 同 余 法 产生 伪 随 机 数 的 递 推 同 余 式 是 
OO 十 CO (mod 人 hf) (7.2.2) 
其 中 , 初 值 zx 乘 子 人 增 量 C 和 模 旭 取 非 负 整数 。 当 C=0 时 ,有 
OAO (mod if ) (7.2.3) 
是 用 乘 同 余 法 产生 伪 随 机 数 的 递 推 同 余 式 。 这 里 
4 三 中 (mod Wf ) 
表示 以 1 为 模 的 同 余 式 , 4<.M, 取 寻 被 整除 后 的 余数 。 取 
jn 一 On (7.2.4) 
作为 产生 的 随机 数 。 显然 , 0 委 和 <1。 在 计算 机 上 ， 
ZX (mod if) 
可 用 双 倍 位 乘法 运算 , 取 后 面 的 昆 数 部 分 来 实现 。 
下 面 , 从 产生 伪 随 机 数 的 基本 要 3 
均匀 性 、 独 立 性 、 随 机 性 等 ，87. 6) -讨论 参数 nj，C，M1 的 选取 问题 吕 。 
在 二 进 制 数 字 计 算 机 上 , 取 玉 =2 其 中 ! 是 数字 计算 机 上 一 个 数字 尾部 的 字 长 。 这 
竺 ,用 (7.2.2) 产 生 随 机 数 , 最 大 可 能 周期 卫 = 见 而 (7.2.3) 的 最 大 可 能 周期 工 =2 一 。 
为 了 使 序列 z 取 到 这 样 大 的 周期 , 应 选取 参数: 
() 在 混合 同 余 法 47.2. 纪 中 , 取 
和 一 401 寺 ， CC=2ai 二 二， 2o 为 任意 非 负 整 数 
(2) 在 乘 同 余 法 (7 2.3) 中 , 取 
和 一 89? 土 3， 2zZo 一 2cs 十 1 
这 里 ，qi、9s、ci、asa， 均 取 正 整数 。 
理论 分 析 和 统计 检验 表明 ，A 和 取 值 过 小 或 它 的 二 进 制 形式 中 0、 工 呈 规 则 性 排列 时 ， 都 
不 能 产生 统计 性 质 理想 的 数值 序列 ,反之 , 一般 是 可 取 的 。 特 别 , 对 好 同 余 法 47.2.3), 取 
入 一 52s+l 
是 成 功 的 。 其 中 参量 。 是 使 8"'+< 成 立 的 最 大 正 整 数 。 如 在 1 一 29 时 , 可取 入 一 5。 
在 用 蒙特 卡 洛 方法 模拟 复杂 概 型 时 , 使 用 乘 同 余 法 产生 的 伪 随 机 数 序列 ,还 存在 一 些 负 
点 。 实 际 模 拟 提 出 对 同 余 法 改进 的 要 求 , 组 合同 余 法 便 是 其 中 的 一 个 
”用 乘 同 余 法 (7.2.3) 产 生 径 个 随机 数 
信人 3 。 人 (7.2.5) 
用 混合 同 余 法 人 (7.2. 纪 产生 另 一 随机 数 , 从 (7.2.5) 中 随机 地 选取 一 个 ， 作为 实际 中 使 用 的 随 
机 数 。 这 样 , 从 乘 同 余 法 产生 的 随机 序列 {z 小 中 , 随机 地 选取 其 中 一 个 子 列 trsj 它 的 统计 
性 质 , 经 统计 检验 优 于 原 序列 。 
在 机 器 上 进行 模拟 计算 时 , 先 产 生 记 个 乘 子 
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/1， 人 >， ，…， AR 
其 中 
NEAMf (mod lf) 
7 一 于，2， sa 0 


用 混合 同 余 法 产生 的 随机 数 来 随机 选取 %%。 取 
nz 三 入 /Vs (mod 有 ) 


把 | 获取 为 模拟 用 的 随机 数列 。 这 样 ， 在 实际 计算 中 , 并 不 需要 把 mw， ra …，rn 如 实地 
产生 出 来 , 以 提高 机 器 的 产生 效率 。 在 二 进 制 数字 计 算 机 上 , 可 取 四 = 史 或 25。 
8 7.3 随机 变量 抽样 
在 得 到 (0, 1) 上 均匀 分 布 随机 数 序列 {rs} 之 后 ， 必 须 给 出 概 型 中 各 种 不 同 分 布 随机 变 


量 的 抽样 方法 , 才能 进行 蒙特 卡 洛 模拟 。 下 面 , 分别 讨 论 离散 随机 变量 、 连 续 随机 变量 的 抽 
样 方法 。 


9.8.1 离散 随机 枝 量 抽样 
设 随 机 变量 7” 以 概率 训 ，Ps，…， 分 别 取 值 gu，ca，…， 即 
卫 蔬 一 0 相 一 忆 ，0 一 1，2，… 
称 为 离散 的 。 这 里 ， 0< 一]， 之 太一 ]。 取 


Po-0， Po-SP， mn=1 2 
《一 工 


由 随机 数 序列 tr 中 , 依次 选取 随机 数 "re。 求 满足 检验 条 件 、 
em<P (7.3.1) 

欧 兄 值 。 这 时 , 得 到 随机 变量 ”的 抽样 值 

7 一 Cr 

对 一 些 特殊 的 离散 分 布 , 如 几何 分 布 . 二 项 分 布 、 超 几何 分 布 、 油 松 分 布 等 , 从 它们 的 概 
率 意 义 出 发 , 可 以 得 到 和 (7.3. 力 不 同 的 一 些 抽样 方法 二 。 

例 1 产生 服从 泊 松 分 布 的 随机 变量 7。 

随机 变量 7 服从 离散 分 布 


Pt 一 对 一 ea， n=0, 12 .， 和 >0 (7.8.2) 
称 为 泊 松 分 布 的 。 对 随机 数 序列 frj, 求 满足 条 件 
了 mse< 到” 
的 m 值 。 易 证 , 7 一 % 服从 泊 松 分 布 (7.3.2)。 
了 Y.3.2 连续 随机 变量 抽样 


下 面 , 讨论 几 类 具有 分 布 函数 五 (2), 密度 函数 jz) 的 连续 随机 变量 的 抽样 方法 。 
(一 ) 直 接 抽 样 
者 卫 机 变量 ”具有 连续 的 分 布 函数 三 (z), 则 随机 变量 
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及 -7(O) (7.3.3) 
均匀 分 布 在 (0 蕊 上 。(7.3.3) 给 出 了 两 个 随机 变量 之 间 的 基本 关系 , 是 由 随机 数 对 7 进 
严 Cg) 行 直 接 抽样 的 依据 ， 它 的 直观 意义 如 图 7.2 所 示 - 
例 2 产生 指数 分 布 
了 
(7) | 0， zs 和 0 
的 随机 变量 
由 人 .3.3) 
图 7.2 五 的 直接 抽样 B-| TDaz-1-em 
得 1 一 一 工人 1 一 局 
因 忆 和 ( 代 一 已 同 分 布 , 故 有 
人 一 -过 Imn 到 


它 在 蒙特 卡 洛 模拟 中 , 使 用 较 广 , 经 常用 来 描述 电子 元 件 的 稳定 时 间 , 系统 的 可 靠 性 和 质点 
的 游 动 自由 程 。 

(二 ) 变换 抽样 

在 蒙特 卡 洛 方法 中 , 研究 随机 变量 的 函数 变换 , 特别 是 二 维 均匀 分 布 随机 变量 的 函数 变 
换 , 为 产生 一 般 随 机 变量 提供 速度 更 快 的 方法 。 

例 3 用 变换 抽样 ,产生 标准 正 态 分 布 的 随机 变量 v。 

若 随机 变量 7 以 





f@=-7 站 一 om- 人 的- (7.3.) 
为 密度 函数 , 称 为 正 态 的 , 简 记 为 0~ No。 特别 , 当 五 (7) 一 六 =0, 了 (四 一 于 = 时 , 称 
为 标准 正 态 的 ,并 用 忌 表 示 , 即 ~A(0, 忆 。 
“ 正 态 随机 变量 % 在 统计 分 析 和 蒙特 卡 洛 模拟 中 , 有 着 广泛 的 应 用 。V 和 沁 之 间 存 在 关 
系 
小 一 OV 十 风 
取 随 机 数 ri，r*， 利 用 二 元 函数 变换 二 
1 入 二 \/ 一 2lnyrl cos 2z7s 
由 一 人 /一 2jn ys sin 2zrrs 
得 到 两 个 相互 独立 的 六 (0, 1) 分 布 随机 变量 * 的 抽样 值 。 
解 方程 (7.3.5), 得 


(7.3.51 


[mm -exp 二 -到 C8+ 风 | 


mm 一 喜 - arc 妈 
改 知 随机 变量 妈 、za 的 密度 函数 


Jo g= 一 ga ya)lv7 | =- 二 ezp| -六 (2 十 42) =- 了 二 





[> 


2317 


其 中 , vy 为 变换 mga 的 Jacobi 行列 式 。 故 知 ，、va 相互 独立 , 服从 T(0,， 1 分 布 。 

《三 ) 售 选 抽 社 

产生 随机 变量 的 舍 选 方法 , 利用 满足 一 定 的 检验 条 件 进 行 补偿 , 其 方法 灵活 、 计 算 简 单 、 
使 用 较 广 。 下 面 介 绍 几 种 不 同 的 售 选 抽样 方法 , 最 后 给 出 它们 的 一 般 性 证 明 。 

舍 选 方法 开设 是 (0 蕊 上 以 

Fo = (ez)，(0<z<DT) 

为 密度 函数 的 随机 变量 。 其 中 , 工 =sup F(z)， 取 有 限 值 ，0<i(z) <1e 抽样 算法 可 用 框图 
7.3 表示 ; 


依次 产生 随机 数 
7i1 ， 72 


抽 洋 效率 已 =1/ 忆 1 
图 7.3 抽样 框图 图 7.4 售 选 抽样 


合 选 抽样 方法 工 的 直观 意义 , 可 用 图 7.4 说 明 。 
在 边 长 为 1 和 吨 的 符 形 内 任 投 一 点 二 。 著 随 机 点 王位 于 曲线 9= 帮 co) 的 下 面 时 (如 











ZLII< 太 73) 
取 它 的 横 坐 标 ”为 模拟 的 随机 变量 %， 否则 , 拒绝 该 点 (如 a), 进行 新 的 试验 。 
在 一 次 试验 中 , 随机 点 二 位 于 曲线 y= 一 疙 oO) 下面 的 概率 
工 


工 1GzXD 
了 3-P{Lri<jro}=| az|， 吼 = 了 


称 为 含 选 方法 的 抽样 效率 。 抽 样 效率 的 个 数 ， 工 一 元 , 是 产生 一 个 随机 变量 了 的 平均 试验 次 


数 , 可 用 来 比较 不 同 售 选 抽样 方法 的 好 坏 。 
例 4 产生 具有 密度 天 数 


AN 


120， 0<7Z<< 工 
了 (2) | 其 它 
的 随机 变量 
用 直接 抽样 (7.3.3), 得 随机 平方 根 
] 一 人 /人 


进行 抽样 时 ,用 到 开 方 子 程序 , 计算 量 比较 大 。 利 用 售 选 方法 工 考虑 到 随机 数 rr、rs 的 对 
称 性 , 则 有 
7 一 IDaX {I71，y 9 
合 选 方法 工 . 设 随机 变量 ”的 密度 函数 jz) 可 表 为 
jz) 一 IHz)gG2) (7.3.6) 
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其 中 , 常量 了 >1 0<Ro) 和 9(o) 是 随机 变量 “的 密度 函数 。 随 机 变量 ” 的 抽样 算法 可 
用 框图 7.5 表示 ; 

















S = cosrr? 
随机 玉生 FREERTY 
四 产生 随机 变量 X,Y 
1+3h8 ， 
1+ 吕 /下 CT7<AD 7) 
否 是 王 
是 
抽样 效率 妃 =1/ 了 抽样 效率 已 = 抽样 效率 已 = 天 
图 7.5 抽样 框图 加 7.6 抽样 框图 图 7.7 ”抽样 框图 
例 5 产生 具有 密度 函数 
1 
T 十 8 < 一 让 
7 二 | ee 
0， 其 它 


的 随机 变量 %。 这 里 ,参量 上 >0。 
根据 舍 选 抽样 方法 芋 ， 按 照 (7.3.6) 分 解 jz) 。 这 里 ， 


厂 =1 二 8， No) - 寺 经 


1 
1 -| 7 ol<1 时 
0 其 它 
是 随机 变量 的 密度 函数 。 用 直接 抽样 ， 得 随机 余弦 一 cos mr ( 例 6 将 给 出 更 快 的 抽样 广 
法 )。 由 此 ,得 了 的 抽样 算法 如 图 7.6 所 示 。 
舍 选 方法 III， 设 随机 变量 9 的 密度 函数 
j)- 工 | g(e 切 m 
其 中 ,g(cy 幼 是 二 维 随机 向 量 ( 闻 , 了 ) 的 联合 密度 函数 ,函数 i(z) 在 9 的 定义 域 上 取 值 ,常量 
| 
全 | rs pda 
混 规 格 化 常数 。7 有 如 框图 7.7 所 示 的 抽样 算法 。 
当 随机 变量 立 、 相互 独立 时 , 有 
fo) -Too| om 
显然 , 含 选 抽样 方法 IT 是 III 的 特例 。 对 含 选 方法 II 证 明 如 下 : 


到 < 示 =P{ 了 <zl 了 一 A(Y)}= 二 


也 一 并 


2 8( 刀 ) 
人 略 | gGs 名 上 


全 所 7 站 三 re ou 
和 1 本 工 y 《2 2 
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例 6 各 向 同性 散射 方位 角 9 的 余 蓄 抽样 。 
质点 在 各 性 同性 散射 过 程 中 , 方位 角 9 均匀 分 布 在 (0,，2z) 上。 直接 抽样 方向 余 弱 , 有 


刀 7 一 C08 2 
用 到 两 个 标准 子 程序 , 运算 量 大 。 不 难 计算 , 随机 变量 7” 有 风 度 函数 
1ag -| 
0， 其 它 
定义 蹈 机 变量 
|- 乔 
IT 十 信 2 
六 一 和 十 
有 联合 密度 函数 
全 曾 -| ， |z| <1，0<y< 站 
Lo 其它 
这 时 1 


fo) -二 | go 风 曙 


根据 舍 选 抽样 HI， 有 如 图 7.8 所 示 的 抽样 算法 。 

《四 ) 近 似 抽样 

上 面 讨 论 的 几 种 抽样 方法 , 从 理论 上 讲 是 精确 的 , 即 除去 用 伪 随 机 数 代替 随机 数 形成 的 
误差 外 , 不 含 系统 误差 。 这 里 讨论 的 近似 抽样 算法 (分 布 近似 密度 
近似 或 概率 近似 ), 由 于 研 选 方法 的 性 质 而 含有 系统 误差。 在 实际 模 
拟 中 , 一 般 说 来 都 不 影响 结果 的 精度 。 

设 随机 变量 7 以 连续 函数 忆 \z) 为 分 布 函 数 。 根 据 (7.3.3)， 
忆 = 下 (77)。 当 丈 (2) 的 逆 函 数 

0 一 GE) 

不 易 求 册 时， 用 直接 抽样 是 困难 的 。 但 我 们 知道 ， 在 多 数 情况 下 ， 
QG(\ 动 具有 如 下 性 质 : 





产生 随机 数 rur:z 


廿 = 7 = 272 一 上 









抽样 效率 已 = 三 
当 R_>0 时, G(B) -> 一 co; 当 RL 时 ,G(BR)-> 十 co。 因 此 ,可 | 1 
以 利用 最 小 二 乘法 拟 合 曲线 G (BR) 。 取 拟 合 函 数 人 
G(R) =c 十 DR 二 coRa 二 al 一 及 )21n 玉 +BRaIn(I 一 尺 ) (7.3.7) 


对 非常 广泛 的 一 类 分 布 函数 是 可 行 的 。 其 中 系数 gc、》、c、a、p 为 待定 参数 。 当 然 , 对 G(B) 
也 可 采用 其 它 的 逼近 方法 , 如 有 理 分 式 逼 近 ” 。 
例 7 拟 合 曲 线 (已 , 满足 方程 


(R) _ 
BR-| 二 








2 
即 用 近似 抽样 ,产生 太 (0, 了 的 正 态 随机 变量 。 
取 点 已 = -二 (= 二 2 …, 199) 


200 
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报 据 (7.3.7), 用 逐步 回归 算法 , 得 系数 
4 一 一 0.8368， =1.6736= 一 2c， 0=0 
xx 一 0.3315，B8= 一 0.3315 一 一 wa 
例 8 用 概率 近似 ,产生 广 \0, 忆 分 布 的 随机 变量 v。 
根据 中 心 极 限定 理 , 取 随 机 数 ri，7a3，…，7m 有 概率 渐 近 抽样 , 


一 Vi 环 ( 二 匀 m 一 可 ) 
在 实际 应 用 中 ,多 取 mw= 一 6 或 m 一 12。 


在 mw=6 时 ， Vi(ra 一 ra) 
在 w=12 时 ， aa 一 mo 
(五 ) 复 合 抽样 


产生 随机 变量 的 复合 抽样 方法 ， 是 把 要 进行 抽样 的 密度 函数 六， 分 解 为 一 些 经 过 适 
当选 取 的 密度 函数 户 (2) 的 概率 和 。 在 数学 上 , 复合 抽样 可 表 为 : 


0 一 卫 , 一 二， 之 了 全 


以 概率 上 由 密度 函数 户 (z) 中 抽样 随机 变量 7o， 它 们 的 总 体 复合 密度 是 fc)。 若 用 了 表 
示 由 户 (2) 中 抽样 加 的 工作 量 , 选取 已 、 轧 (2), 应 使 之 尽 可 能 的 小 。 
例 9 用 复合 抽样 ,产生 具有 密度 函数 


其 中 ， 








192 2 5 
CE wI 一 I 丈 ) 0<z<< 工 
0， 其 它 
的 随机 变量 ”。 
分 解 jz) 为 
2 人 /3 4 
JO) 一 ER 0 人 


得 如 图 7.9 所 示 的 抽样 算法 : 










阅 生 随 机 效 r2yrd 
”抽样 效率 己 = 3 和 启 十 2 于 -0.885 
图 7.9 抽样 框图 


Le -一 





例 10 用 复合 抽样 ,产生 N 40, 也 分 布 的 随机 变量 we 
将 正 态 密度 函数 
二 
jz) 了 网 
分 解 为 四 个 密度 函数 的 概率 和 , 抽样 方法 如 下 : 
(了 以 概率 太一 0.8638， 产生 随机 数 7T， 小 3， 人 3 
zx 一 2(ra 十 ra+ra 一 总 ) 


2 
(ID 以 概率 上 3 一 0.1107， 产生 随机 数 99 











u 一 可 (mi 一 a) 
(CU 以 概率 忆 =0.0228002039, 产生 随机 数 ri，7s 
邻 4 一 6 一 3 
当 re<y9(Z) 时 ， 一 化 
这 里 
48.8751e- 王 上 6.0276(|z| 一 工 . 殉 十 13.2282(z2 一 3)， 
二 48.8751e- 瑟 十 6.0276(|z| -1.5) 一 6.6141(3 一 |z|)2 
48.8751e- 瑟 _6.6141(3 一 1z|)2 
0， 
(TV) 以 概率 己 =0.0026997961,， 产 生 随机 数 条 ，ra 
令 2 一 2 一 二 ， 1 一 273 一 工 
当 2 二 2 一 < 时 ， 
计算 
9 一 2Jn d 143 
= 中 了 | 
E 17/3 
丽人 me ] 


lzj<1 时 
1 一 |z| <1.5 时 


1.5<<|z| 委 3 时 
lz|>3 时 


寿 | >3， 取 V 一 了 否则 ， 知 | va| >3， 取 愉 = za。 当 | 天 3， | xs| <3 时 ， 进行 新 的 折 


样 。 
8$ 7.4 随机 向 量 抽样 


在 蒙特 卡 洛 方法 的 实际 应 用 中 ,经 常 遇 到 多 维 随机 向 量 的 抽样 问题 。 如 果 随 机 向 量 的 
各 个 分 量 相互 独立 , 则 可 用 87.3 讨论 的 方法 ,对 各 个 分 量 分 别 独 立 进行 抽样 。 实 际 模拟 中 ， 
随机 向 量 的 各 个 分 量 多 是 统计 相关 的 , 抽样 过 程 稍 复杂 些 。 这 里 , 讨论 随机 向 量 的 一 般 抽 样 


方法 和 正 态 随机 向 量 的 实际 抽样 算法 。 


Y.4. 一 般 抽样 方法 
给 出 % 维 随机 向量 7 一 (771， 3，”””》 7o)z 的 联合 密度 函数 


(oa 化 3 2o) 


0 





据 此 , 产生 引 的 抽样 值 。 

(一 ) 条件 密度 法 

若 随机 向 量 人 的 密度 函数 jza，za，…，%) 可 表 成 一 串 密度 函数 的 乘积 , 即 

Joa，za， 0) = 万 (zi) ja(za| za) 户 (ca oa，Za) 六 (oO 

则 可 用 87.3 讨论 的 方法 进行 抽样 。 

由 密度 函数 户 (z)， 产生 从 的 抽样 值 ca。 

在 广 = 好 给 定 后 , 由 条 件 密度 函数 户 (zs|z 产 生 ya 的 抽样 值 za。 

在 放 = 2 os 一 2 给 定 后 , 由 条 件 密 度 函 数 fs(zs|zi，za) ,产生 7s 的 抽样 值 za。 


在 六 = 7a 一 0 ，…，7-i 一 On-1 给 定 后 , 由 条 件 密 度 函 数 户 (m|zi，za，…，2or-1， 产 
生 和 的 抽样 值 zw。 
最 后 , 得 到 随机 疝 量 光 的 抽样 值 (c，za，…，zo)  。 
以 三 维 为 例 ， 说 明 由 联合 密度 函数 /z, % 轨 计 算 它 的 条 件 密度 函数 的 方法 。 辐 高 维 
推广 时 ,方法 是 类 似 的 。 
户 @=| | Fe gg 9td 


户 人 四 =| 7 op 3a/ 户 人 


Jazlw 力 =o 2/ 户 (z)ja(y| 字 
例 世 ”随机 向 量 (2 9” 具有 联合 密度 函数 


(7.4.1) 


(0， -|5m 人 va3sinbgsinp)， 0 和 0， 9< 了 
其 它 
产生 它们 的 方向 余 粥 
[es 
一 0030 


根据 (7.4.1), 得 的 边缘 分 布 
可 /证 
0， 其 它 
抽样 方法 见 例 9。 在 o=sin g= wvI- 人 6 给 定 后 , 9 的 条 件 密 度 函 数 


; ， Re /I 工 一 咏 (十 3cwWI 一 轨 )， 0 和 4 开工 
外 蕉 | G 
4 





3 
0， 其 它 
可 用 复合 抽样 方法 进行 , 如 图 7.10 所 示 。 
(二 ) 舍 选 法 
若 随机 向 量 刀 的 密度 函数 /zi，jia，…，2) 定义 在 平行 多 面体 
{ai 委 委 1，as 委 0 和 0， 0 和 0 和 0 
上 , 且 


SUp 了 wa，za3，……，0m) 一 了 
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产生 随机 数 
72973 
.天 r22 十 ryxc17 


抽样 效率 已 =0.7228 


图 7.10 抽样 框图 
取 有 限 值 。 推 广 87.3 中 的 舍 选 法 , 得 抽样 方法 ; 
产生 随机 数 ra，ra，…，7o， Yon+b 车 
Jri< (0 一 1) 和 1 十 qi，(0a 一 03)9s 十 Ga， …，( 丸 一 ao) 十 Co) 
成 立 , 得 纯 的 抽样 值 
久 一 (2 一 cri 十 ai (一 工 2，…， 多 ) 
抽样 效率 
B- -~ | 
了 世 (2 一 oo 
随 维 数 呈 的 增加 而 降低 。 


7.4.2 正 态 向 量 抽样 
若 随机 向 量 光 以 函数 


je mo om 人 Saxp| -一 四 2 四 42 


为 密度 , 则 称 人 了 是 多 维 正 态 的 。 这 里 
GE 一 玫 ( 人 7) 
是 随机 向 量 的 数学 期 望 ， 性 是 9 的 m 阶 协 方差 矩阵 , 即 


Ai1 A19 Se Aln 


| 和 ja 


人 nd As Et An 
其 中 和 一 五 [7 一 0 07 一 9) 一 和 
1 避 | 是 正定 抢 阵 更 的 行列 式 。 

当 @=0,， 及 为 见 阶 单位 矩阵 时 , 随机 向 量 尹 的 各 个 分 量 相互 独立 , 服从 太 (0, 1 分布 。 
这 时 , 可 用 例 3、 例 7、 例 8、 例 :0 中 的 方法 进行 抽样 ,并 用 & 表示 。 一 般 情况 下 , 9 和 妈 存 
在 变换 关系 ; 

人 一 4 十 G (7.4.3》 
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线性 变换 矩阵 4， 可 用 不 同 的 方法 , 由 协 方差 矩阵 于 给 出 。 


取 4 为 三 角 阵 , 即 
您 并 0 0 2 0 
C3L Co9 0 9 0 


4=| aail asa as … 0 


Cnal Cna 213 2 Ci 
根据 44 =- 邮 元素 ay 可 按 列 依次 算出 。 
对 第 一 列 诸 元 素 有 : 
0J1 一 AM AI1， Qi 一 和 il/ ail (一 2， 5 %) 
算出 1，2，…, 7 一 工 各 列 元 素 后 , 第 7 列 的 主 对 角 元 素 
CH 一 |x5=- 2 咏 | 
当 7<w 时 , 主 对 角 线 以 下 各 元 素 
mu 一 呈 | 和 一 阳 cai | (4 一 9 二 二， ) 


例 12 模拟 数学 期 望 为 0, 协 方差 矩阵 


人 ja us 
和 st 入 s9 
的 二 维 正 态 随机 向 量 9。 
根据 协 方差 矩阵 内 ， 计 算 三 角 阵 生 的 元 素 cv， 有 : 
qi 一 人 / 和 aa， Ci3 一 人 
go 一 Qi 和 si 一 ai/ /和 az， aas 一 [人 as 一 0 ]13 | 
给 出 正 态 独立 向 量 & 得 嫉 的 抽样 公式 ; 
大 /ait 


和 11 和 ss 和 1a | 
Ai 


9 一 -元 - [ait 十 (和 ii 和 as 一 和 is)1 aa] 
11 


87.5 随机 过 程 模 拟 





一 个 匈 维 随机 过 程 


术 ( 胡 一 (人 圾 ，7a 动 ， 7 人 放 
对 固定 的 参量 妃 是 一 个 吨 维 随机 向 量 。 今 后 ,我 们 把 参量 疆 叫 做 时 间 。 


用 蒙特 卡 洛 方法 模拟 一 个 系统 时 , 如 模拟 具有 相关 噪声 的 信号 传输 系统 ,时 间 序 列 , 求 
解 随 机 微分 方程 ， 检 验 随机 信号 的 滤波 和 预报 效果 等 ， 都 要 用 到 随机 过 程 乡 蕊 在 离散 时 刻 


和 一 加 < 和 < 加 上 取 值 的 随机 序列 了 (如 。 


在 记 个 离散 点 上 模拟 随机 过 程 9( 力 就 是 抽样 一 个 吧 x%m 维 的 随机 问 量 。 当 me、 比 较 


大 时 ,利用 87.4 给 出 的 抽样 方法 是 相当 困难 的 。 
下 面 ,我 们 讨论 几 种 常用 随机 过 程 的 模拟 方法 中 2。 
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Y.5.1 正 态 马尔 科 夫 过 程 的 模拟 


设 刀 (办 是 一 个 m 维 正 态 马 尔 科 夫 过 程 ,条 件 分 布 函数 (38<< 动 
刺 {f0( 办 雪人 的 (到 人 (夫人 (8) 一 和 (rr(3) 一 和 (3)} 
可 站 mw 维 正 态 密 庆 函 数 (7.4.2) 给 出 。(7.4.2) 中 的 数学 期 望 和 协 方差 挎 阵 分 别 由 条 件 期 望 
@(tlY(s)) 一 吾 雪 人才 | 一 23)} 


=C 人 十 Mi( s [Cs s)]-L(Z(s) 一 CS)) (7.5.1) 
和 条 件 协 方差 矩阵 和 
Me ) 一 月 (人 力 一 表态 3) LHC s)] 一 了 (s 力 (7.5.2) 
给 出 。 这 里 ， 
CQ (四 一 (Ci( 翅 ,as( 胡 pp， Go) 
是 引 ( 的 无 条 件 期 望 ， 
和) (加 纺 js 人 坟 3) … an( 8 
Mu: =- -| ， 3) 3 … 和 ab 3) 


要 3) 二 各 8) ，…。 二 
是 随机 过 程 9( 妇 的 协 方差 矩阵 , 它 的 元 素 
(加 3) 一 五 [Go 人力 一 mb0) pr 人 一 9)] 
是 六 ( 扩 和 旋 (9) 的 协 方差 画 数 。 
由 (7.5.1)、 (7.5. 人 ,可 用 多 元 正 态 随机 向 量 的 抽样 方法 , 模拟 正 态 马尔 科 夫 过 程 。 
例 13 模拟 @ 妃 =0， 协 方 郑 征 放 
26 一 6 下 CE 一 中 本 3 引 
有 人 3) 一 ( 一 后 1 一 引 0 


的 二 维 正 态 马尔 科 夫 过 程 (8>0)。 
根据 (7.5. 了 、《7.5.2)， 得 


CiZ(s)) | 了 


四 Melze)-G-eeco( 了 

由 例 2， 计算 变换 抢 阵 (ou)， 给 出 了 (的 模拟 算法 。 
产生 相互 独立 (0, ) 分 布 的 随机 向 量 ( 抱 

程 了 ,得 到 不 等 时 间 间 隔 上 采样 的 随机 序列 : 


| 9 (下 ) )- /了 0 ] 
<、 刘 工 
2 
二 一 


本 


V33 


) …, 在 二 < 妇 <… 上 模拟 随机 过 
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1.5.2 有 理 谱 正 态 平稳 过 程 的 模拟 


设 一 维 正 态 平 稳 过 程 "( 轧 ， 具有 数学 期 户 
五 tm 轨 ]=0 
协 方差 函数 
入 (T) 一 已 [7 人 (有 (十 z] 一 之 (a cos woT 十 Zisin aol|z|)e-awl 


其 中 ,常量 ww>>0，pB>0, 系数 wd， 0 是 Y 的 偶 次 多 项 式 。 
随机 过 程 "( 轨 的 谱 密 度 


+ 有 十 及 aoa 十 …… 十 Boat 再 (a) 
So) 一 -全 和 (rr)e-jordr 了 (7.5.3》 


是 w 的 有 理 函 数 , 系数 R，Z 是 实数 (2=0, 1 pv 太 9=0 二 7 <D。 
在 物理 上 ， 随 机 过 程 "( 纺 可 以 看 作 是 一 个 常 系数 线性 系统 以 白 噪 声 为 输入 时 的 输出 信 
号 。 设 1(jo) 为 系统 的 传递 函数 , 则 8,(o) 和 册 品 声 的 谱 密 度 S。(o) 存 在 关系 
8S,(o) 一 18( 和 Jo)129 ao) (7.5.4) 
白 噪 声 的 谱 密度 Su(w) 可 取 为 1， 由 此 得 到 线性 系统 的 传递 函数 。 
对 平稳 过 程 "Ci), 求 谱 密度 8,(w) 两 个 多 项 式 
尽 (@) = 已 一 局 (Jo)2 十 … 十 (一 二 57Jo) 天 一 0 
厂 (@) = 一 五 (Jo)2 十 … 十 (一 了 (Jo 一 0 
的 复 根 jcBR， 和 Ze。 由 系统 的 稳定 性 , 含 去 左 半 平 面 上 的 复 根 ,得 


芝 -也 (Jo 一 JR … (Jo 一 Ja 有 Rs) | 
9 (yo 一 Ja) …( 人 Jo 一 Ja 


' 十 pxz(Io) | 
200 十 014(I) 十 … 十 OICIO) 


于 是 得 到 常 系数 线性 系统 的 传递 函数 


Po 二 pa) 十 十 pz(Jo)- 
ww 00 十 04(7O) 十 … 十 加 (IO (7.5.5) 


根据 (7.5. 仅 、(7.5. 国 ,得 到 随机 过 程 9 人 的 覃 拟 算 滩 : 
(J) 产生 具有 谱 密度 
工 


SO- 阿 TCRI 
的 正 态 平稳 过 程 志 (及 其 导数 各 (0)，6 (6 ，…，Eo-5(D)。E() 具 有 协 方差 函数 
人 和 人: (z) 一 元 | 3: (rz)eiwr cr 


为 了 模拟 二 (办 及 其 各 阶 导 数 5 人力 一 二 2 …， 一 二 ,可 用 模拟 一 个 了 维 正 态 马尔 科 
夫 过 程 











一 有 oh) 


的 一 伟人 各， (7 
来 实现 。 它 的 无 条 件 期 望 百人 CD) ) = 0 协 方差 函数 
ak-9= 了 Eee =- 刀 5 二 


108? 
(2) 产生 7( 坊 
人 (一 po 的 十 pi (十 … 十 p 动 





他 他 


例 14 模拟 至 [m 轨 ] 一 0 )(r) 一 oo 39>0) 的 正 态 平稳 过 程 7 人。 
根据 (7.5.3)、(7.5. 纪 ,得 到 平稳 过 程 7( 力 的 谱 密 度 
S， (aw) -| a3g-6lrleg-forcr 一 5 
和 线性 系统 的 传递 函数 
cvV28 


0 及 十 71O 





给 出 7( 力 的 模拟 公式 
产生 六 (0, 声 的 简单 子 样 妇 ，xa，……， 
m( 轴 ) 一 各 V28w 
六 () 一 e-8l-taly (让 十 Al 一 于 5 人 
实际 模拟 时 , 为 减少 偏离 , 可 把 九 取 为 %( 力 的 数学 期 望 值 , 即 令 怒 =0。 
例 巧 模拟 均值 为 0, 协 方差 函数 
入 (T) 一 02c0SaTe er 
的 正 态 平稳 过 程 g( 力 。 
设 亿 人力 、ma 人 办 是 两 个 相互 独立 、 以 me 为 协 方差 郴 数 的 正 态 平稳 过 程 (模拟 算法 匈 
例 1I4)， 则 有 
0 (四 一 (cos at 十 Ta( 轧 Sin oot 


4.5.8 非 平稳 过 程 的 模拟 


在 许多 情况 下 , 非 平稳 正 态 过 程 可 由 正 态 平稳 过 程 经 变换 得 到 。 
设 ?( 轨 是 一 个 均值 为 0， 协 方差 函数 为 人 ,(z 的 正 态 平稳 过 程 ， 
9 (办 一 大 (区 人 (的 十 9 ( 圾 (7.5.6) 
当 j 矿 ( 芒 ,9( 力 是 时 间 上 的 确定 性 函数 时 , 是 一 个 非 平稳 的 随机 过 程 , 且 有 
玉 [p ( 切 ] 一 9 (区 
和 po (加 8) 一 太太) 和 (一 3) 
利用 (7.5.6), 可 以 给 出 很 大 一 类 非 平稳 过 程 的 渐 近 模拟 算法 。 


8 7.6 随机 数 的 检验 
上 面 几 节 讨论 了 随机 数 、 随 机 变量 、 随 机 过 程 的 模拟 方法 。 很 自然 的 要 问 , 用 这 些 方法 
产生 的 数值 序列 , 具有 我 们 所 要 求 的 统计 性 质 么 ”能 够 在 蒙特 卡 洛 模 拟 中 , 放心 大 胆 地 使 用 
么 ? 这 里 , 我 们 从 统计 假设 检验 出 发 , 分 析 它 们 的 统计 性 质 , 讨论 和 解决 上 述 问题 。 
设 随 机 变量 刀具 有 连续 的 分 布 函数 书 (z), 则 随机 变量 
忆 一 下 (7) (7.6.1》 
均匀 分 布 在 (0, 1) 上 。 因 此 , 能 对 均匀 分 布 的 随机 数 丸 进 行 统计 检验 ,通过 惟 = 环 (7) ,也 就 
可 以 检验 以 下 (z) 为 分 布 函数 的 随机 变量 mn。 均 匀 分 布 的 简单 性 , 也 便于 设计 一 些 简单 有 效 
的 统计 检验 方法 。 所 以 , 这 里 只 讨论 均匀 分 布 随机 数 的 检验 问题 。 
钾 机 数 的 统计 检验 就 是 根据 (0, 1) 上 均匀 总 体 简 单子 样 {BJ} 的 性 质 , 如 分 布 参数 , 均 每 
性 、 独 立 性 、 随 机 性 和 组 合 规律 性 等 ,研究 我 们 产生 的 随机 数 序列 {ry 的 相应 性 质 , 进行 比 
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较 , 视 其 差异 显著 与 否 , 决定 取舍 。 如 各 类 统计 检验 的 差异 并 不 显著 , 则 可 接受 { 女 dy 为 均匀 
总 体 已 的 简单 子 样 。 

在 介绍 随机 数 的 各 类 具体 检验 方法 之 前 ， 多 给 出 统计 检验 中 酚 个 常用 统计 量 的 构造 和 
检验 方法 。 

(也 设 随 机 变量 具有 数学 期 望 五 \(m)=a 和 有 限 的 方差 Do) = 。 在 六 次 独立 试验 
中 , 得 到 7 的 六 个 观测 值 


?71，73， “0 
当 六 区 分 大 时 ， 根据 中 心 极 限定 理 ,统计 量 
v=( 亏 no/ 07.6.2) 


以 克 (0, 苇 为 极限 分 布 。 
取 显 著 水 平 c= 0.05， 根据 概率 论 中 的 实际 推论 原理 ， 当 |v| > 工 .96 时 , 称 差异 显著 , 可 
拒绝 五 (") =a 的 假设 。 
(2) 将 跑 机 变量 ?的 简单 子 样 加 ，7a，…，7w， 按 一 定 规则 ， 分 为 互 不 相交 的 不 组 。 记 
第 4 组 的 观测 频数 为 mw。 著 随 机 变量 了 属于 第 《组 的 概率 为 pe 有 理论 频数 ms 一 WP 一 1， 
.，1)， 统 计量 


2 一 12= 袜 (和 us 一 zt) 2 (7. 6. 3) 


7 
” 渐 近 服从 目 由 度 & 一 ! 一 工 的 关 - 分 布 ， 简 记 为 入 (一 上 一 蕊 。 这 里 ,7 是 确定 和 时 ， 由 子 样 思 
中 给 出 的 约束 条 件数 。 

统计 检验 时 , 取 显 著 水 平 一 0.05, 由 7 人 0.og。 当 > o 时 , 差异 显 
著 , 拒绝 假设 0 一 全 Dio 

为 了 更 有 效 地 进行 统计 检验 , 一 般 要 求 ; 

在 (7.6.2) 中 , 子 样 数 太 >30; 

在 (7.6.3) 中 , 1>5 mi>5 且 大 和 存在 渐 近 最 优 关系 

1= 工 .87(W 一 力 2/5 





由 此 , 可 得 -下 对照 志 : 





当 X2 统计 量 的 自由 度 d>30 时 ， 
一 /2x2 一 /20 一 工 


服从 人 (0, 二 分 布 。 
人 1， 人 ra，。。， 人 7 (7.6.4) 
是 需要 进行 统计 检验 的 一 组 随机 数 。 根 据 (7.6.2/、(7.6.3), 构造 一 些 具 体 的 检验 方法 。 


7.6.1 参数 检验 
随机 数 的 参数 检验 是 检验 它 的 分 布 参数 的 观测 值 和 理论 值 的 差异 是 否 显著 。 





由 观测 序列 (7.6. 名 ,得 到 随机 数 的 一 阶 矩 、 二 阶 矩 和 方差 的 观测 值 ; 


5- 广 关 mr 
产 -元 妆 守 
蝴 据 随机 数 的 理论 分 布 不 难 计 算 
FP- 本 DG- 
忆 Go) - 己 DG =-- 攻 六 
》、_ 1 
Ge) 一 访 DGs ) 一 507 
由 (7.6.2)， 得 
4 一人/ 357 一) 
] 一 2 
呈 VB (一斑 
ww= Vi50N (2 一 二 ) 
渐 近 服从 和 (0, 力 分 布 。 


4.6.2 均匀 性 检验 


随机 数 的 均匀 性 检验 , 又 称 频率 检验 , 检验 它 的 经 验 频 率 和 理论 频率 的 差异 是 否 显著 。 
(一 ) 拟 仓 均 匀 性 检验 
把 (0, 了 区 间 分 为 大 个 等 区 间 。 接 ”“ 取 值 的 大 小 , 分 为 二 区 。 设 有 巴 个 随机 数 属 于 第 
7 类， 即 共有 个 和 满足 





人 


帮 大 
这 里 量 
富 %j 一 信 
根据 均匀 性 假设 , ”% 落 在 每 个 小 区 间 的 概率 相等 , 即 
玉 = 坟 


有 理论 频数 
0221 一作 [1 (7 一 | 2， 人 必 ) 
根据 (7.6.3), 得 统计 量 i 

帮 天 N 3 
2 人 习 人 一天) 


人 1 


汤 近 服从 自由 度 4 一 工 的 X 分布 。 统 计量 
/AD = = - 志 Da2X 


Al<y<z 





2 
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为 累积 频率 检验 ， 渐 近 服 从 柯 尔 莫 果 洛 夫 -斯 米尔 诺 夫 和 -分 布 。 取 显 著 水 平 <=0.05， 当 
VDr>1.35 时 ,拒绝 原 假设 。 

(二 ) 分 位 均匀 性 检验 

在 二 进 制 数字 计算 机 上 ,， 每 一 个 随机 数 入 都 是 由 若干 位 0 或 工 排列 组 合 而 成 的 。 根 据 


要 求 ,各 位 数 应 相互 独立 , 以 概率 于 取 值 0 或 1。 到 的 前 ;位 二 进 制 数 ， 它 的 数字 和 ， 即 


! 位 中 出 现 工 的 个 数 ,是 进行 ! 次 独立 试验 时 的 成 功 次 数 。 对 六 个 随机 数 (7.6. 包 取 前 7 位 
数 进行 试验 , 得 到 不 成 功 , 威 功 荆 次 ,成 功 2 次 ，…… , 成 功 ! 次 的 观测 频数 no mm, …; mo 在 
4 次 独立 试验 中 , 9 次 成 功 的 概率 忆 服从 二 项 分 布 


Pi=Cf( 二 ) (=0 了 


验 出 理论 频数 "rw = 和 NE 得 到 构造 统计 量 47.6.3) 的 假设 。 
取 !=10 时 ,得 书 


一] 一 | 一 一 | 一 一 一 一 一 一 一 一 | 一 一 


了 10 45 120 2310 252 2310 
1024 10234 1024 1024 1024 1024 1024 


120 
1024 


由 疡 表 可 以 看 出 ， 为 了 有 效 的 利用 检验 47.6.3)， 必 须 将 两 端的 概率 工 进行 合并 以 增 
大 理论 频数 。 





全 10 | 
1024 1024 1024 














.6.3 独立 性 检验 


随机 数 的 独立 性 检验 , 重点 检验 (7.6. 公 中 前 后 各 数 的 统计 相关 是 否 异常 

(一 ) 相关 系数 检验 

相关 系数 取 值 为 0 是 两 个 随机 变量 相互 独立 的 必要 条 件 , 取 值 大 小 , 给 出 它们 之 问 线性 
相关 强 弱 的 测度 , 故 可 用 来 检验 随机 数 的 独立 性 。 

计算 (7.6.4) 前 后 距离 为 的 相关 系数 


对 充分 大 的 W(V-I7>50), 取 零 假设 互 op 一 0, 统计 量 
一 PiV 六 一 / 





渐 近 服从 六 (0, 妇 分 布 。 
(二 ) 联 列表 检验 
在 (并 -了 ) 平面 上 ， 将 单位 正方 形 分 为 碚 个 相等 的 小 正方 形 。 将 随机 数 序列 (7.6.4)， 
按 出 现 的 先后 顺序 两 两 分 组 , 如 取 
(ra，17i+1) ，(7ra，Yita)，… (9W，71) 


进行 试验 (=1，2， 记 落 入 小 正方 形 \4 力 内 的 观测 频数 为 nr 7 一 二 2，…， 朋 ， 令 
9 从， - 7 nu 一 立 了 
根据 独立 性 假设 , 统计 量 


-NS 吧 _1 
人 { 六 训导 
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渐 近 服从 分 布 Z [4 一 力 门 。 


7.6.4 组 合 规律 性 检验 


随机 数 的 组 合 规律 性 检验 是 按照 随机 数 出 现 的 先后 顺序 , 根据 一 定 的 规则 进行 组 合 , 检 
验 组 合 观 测 值 和 理论 值 的 差异 是 否 显著 。 

(一 ) 距 离 检验 

一 对 随机 数 (ra，79) 组 成 羡 - 了 平面 上 单位 正方 形 内 的 一 个 随机 点 。 两 个 随机 扣 (ra 
fa) ，(Ys, 94) 之 间 的 距离 % 是 由 四 个 随机 数组 成 的 一 个 随机 变量 , 可 用 来 检验 随机 数 。 


取 达 一 (ri 一 人 33) 十 (rs 一 个 人” 
有 分 布 芳 数 
0， xs 和 0 
ro 一 ?十 王 o， 0 一 os 入 工 


且 (a2) -| 亏 十 (和 一 2)a2 十 4(a2 一 1)12 十 可 (0 一切 20 一 全 


| 一 4a2arceoseac， 1 一 as<2 
区 o2>>2 

把 (0，2) 区 间 分 为 一 些 不 相交 的 子 区 间 ， 由 到 (2) 给 出 理论 概率 ， 求 出 2 的 理论 频数 
io 根据 (7.6.3), 即 可 构造 对 \7.6. 名 进行 统计 检验 的 统计 量 。 

(二 ) 配 套 检验 

从 随机 数 序列 (7.6. 包 的 第 一 个 随机 数 开始 , 取 其 第 一 个 数字 (如 取 进 制 数 ,8 一 8，10 
或 16) 记 下 来 , 略 去 那些 已 经 出 现 过 的 一 些 数字 ， 直 到 用 〖 个 随机 数 配 齐 全 部 个 不 同 数字 
0 1，…, 8 一 革 为 止 。 随 机 变量 ! 构成 我 们 进行 检验 的 统计 量 。 

对 六 个 随机 数 进行 试验 ， 得 到 配 齐 一 套数 字 用 到 1/ 个 随机 数 的 观测 频数 mm( 一 心 
1 二 1)。 若 fr 相互 独立 , 均匀 分 布 在 (0, 贡 上 , 则 随机 变量 ! 具有 概率 


Pi= 袜 (Do 人 (二 C- 有 8 
































帮 
本 Te | 了 
九 (D = 有 (十 于 十 襄 十 … 十 工 十 工 ) 
DO) - (mr 二) 
也 此 , 可 构造 对 进行 统计 检验 的 统计 量 忌 和 姑 。 
如 在 1=16 时 , 瑟 ( 人 二 弘 .09 DCD) = (18.75)3 - 
配 齐 一 套数 字 用 到 /~m 个 随机 数 的 概率 二 为 : 
Im | 概率 了 | ?Im | 福 率 卫 1 一 概 率 也 1 和 概率 卫 
16~30 | 0.04629 40~423 “| 0.07659 59~ 5 | 0.06720 66~70 | 0.05f05 
31~33 | 0.04340 43~ 全 | 0.07884 |‖ 55~57 | 0o.06089 71~.75 .04324 








34 必 36 0.05838 46~49 0.07735 58~60 0.05323 76~.90 0.07388 
2 一 一 0 
37~39 0.06980 49~.51 0.07313 61~65 ”| 0.07392 90 以 上 0.04731 
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.6.5 连 检验 


把 随机 序列 按 一 定 规则 进行 分 类 。 如 分 为 两 类 , 记 为 <_2， 得 到 形 如 ccgpa255aaaba… 
由 两 类 元 素 组 成 的 随机 序列 。 我 们 把 夹 于 异类 元 素 之 间 的 同类 元 素 ， 如 …4852a… 中 的 
类 元 素 ， 称 为 一 个 连 ( 或 游程 )2s9， 所 含 同类 元 素 的 个 数 称 为 连 长 。 出 现 连 长 为 4 的 连 数 记 
为 jp 7 一 闷 8 称 为 总 连 数 , 组 成 进行 统计 检验 的 随机 量 。 因 此 ， 随 机 数 的 连 检验 ， 按 随机 数 


出 现 的 先后 顺序 , 重点 检验 它 的 连贯 现象 是 否 异 常 。 
(一 ) 正 负 连 检验 


把 随机 数 序列 |r, 一 去 | 按 正 负 分 为 两 奖 。 根 据 均匀 性 、 独 立 性 假设 ,出现 4.6 两 类 元 素 
的 概率 都 是 1/2， 且 有 有 





民 (D) = 可 + DO)- 


PH 月 = 款 ， 人 - 了 2 


给 出 按照 (7.6.2)、(7.6.3) 构 造 统计 量 人 大 的 假设 。 
《二 ) 升 降 连 检验 
”把 随机 序 刻 { 一 -1 按照 正 负 分 为 两 关连， 才 示 随机 数 的 增 减 及 其 长 度 的 变化 规律， 
称 为 升降 连 。 这 时 有 


号 90 
Pi;=5/8，P,= 革 /40，P,=19/1240，P,=29/1680, . 


给 出 按照 (7.6.2)、(7.6. 3) 构 造 统计 量 改 入 的 假设 。 
下 面 , 作为 一 个 例子 ， 网 这 光大 二 全 才 必 于 全 了 统计 检验 的 一 些 结果 。 
用 乘 同 余 法 
本 z 1Xa， (mod 231) 
产生 伪 随 机 数 。 取 参数 
一 5383 一 91844720 2zo 王 19720712 
这 里 ，^、 om 为 十 六 进 制 数 ， 最 后 一 位 有 一 虚设 的 二 进位 。 
gr 一 2 00， 一 本 2， 人 
取 久 =-500, 进行 统计 检验 , 得 如 下 结果 。 


(J) 参数 检验 

最 小 值 min {y31， 7 …，7N 一 0. 000026 
”最 大 值 ， 四 max{fyri，ra， .。…， Try 一 0.999969 
克 什 0.499221 

标准 差 8 一 0.293373 


。 。 C@) 均匀 性 检验 ”将 (6, 1 区 间 分 为 20 个 等 区 间 , 得 检验 信 
x2(19) =10.56， ww 六 Dr=0.3578 
(3) 独立 性 检验 
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(i) 相关 系数 检验 (ii) 联 列表 检验 疏 一 5) 
pi= 一 0.042604 X2 一 15.46 

po 一 0.006044 好 一 20.85 

ps= 一 0.081950 籽 一 21.34 

po4=- 0.062602 X2 一 15.62 
(4) 连 检验 





正 负 连 检 验 
























连 长 理论 值 忆 观测 值 王 
1 0.5 0.500000 0.625 0.626911 
2 0.25 0.257812 0.275 0.253822 
3 0.125 0.152344 0.079167 0.088685 
4 0.0625 0.035156 0.020833 0.0305932 
5 0.03125 0.023438 






0.U3125 0.031250 





8 71， 加速 收敛 原 理 


用 蒙特 卡 洛 方法 模拟 一 个 问题 的 数值 结果 ,可 以 看 作 一 个 高 维 积分 的 数值 求 积 。 如 在 
模拟 计算 中 , 一 次 试验 需要 用 到 mm 个 随机 数 >， 则 模拟 过 程 是 对 随机 数 的 由 维 函数 
ra 人 93“ ) 人 mn) 
进行 抽样 。 统计 量 ra 7s， no) 的 数学 期 望 和 未 知 ， 是 我 们 所 要 求 的 解 。 根据 数学 期 
望 的 定义 


ra] 一 | | 0 (7.7 .了 


因此 ， 蒙 特 卡 洛 模拟 的 结果 也 就 是 积分 (7.7.1) 的 近似 值 。 显然 ， 这 一 看 法 ， 并 不 总 是 适宜 
的 。 但 是 ,模拟 积分 (7.7. 了 的 加 速 收敛 原理 和 各 种 降低 模拟 方差 的 技巧 , 对 于 一 般 蒙特 卡 
洛 模拟 有 着 普遍 的 意义 。 

下 面 , 为 简化 氢 述 , 以 模拟 一 维 积分 


9- | Fo)dz (0< Fo) < (7.7.9) 


为 例 , 说 明 加 速 收敛 原理 和 降低 模拟 方差 的 一 些 技巧 。 

在 87.1 中 ,我 们 给 出 积分 47.7.2) 两 种 不 同 的 模拟 算法 。 为 了 比较 同一 概 型 .两 种 不 同 
模拟 算法 的 好 坏 , 这 里 引入 方法 效率 比 的 概念 。 

令 人 Ta， of oa， 分 别 表示 同一 概 型 中 两 种 不 同 模拟 算法 在 一 次 模拟 试验 里 的 平均 运 
算 量 (或 计算 时 间 ) 和 方差 。 为 了 达到 给 定 的 模拟 精度 ， 根 据 47.1.5)、(7.I.77， 计 算 时 间 正 
比 于 乘积 Ze"*。 在 实际 应 用 中 , 可 在 计算 机 上 通过 次 数 不 多 的 模拟 试验 , 给 出 了 的 渐 近 
估计 。 
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定义 





到 2 C7.7.3) 
为 模拟 算法 工 对 模拟 算法 开 的 效率 比 。 
现在 , 讨论 两 种 常用 的 模拟 算法 (7.1.2) 、(7.1.4), 分析 它们 的 方差 来 源 , 给 出 加 速 收敛 
的 基本 原理 。 
在 模拟 算法 人 7 .1.4 中 , 取 随 机 变量 
17 生 一 大 (4) 


统计 量 
9- 孝 妆 jn 

给 出 9 的 无 偏 信 计 , 一般 称 为 期 望 值 估计 法 。vf2 的 方 关 
o-| LO 一 9 


是 由 于 z 跑 遍 整个 积分 区 域 (0， 蕊 时 ，jw 对 期 望 值 2 的 变异 引起 的 。 由 此 , 可 以 给 出 第 一 
个 加 速 收敛 晨 理 。 

在 f(z) 的 模拟 过 程 中 , 减少 j(z) 对 期 望 值 0 的 变异 , 可 以 降低 结果 的 误差 , 提高 收敛 速 
度 。 

在 模拟 算法 (7.1. 人 中, 定义 随机 变量 
ga)( ya) 一 | 1 ， 当 m<jra) 时 
Lo， 当 fi ras) 时 


太 二 Y 02 (Yat-1，Isr) 
必 簿 


给 出 妨 的 无 偏 什 计 ， 一 般 称 为 随机 投 点 佑 计 法 ， 等 价 于 从 概率 二 = 妃 的 二 项 分 布 中 进行 抽 
样 , 故 有 方 羡 


统计 量 


02 一 0 一 0 
因 全 > 了 


02 一 1 一 | 7 红 一 rc)]az>0 


故 两 种 模拟 算法 的 效率 比 
0 
C 一 而 闻 全 
算法 岂 较 算法 2 有 效 。 
分 析 随 机 变量 7 


| 90，0oj 001 一 三 Za) 


故 知 , 由 于 狐 的 模拟 中 , 应 用 07i， ya 对 随机 变量 的 数学 期 望 (ra) 代替 mri，7s)， 
形成 oi< oz， 降低 了 方差 。 因 此 ,在 壹 特 卡 洛 模拟 里 ,如果 模拟 过 程 中 , 在 一 处 能 用 理论 分 
析 的 数学 期 望 值 代替 在 该 处 的 统计 模拟 ， 可 以 减少 结果 的 误差 。 这 是 加 速 收敛 的 第 二 个 基 
本 原理 。 

下 面 , 从 减少 模拟 量 在 定义 域 上 对 结果 2 的 变异 , 尽 可 能 应 用 理论 分 析 的 期 望 值 代替 模 





拟 估计 值 两 个 加 速 收敛 原理 出 发 ,讨论 几 种 降低 方差 的 具体 抽样 方法 “… 一。 
《 世 重要 抽样 
设 yw) 是 (0 蕊 上 随机 变量 * 的 密度 函数 。 变 积分 (7.7.2) 为 


二 _ 全 ec) ， 
gj 7()dz-| 了 多 0(Z)aw 


引入 随机 变量 
5)- 8) 
7 
其 期 望 值 为 妃 方 关 
-| 万 包 如 -0 
| 全 (7.7. 才 
取 统计 量 
名 = 志 立马 
给 出 2 的 无 偏 估计 。 
为 了 降低 ca， 从 它 的 计算 公式 (7.7. 邹 可 知 , 取 Jc)9(20 一 入 即 
9 =- 末 j (7.7.5) 


得 四 =0 的 零 方 差 估计 。 显 然 , 在 实际 模拟 中 ,0 是 未 知 的 ，(7.7.5) 中 的 取 法 并 不 具有 什么 
实际 意义 。 但 是 , 从? 的 抽样 中 可 以 看 出 , 对 任意 一 个 密度 函数 9g(z) 进 行 抽样 , 用 .Joy 代 
替 了 进行 补偿 , 都 能 得 到 ! 的 无 偏 估 计 。 我 们 的 目的 是 减少 估计 方差 ii。 只 要 选取 同 帮 v) 
尽 可 能 类 似 的 函数 9(z), 使 比值 jz)/g(O) 接 近 一 个 常量 ， 就 可 以 得 到 降低 方差 的 算法 。 

根据 被 积 函数 jz) 的 性 质 ， 由 类 似 于 jw) 的 9(2) 中 进行 抽样 ,就 是 改变 原来 的 (0, 了 
上 的 平均 抽 祥 , 在 积分 区 域 的 重要 部 分 , 即 对 0 贡献 大 的 部 分 , 选取 比较 多 的 抽样 点 , 故 称 为 
重要 抽样 。 

《2) 分 层 抽 祥 

分 层 抽样 , 就 其 想法 和 重要 抽样 一 样 ,都 是 减少 Jo) 对 期 望 值 0 的 变异 。 

把 积分 区 域 (0, 妃 分 为 一 些 不 相交 的 子 区 间 。 在 每 个 小 区 闻 上 , 进行 均匀 抽样 。 样本 
量 必 正比 于 该 区 间 上 对 积分 值 的 贡献 。 这 种 分 层 抽样 ,不 增加 太 多 的 计算 量 ， 达 到 降低 方 
差 的 目的 。 

《3) 相关 抽 祥 

利用 随机 变量 之 间 的 相关 以 减少 模拟 方差 的 抽样 方法 称 为 相关 抽样 。 要 利用 相关 抽 
样 ,必须 进一步 研究 被 积 函 数 了 zw) 的 性 质 。 

若 jz) 是 (0, 世上 的 单调 函数 ， 采 用 对 称 化 的 处 理 方法 ， 可 以 减少 jz) 对 积分 值 0 的 
变异 。 如 取 


g(z) = 二 [f(o) +JG 一 J] 


随机 变量 
g(B) -可 [7FCB) +GL 一 恒 ] 


以 0 为 期 望 值 。 由 于 fx) 的 单调 性 , 随机 变量 F(CBR) 、FG- 忆 负 相关 。9() 的 方 莹 





四 = 于 DFI7( 本 +JG- 已 1- 全 [t+ 


这 里 ，o?=D[F(B)]，p<0 是 jCB) 和 7(L- 矶 的 相关 系数 。 一 般 情 况 下 ,< ci。 
进一步 分 析 jc) 的 性 质 , 也 可 以 构造 正 相关 的 抽样 方法 。 
取 和 (zc) 相 近 、 积 分 值 g 已 知 的 函数 %(z) 。 则 随机 变量 
y( 民 ) 一 站 (B) 一 由 (BR) 十 go 
以 9 为 期 望 , 且 了 (B) (已 ) 的 相关 系数 p>0。9 ( 忆 ) 的 方差 
ao 一 [F(B) 一 上 (BR) 十 go] = 十 aa[ 风 (BR)] 一 2poac [由 ()] 
当 由 (z) 能 够 吸收 被 积 函 数 fc) 对 0 的 大 部 分 变异 时 ，a8<o3 成 立 。 实 际 上 , 这 里 用 理 
论 分 析 得 到 (zc) 的 积分 值 be 代替 部 分 模拟 , 降低 结果 的 方差 oz。 
在 文献 中 ， 也 把 负 相 关 (p<0) 的 抽样 叫做 对 偶 变 数 ， 正 相关 (p>0) 的 抽样 称 为 控制 变 
数 。 
(4) 序 贯 抽样 
上 面 讨论 的 几 种 加 速 收 敛 方法 ， 各 次 试验 相互 独立 。 近来 已 把 统计 上 的 序 贯 抽 样 用 于 
统计 模拟 。 模 拟 过程 中 , 模拟 的 结果 不 仅 取决 于 本 次 试验 , 而 且 还 依赖 于 以 前 各 次 的 试验 结 
果 , 以 加 速 模拟 过 程 的 收敛 。 
我 们 用 蒙特 卡 洛 方法 求解 非 线性 代数 方程 组 为 例 , 说 明 这 一 抽样 方法 。 
给 出 非 线性 代数 方程 组 
万 (ca za …， 加) 一 0 


2 化 2，”， 2m) 一 0 


万 (zh 人 3 “ On) 一 0 
求 出 使 
Q- 匀 中 FCco mo 


取 值 最 小 的 点 (za，za，…，zu), 作为 代数 方程 组 的 近似 解 。 这 里 , 加 权 值 m 取 常 量 。 
根据 方程 组 的 特点 和 物理 意义 ,一 般 可 以 定 出 求解 区 域 Do。 在 区 域 De 上 随机 取 点 , 构 
造 点 集 满 足 不等式 ; 
Q(zZ)>>Q(Za) > 和 >>QCZO) 
计算 点 集 Za，xi，…，2cn 的 均值 z, 方 益 82 以 2 为 中 心 ,，2s 为 区 间 长 度 ,给 出 新 的 求解 
区 域 D。 这 种 压缩 抽样 区 域 , 加 以 必要 的 人 工 干 预 的 办 法 , 经 验 表明 可 以 提高 收敛 速度 。 
最 后 ,我 们 以 je) =o: 为 例 , 计算 积分 (7.7.2), 说 明 各 种 不 同 加 速 收敛 方法 的 效果 。 
在 午 要 抽样 中 , 取 


g(z) 王仁 十 对 
正 相关 抽样 中 , 到 
史 (Z) 一 ( 工 十 Z)/e 
负 相 关 抽 样 中 ,到 
7 一 相 





有 如 下 结果 : 


抽 样 方 法 均 方 差 
期 望 估 计 0.180986 
随机 投 点 估计 0.482228 
重要 抽样 0.266140 
正 相 关 抽 样 0.076860 
负 相 关 抽 样 0.023011 





$7.8 这 特 卡 洛 应 用 

应 用 蒙特 卡 洛 方法 ,可 以 解决 许多 类 型 不 同 的 数学 物理 、 工 程 技术 问题 。 这 些 问 题 大 致 
可 以 分 为 两 拓 , 即 确定 性 问题 和 跪 机 性 问题 。 

用 蒙特 卡 洛 方法 求解 严格 确定 的 数学 物理 问题 ， 主 要 困难 是 构造 一 个 简单 、 适 用 的 概 
型 , 使 这 个 问题 的 解 对 应 于 概 型 中 随机 变量 的 概率 分 布 或 参量 。 在 计算 机 上 , 对 给 定 的 概 型 
进行 昆 特 卡 洛 模拟 。 大 量 模拟 试验 后 , 给 出 分 布 或 参量 的 统计 估计 值 , 作为 问题 的 近似 数值 
解 。 计 算 高 维 积分 , 求解 线性 、 非 线性 代数 方程 组 , 计算 道 垂 阵 , 模拟 椭圆 型 、. 抛 物 型 方程 , 求 
解 线性 算 子 的 特征 值 等 光一, 都 是 这 一 类 型 的 问题 。 但 在 实际 计算 中 , 这 类 方法 应 用 并 不 很 
多。 

模拟 随机 性 的 工程 技术 、 数 学 物理 问题 是 蒙特 卡 洛 方法 的 主要 应 用 领域 。 给 出 几 个 简 
单 例 子 , 说 明 实 际 模拟 的 过 程 。 

(回归 方程 的 模拟 检验 

在 回归 分 析 计 算 中 ， 对 得 到 的 回归 方程 ， 要 进行 而 报 或 控制 效 果 可 药性 和 稳定 性 的 检 
验 。 一 般 方 法 是 把 给 出 的 观测 数据 分 为 两 部 分 , 一 部 分 (大 量 的 ) 用 来 建立 回归 方程 ,一 部 分 
(少量 的 ) 用 来 检验 回归 方程 。 当 观测 数据 量 不 大 时 ， 应 用 这 种 方法 是 困难 的 。 为 了 克服 这 
种 困难 ,用 将 特 卡 洛 方法 伪造 观测 数据 中 的 预报 量 ”, 检验 回归 方程 的 显著 性 。 

给 出 你 组 观测 数据 
21 0209，。。，Oom 4 名 一 工 2，…， 人 ;入 > 人 7 


侵 定 预报 量 y 满足 回归 方程 
% 一 十 阅 Bina 二 es (07.8.1) 


这 里 ，s, 相互 独立 , 服从 人 (0， o) 分 布 。 人 
选 预报 因子 zw。 得 到 回归 方程 ， Se 





这 里 ,，% 表示 和 的 回归 预报 值 ， 


5- 束 习 岂 


大 4 的 平均 信 。 
为 了 检验 用 回归 模型 (7.8. 已 和 随机 顶 报 的 差异 是 否 显著 ， 用 蒙特 卡 洛 方法 伪造 刺 个 





因 变 量 y。 例 如 ,用 87.3 给 出 的 方法 ,产生 人 (0, s 分 布 的 正 态 随机 变量 。 这 里 
3-- 产 了 冯 ( 久 一 力 3 


在 预报 量 y 和 预报 因子 w 无 关 的 假定 下 , 是 方差 2 的 无 偏 估计 。 

利用 逐步 回归 算法 ， 在 保留 相同 预报 因子 个 数 的 条 件 下 ， 得 到 伪造 因 变 量 y 的 回归 方 
程 ， 求 得 复 相 关系 数 玉 的 抽样 值 。 重 
复 蒙 特 卡 治 模拟 , 得 到 怪 的 分 布 。 

对 给 定 的 显著 水 平 w 车 

忆 { 尼 > 下 > 
则 所 得 回归 预报 和 随机 预报 相 比 差异 
并 不 显著 , 在 实际 预报 中 无 法 应 用 , 可 
拒绝 接受 回归 方程 。 

无 疑 ， 这 种 和 随机 预报 相 比 的 模 
拟 方法 , 在 时 间 序 列 分 析 、 信 和 号 检测 、 
滤波 效果 检查 中 都 是 可 用 的 。 

(2) 放大 器 线路 分 析 

对 一 个 复杂 的 系统 ， 要 建立 一 个 
真实 的 可 靠 性 分 析 模 型 ， 是 十 分 困难 

的 。 用 蒙特 卡 洛 方法 模拟 这 类 系统 ， 
图 7. 革 ”放大 器 线路 分 析 可 以 大 大 节省 工程 费用 和 设计 时 间 。 
下 面 的 放大 器 线路 分 析 模 型 ， 可 作为 一 个 简单 的 说 明 性 例子 ” 。 

在 图 7. 革 的 放大 器 线路 中 , 假定 线路 中 所 有 参量 都 是 正 态 分 布 的 ， 具 有 已 知 的 均值 和 

标准 差 , 其 数值 由 下 表 给 出 。 





外 
C 





瑟 z 一 瑟 2000 5 33.30 

TEST 一 避 43000 9 2150 9 

jb (1 十 hfe) 一 6 47.5 9 24.49 
hfe=- 42 4.2 

三 0.58 立 ” 0V 

S& 20Y 0.35 立 





假若 参量 Pa 可 以 确定 系统 的 可 靠 性 。 设 .30 伏 <F:< 工 .4 伏 是 线路 正 第 工作 的 临 
界 区 域 , 要 求 计 算 线 路 的 可 革 性 。 
分 析 放大 器 线路 图 .并 ， 得 到 线性 方程 组 
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( 云 + 志 + 亏 )7- 志 大 - 画 + 丙 














La Le .6 
1 加 了 了 
画 P( 机 歹 元 )F :一 ( 亏 + 二 )7。 :总 雯 Ke 
_ 工 1 1 下 -工人 及 
宇 了 元 有 +( 元 +- 吉 + 志 )。 要 
”求解 随机 线 代 数 方程 (7.8.2) ,得 矿 :: 
六 五 ,上 FF 瑟 ， 0 3 
天 4 
和 Rs 十 FA 玉 : 十 瑟 5 1RR 十 五 6 
巡 6 及 本 
于 十 已 ] .235 (IT 十 尹 ) 十 (Rs 十 有 Rs) Re 
及 = 46 忆 ; 2 
已 已 十 忆 有 十 瓦 :RRs 0 _ 工 
Re 有 
3 玉 : 十 忆 ; 几 瑟 十 五 4 
并 忆 5 有 
二 _ 1 有 丽 Bd+ 有 十 (有 二 本) Ra 
玉 ， 了 ; Letslta 


在 计算 机 上 ,用 87.3 给 出 的 抽样 方法 , 产生 正 态 随机 变量 , 可 给 出 随机 变量 了 的 模拟 
值 , 算出 放大 器 线路 的 可 靠 性 。 

在 计算 机 上 59, 以 置信 水 平 95 锡 ， 算 得 可 靠 性 为 90%%。 

(3) 控制 棒 吸 收 率 的 统计 模拟 

质点 随机 游 动 的 统计 模拟 问题 , 是 蒙特 卡 洛 方法 应 用 的 重要 领域 之 一 由 29， 可 用 来 解决 
中 子 物 理 和 核反应 堆 物 理 中 提出 的 不 少数 值 问题 。 作为 例子 ， 
讨论 热 中 子 在 控制 棒 内 随机 游 动 的 模拟 问题 ， 计 算 控 制 棒 的 吸 
收 率 。 

控制 棒 是 核反应 堆 的 一 个 重要 组 成 部 分 ， 外 形 是 一 个 长 为 
也 半径 为 玉 的 圆柱 体 , 横 截 面 如 图 7.12 所 示 。 

控制 棒 中 间 是 一 个 半径 为 的 碳化 确 圆 柱 体 ， 以 概率 工 吸 
收 进 入 它 内 部 的 热 中 子 。 在 碳化 硼 外 面 , 是 一 层 厚 为 九 的 铝 合 
金 包 壳 。 包 壳 外 面 有 厚 为 3 的 冷却 水 层 。 水 层 外 面 , 又 用 锅 合 
金 作 包 壳 , 厚 为 gg。 这 里 , 六 十 5 十 2 十 和 一 卫 。 

由 于 工 汶 马 为 简化 模型 ,， 视 控制 棒 为 无 限 长 。 这 时 ， 入 射 8 
控制 棒 的 中 子 与 入 射 点 的 位 置 无 关 。 2 8 故国 

热 中 子 进入 控制 棒 的 入 射 角 (9, 9) 是 一 对 随机 变量 ， 密 度 
函数 图 7.12 控制 棒 横 截面 





专 sin 20sinop(I+A ssinbsinp)， 当 0<0， 9g< 时 
0， 其 它 
在 直角 坐标 系 中 , 热 中 子 的 入 射 方 问 


0， O) 一 Fe 
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4 一 singbocosp 
4d/=snbsinp 


dz 一 co0S0 
抽样 方法 由 例 9、 例 并 给 出 。 
热 中 子 在 介质 内 随机 游 劲 时 , 和 介质 内 的 质点 发 生 碰 撞 ,， 或 以 概率 王 =/ 2 散射 ， 或 
以 概率 己 一 Zoo/ 2 吸收 。 这 里 ， 忆 ，2o，2 一 十 2o， 分 别 表示 碰撞 点 处 介质 的 散射 截面 、 
吸收 截面 和 总 截面 ,它们 都 随 介质 的 不 同 而 异 。 模拟 时 , 产生 随机 数 ”%， 视 其 是 否 小 于 上 。 
确定 碰 擅 的 类 型 87.3. 切 )。 
热 中 子 在 水 中 发 生 散射 时 , 散射 角 w 以 


二 (1 二 3h co08S WwW)， 0 天 ww<< 隐 
0， 其 它 
为 密度 函数 ,方位 角 9 均匀 分 布 在 [0, 2z] 上 。cosw 和 cosyp 的 抽样 方法 ， 已 由 例 5、 例 6 给 
出 。 
若 散射 前 中 子 的 游 动 方向 为 (4z，4%，42), 散射 后 新 的 游 动 方向 为 (4z ， 和 如， 尘 ) 则 有 
f 4 一 沙 cosw 十 sin oocogpwNVI 一 422 


ro-| 


人 = 二 [dy(eoso 一 消 4z) 十 4rsinawsinpwVI 一 .42 ] 


Ldw 一 





二 [4z(eosw 一 必 4z) 一 如 sinwosinpwI 一 2 ] 







产生 随机 数 ru rz, rs 
Y= 入 (2r 一 1) 
已 三 入 (2r2 1 


在 钻 中 , 发 生 散射 的 中 子 是 各 向 同性 的 。 取 
二 语 
2/ 2 
给 出 速度 较 快 的 一 种 抽样 方法 , 如 图 7.13 所 示 。 
热 中 子 在 介质 内 发 生 散射 后 ， 继续 游 动 。 游 动 长 度 ! 服从 
以 3 为 参数 的 指数 分 布 (参见 例 2)， 即 中 子 游 动 的 平均 自由 程 
由 于 我 们 模拟 的 中 子 要 在 不 同 的 介质 内 游 动 , 咏 是 变化 
的 ,7 的 抽样 过 程 较为 复杂 。 沿 中 子 的 散射 方向 ,依次 算出 在 各 
7.13 抽样 框图 个 不 同 介质 里 需要 游 动 的 长 度 ， 分 别 记 为 五 ,1 …,， 了 相应 各 
介质 的 总 截面 3 分 别 记 为 马 ，3a，…， 丈 。 游 动 长 度 ?的 抽样 方法 为 : 
产生 随机 数 r>， 计 算 标 准 指数 分 布 的 随机 变量 = - ln r。 找 出 满足 不 等 式 
了 1 页 十 十 了 111<< 一 In 天 2 下 十 … 十 1 有 1 十 2 
的 标号 值 久 计算 游 动 自由 程 


7 一 站 十 … 十 5-1 十 





di=22+U2+z2<i? 其 


一 jnr 一 (2 下 十 … 十 2 -17 1) 


如 果 中 子 的 散射 点 为 ro， 散射 方向 为 w， 则 游 动 中 子 新 的 碰撞 点 为 
久 一 人 0 十 [co 
当 一 Inyr>>>1 访 十 十 2 于 





时 , 质点 飞 出 游 动 介质 的 区 域 。 

根据 上 面 给 出 的 概 型 和 抽样 方法 ， 可 跟踪 热 中 子 至 吸收 或 飞 出 控制 棒 为 止 。 研究 控制 
佬 的 吸收 率 , 即 计算 热 中 子 被 水 、 铝 合金 和 碳化 硼 的 总 吸收 率 。 无 疑 ， 这 里 给 出 的 是 一 种 直 
接 模 拟 方 法 。 为 了 提高 模拟 结果 的 收敛 速度 ， 根 据 87.7 给 出 的 加 速 收敛 原理 和 降低 模拟 
方差 的 一 些 技 巧 , 可 采用 新 的 一 组 模拟 方法 。 

(1 分 层 抽 样 

把 中 子 的 入 射 区 域 ( 如 图 7.1 多 分 成 三 部 分 。 按 各 层 的 贡献 和 方差 的 大 小 , 用 分 层 抽样 
的 方法 , 在 各 层 中 抽样 不 同 的 中 子 数 。 





图 7. 葵 分 层 抽样 


，() 统计 加 权 抽样 
代替 质点 吸收 散射 的 抽样 方法 , 用 期 望 评 分 来 表示 。 设 一 个 质量 为 术 , 的 质点 和 介质 
中 的 粒子 发 生 第 (mn 十 了 次 碰撞 ,用 期 望 评分 、 统 计 加 权 的 方法 ， 则 有 书 刺 。 的 质量 被 控制 棒 
吸收 , 而 中 子 以 机 ,= P,J, 的 质量 继续 游 动 。 
( 记 ) 统计 估计 抽样 
在 进行 自由 程 ! 的 抽样 时 , 用 改变 游 动 中 子 的 质量 ,代替 质点 飞 出 控制 棒 的 统计 模拟 。 
在 第 ”次 磁 拉 后 , 有 
玫 exp[ 一 《217 十 立 3 了 十 十 马帮 ) 
的 质量 飞 出 控制 棒 。 这 时 , 继续 游 动 的 中 子 的 质量 
到, 一 玉民 一 ezp[ 一 (27 十 Zoj 十 … 十 Zoo] } 
代替 随机 数 ”, 取 . 
和 ”一 十 一 人 娃 一 exXD[ 一 ( 忆 太 十 Zs 十 十 已 )} 


计算 一 耳 和 ,抽样 游 动 目 由 程 j。 
最 后 ， 把 用 高 维 积分 计算 得 到 的 近似 数值 结果 和 进行 3000 次 直接 模拟 得 到 的 统计 结 











数 ES 别 进入 各 区 热 中 子 的 吸收 率 控制 棒 的 
和 AN IT TT 吸 收 率 


一 一 











0.061165 0.263035 0.60758 0 .4I93 0.6387 0.512 


一 | 
好 ae 


0.059923 0.26393 0.0527 0.381 0.6146 0.5138 
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第 八 章 ”线性 代数 方程 组 的 数值 解法 


线性 代数 方程 组 的 数值 求解 是 工程 实践 中 经 常 遇 到 的 问题 。 据 不 完全 统计 ， 工 程 实践 
”中 提出 的 计算 问题 , 有 一 半 以 上 包括 求解 线性 代数 方程 组 。 例 如 , 结构 应 力 分 析 问 题 、 电 力 
传输 网 分 析 问 题 、 大 地 测量 问题 、 数 据 拟 合 问题 、 各 种 晶体 管 电路 分 析 问 题 以 及 非 线性 方程 
组 与 微分 方程 数值 解 问题 等 等 。 因 而 , 了 解 在 计算 机 上 用 什么 方法 求解 线性 代数 方程 组 , 对 
于 使 用 计算 机 来 说 是 十 分 必要 的 。 本 章 介绍 一 些 目前 在 计算 机 上 经 常 使 用 的 、 简 单 有 效 的 
方法 。 

通常 把 线性 代数 方程 组 的 数值 解法 分 为 直接 法 与 迭代 法 两 类 。 所 谓 直接 法 ,就 是 经 有 
限 次 数 的 运算 即 可 求 得 (如 果 没 有 含 入 误差 ) 方 程 组 精确 解 的 方法 。 迭代 法 则 与 之 相反 , 它 
将 求解 方程 组 的 问题 化 为 构造 一 个 无 限 序列 , 其 极限 就 是 方程 组 的 解答 , 因而 在 有 限 步 内 是 
得 不 到 精确 解 的 。 直 接 法 与 迭代 法 各 有 优 缺 点 , 前 者 由 于 受到 计算 机 存储 容量 的 限制 ,一 般 
来 说 仅 适 宜 于 系数 矩阵 阶 数 不 是 太 高 的 问题 ， 其 工作 量 较 小 ， 精 确 度 较 高 ， 但 程序 较 复 杂 。 
后 者 主要 用 于 某 些 高 阶 问 题 ， 特 别 是 在 椭圆 型 偏 微分 方程 边 值 问题 的 数值 求解 中 有 着 广泛 
的 应 用 。 一 般 来 说 , 其 程序 较为 简单 , 但 工作 量 有 时 较 大 。 实 际 计算 时 , 应 根据 问题 的 特点 
和 要 求 以 及 所 使 用 的 计算 机 的 情况 , 来 决定 方法 的 取 含 。 

我 们 在 88.1 中 介绍 一 些 常 用 的 直接 解法 , 并 在 本 章 最 后 给 出 相应 的 算法 语言 程序 ,这 
些 程序 都 在 计算 机 上 进行 过 试 算 , 感 兴趣 的 读者 可 以 直接 引用 它们 。8 8.2 是 关于 迭代 法 某 
ER 绍 。 由 于 和 迭代 法 主要 用 于 椭圆 型 偏 微分 方程 边 值 问题 的 数值 解 , 本 书 第 十 

章 中 将 详细 讨论 常用 的 迭代 法 的 应 用 问题 , 这 里 仅 从 怎 阵 计算 的 角度 作 一 些 简单 的 讨论 。 
最 后 ， 在 88.3 千 介 绍 一 些 解 线性 矛盾 方程 组 的 常用 方法 。 


$8.1 解 线性 代数 方程 组 的 直接 法 


本 节 介 绍 计算 机 上 和 用 的 解 线 性 代数 方程 组 的 直接 法 。 一 个 丈 阶 线性 代数 方程 组 可 以 
表示 为 ， 

CQ4401 十 Qia0s 十 十 Cin0n 一 0 

03101 十 GosX3 十 十 ConDon 一 03 (8.1.3) 


QZ1 十 十 十 Co 一 已。 
采用 符 阵 和 回 量 符号 ， 人 
=D (8.1.2) 
其 中 如 = [oj] 是 南方 程 组 (8 T.1) 的 系数 or 所 构成 的 wxw 和 矩阵 , 通常 称 为 系数 惩 阵 ; 
= [0 为 方程 组 (8.1.3) 的 右 端 项 所 构成 的 m 维 回 量 , 通 第 称 之 为 右 端 向 量 或 日 特 可 ; 
和 一 [o] 为 要 求 的 解答 汪 所 构成 的 9 维 向 量 。 
大 家 知道 ,只 要 称 阵 公 的 行列 式 det4d 关 0， ee 人 解 ， 其 表达 式 为 
2 一 det /det4 (人 一 和 2， 多 ) (8. 开 .3> 


eeeEEREEGGEINEGEEEEEIRIEEE pr re 一 一 一 一 一 - 
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其 中 4 为 用 右 端 向 量 8 替换 系数 抢 阵 4 的 第 “ 列 而 得 的 抢 阵 。 这 一 公式 称 之 为 克 莱 姆 法 
则 。 显 然 , 按 克 菜 姆 法 则 求解 方程 组 (8. 工 . 蕊 ,需要 计算 m% 十 工 个 加 阶 行列 式 。 每 个 汪 阶 行列 
式 按 直 接 展开 办 法 来 算 需 (mn 一 世 xwl! 次 乘法 和 %! 次 加 法 运算 。 当 m= 30 时 ， 共 约 需 完 成 
10 ”次 乘法 煌 加 法 运算 , 这 是 一 个 十 分 惊人 的 数字 , 即使 在 一 台 每 秒 作 一 亿 次 运算 的 计算 机 
上 移 成 这 一 计算 也 是 不 可 能 的 。 所 以 , 尽管 这 种 办 法 也 是 一 种 直接 法 , 并 且 理 论 上 可 行 , 但 
实际 上 症 无 法 进行 求解 的 。 即使 采用 其 它 办 法 来 计算 行列 式 , 按 克 莱 姆 法 则 求解 的 工作 量 
也 比 通常 的 直接 法 大 得 多 。 因 而 , 克 莱 姆 法 则 对 于 数值 计算 来 说 是 没有 什么 用 处 的 , 仪 在 一 
些 特 殊 场 合 才 有 用 。 

现在 计算 机 上 常用 的 直接 解法 大 多 数 是 以 系数 算 阵 的 三 角形 化 为 基础 的 。 即 是 说 , 抑 
对 方程 组 进行 变换 ， 使 其 化 为 等 价 的 ( 即 具 有 相同 解答 的 ) 三 角形 方程 组 。 由 于 三 角形 方程 
组 的 求解 十 分 容易 , 原来 方程 组 的 求解 问题 即 告解 决 。 本 节 中 只 讨论 这 一 类 型 的 方法 。 为 
讨论 方便 起 见 , 我 们 首先 令 述 三 角形 方程 组 的 解法 , 然后 令 述 各 种 将 原 方 程 组 化 为 等 价 三 角 
形 方程 组 的 方法 , 并 比较 其 优 劣 。 由 于 计算 机 的 字 长 是 有 限 的 , 每 次 运算 之 后 还 要 对 结果 进 
行 含 和 人 , 所以, 虽然 理论 上 直接 法 在 有 限 步 内 可 以 得 到 精确 解 , 但 实际 在 计算 机 上 得 到 的 只 
是 近似 解 。 这 样 就 产生 了 误差 分 析 的 问题 。 本 节 的 最 后 一 段 将 简单 地 讨论 一 下 这 个 问题 。 


8.1.1 三 角形 方程 组 的 解法 
所 谓 三 角形 方程 组 是 指 下 面 两 种 形式 的 方程 组 ， 


/Zi 一 0 
jal27 十 jzavs 一 0 
1aizxi 十 1as7s 十 1aaza 一 03 (8.1.4) 
jz 十 js203 十 js0s 十 十 加 on 一 Du 
2a121 十 U1303 十 1303 十 十 Win2on 一 信 
Wass 十 3a303 十 … 十 Wan0n 一 da 
0 (8.1.5) 
Wan-1Zn-1 二 2-1n0n 一 Cn-3 
2 一品 
方程 组 (8. 工 . 务 胃 作 下 三 角形 方程 组 ，(8. 工 .下 叫 作 上 三 角形 方程 组 。 者 用 怎 阵 符号 即 可 分 
别 写 为 : 
ZLZ=D 或 Up=d 
其 中 郊 一 [为 方程 组 (8.1. 细 的 系数 所 构成 的 下 三 角形 矩阵 ， 其 元素 满足 关系 
1 一 0 《<7) 
忆 为 方程 组 (8. 工 .5) 的 系数 所 构成 的 上 三 角形 怎 阵 ， 其 元 素 满足 关系 式 : 
朵 一 0 《> 力 
”三 角形 方程 组 的 求解 是 很 简单 的 。 例 如 , 对 于 方程 组 (8.1. 邹 ， 我 们 可 以 从 其 第 一 个 方 
程 定 出 必 一 Di/1a, 然后 将 它 代 入 第 二 个 方程 , 便 可 求 得 za= (加 一 ?atzz)Vtas。 把 求 得 的 w，vs 
代入 第 三 个 方程 又 可 定 出 cs， 如 此 逐个 方程 地 向 前 递 推 下 去 ，n” 步 之 后 即 可 求 得 全 部 解答 。 
这 一 过 程 有 时 也 叫 作 前 推 过 程 。 显 然 , 其 计算 公式 可 以 归结 为 
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| 列 二 0 全 (8.1.6) 


仑 ; 一 ( 信 一 121 一 pa 一 … 一 下 人 4041) 7/1 (一 2， 3 %) 
求 出 w 需 要 作 4 一 工 次 乘法 和 加 减法 以 及 一 次 除法 , 故 总 共 需 完成 了 十 2 十 3 十 … 十 % 一 工 忆 We /2 


次 乘法 和 加 减法 以 及 次 除法 。 

完全 类 似 , 对 于 方程 组 (8.1.5), 我 们 可 以 先 从 第 和 个 方程 定 出 mm 一 da/w， 然后 将 它 代 
入 第 % 一 工 个 方程 定 出 zw-i= (do-: 一 m-uazwy/w-in-ie 如 此 逐个 方程 地 回 代 下 去 ， 最 终 即 
可 求 出 全 部 解答 。 这 个 计算 所 需 过 程 通常 叫 作 回 代 过 程 。 显 然 , 其 计算 公式 可 以 归结 为 : 

Zr 一 Cj sn E 

| 作 一 (太一 侣 41041 一 个 ,和 2203 一 和 一 2 Na (一 m% 一 寺 ， 1 一 2，…， 工 ) ee 
回 代 过 程 押 需 完成 的 计算 量 也 是 /2 次 乘法 和 加 减法 以 及 吨 次 除法 。 

从 (8.1.6) 和 (8.1.77 可 以 看 出 , 求解 三 角形 方程 组 是 很 简单 的 , 只 要 把 方程 组 化 成 了 等 
价 的 三 角形 方程 组 ,求解 即 很 容易 完成 。 下 面 我 们 就 来 绿 述 各 种 将 原 方程 组 化 为 等 价 三 角 
形 方 程 组 的 方法 ， 并 比较 其 优 务 。 


8.1.2 高 斯 消去 法 


(一 /高 斯 消去 法 的 基本 步骤 

高 新 消 去 法 (以 后 和 称 为 消去 法 ) 是 大 多 数 读者 早已 扫 悉 的 方法 它 的 提出 已 有 相当 长 
的 时 间 了 ， 故 是 一 个 古老 的 方法 。 然 而 ， 近 年 来 在 计算 机 上 求解 线性 代数 方程 组 的 实践 表 
明 , 它 仍 是 直接 法 中 最 常用 的 一 种 方法 , 也 是 最 有 效 的 方法 之 一 。 其 基本 思想 是 用 逐次 消去 
-个 未 知 数 的 办 法 把 原来 的 方程 组 化 为 等 价 的 ( 即 具 有 相同 解答 的 ) 三 角形 方程 组 , 这 样 , 解 
答 就 很 容易 求 得 。 为 了 说 明 简 便 , 我 们 以 下 面 的 三 阶 方程 组 为 例 ， 


42 一 9zs 十 2zs=5 .4 -9 292[wT5 
2 一 4xzs 十 6x3s 一 3 或 4 一 4 6 必 a | 一 全 
化 1 一 Z3 十 303 一 4 本 一 3 化 3 4 


首先 我 们 来 消去 第 二 、 三 两 个 方程 中 的 未 知 数 wi。 为 此 ,只 需 将 第 一 个 方程 分 别 乘 以 
-2/4 及 一 世 /4 加 至 第 二 及 第 三 个 方程 上 去 。 于 是 方程 组 就 变 为 : 


421 一 9z3 十 203 一 吕 4 一 9 2 必 1 5 
0. 5zs 十 5xz3s 一 0. 5 或 (0 0.5 5 水 3 | 
1.25zs 十 2.5z3s 一 2.75 0 工 .25 2.5L zs 2.7D 


显然 , 这 一 方程 组 的 解答 与 原 方程 组 是 相同 的 。 
完全 类 似 , 将 所 得 方程 组 的 第 二 个 方程 式 乘 以 一 1.25/0.5 并 加 至 第 三 个 方程 式 上 , 即 
可 消去 其 未 知 数 za。 于 是 得 出 如 下 等 价 三 角形 方程 组 : 





4 一 9zo 十 203 一 有 4 一 9 公 人 1 5 
0. 5zs 十 匡 za 一 0.5 或 0 0.5 D 化 3 -| 
一 10z3 一 1 .5 0 0 一 10 ji zs 荆 .5 





这 个 等 价 三 角形 方程 组 很 容易 由 前 述 的 回 代 过 程 (8.1.7) 求 解 , 即 从 其 第 三 个 方程 求 得 
ia 一 一 0.15。 将 它 代入 第 二 个 方程 即 求 得 za=2.5。 最 后 从 第 一 个 方程 式 求 得 办 =6.95. 这 
样 就 完成 了 消去 法 的 整个 求解 过 程 。 

对 于 一 般 的 邱 阶 线性 方程 组 , 消去 法 的 计算 步骤 也 是 完全 类 似 的 。 假 定 把 要 求解 的 ” 阶 


-一 一 一 -一 一 一 一 一 一 ~ 一 一 一 一 -一 一 -mm 一。 we meicgeereg:' veciyeaeyrviNP rr 一 人 眶 





246 


线性 代数 方程 组 (8.1.J 改 写 为 如 下 形式 ; 
ao 十 0 十 0 如 zs 十 十 cf 一 2 
Co 十 4 员 zo 十 < 加 ra 十 十 Co)0 一 





(8.1.8) 
0 十 0 作 79 十 4 知 0a 十 …… 十 0 和 0 一 外) 
或 用 矩阵 符号 记 为 : 
GDN DG) 
其 中 4 为 xm 方 阵 ; 6 为 mx 工 向 量 ; 它们 分 别 为 ， 
CD cb 人 cb 72D - 
Mo 喝 喝 喝 王 哆 | | 理 ， 
0 oa 中 aa 5 


假设 aq 所 头 0， 分 别 从 原 方程 组 的 第 二 个 方程 减 去 第 一 个 方程 乘 以 吧 好/ 好， 第 三 个 方程 
减 去 第 一 个 方程 乘 以 cyci， 如 此 等 等 ， 即 可 消去 后 面 %% 一 工 个 方程 中 的 未 知 数 心 。 这 时 ， 
方程 组 (8. 工 .8 就 变 为 如 下 等 价 方程 组 
Co 十 Cg 多 cs-ctzs 十 十 cc 一 2 全 
04 候 z3 十 a 修 za 十 … 十 < 名 ww 一 0 多 
0 人 va 十 0 如 za 十 … 十 Co0 一 0 和 


0 起 za 十 089va 十 入 十 qi 一 区 


或 者 用 算 阵 符号 记 为 : 
Co 一 52) 
0 0 人 C 和 Ce 5 
0 0 和 wa 名 ，a2) | | 82)， 
其 中 =| 0 哆 网 | .629=| 多 
0 0 生 6 二 0 多 DG 


若 令 ma 一 di/ai, 则 系数 gc 纺 和 2 和 2 的 计算 公式 应 为 ， 
0 人 一 0 一 IO 人 0 的 一 0 的 一 Tsb (2 7 一 2，3，，…，7) 
显然 , 这 一 步 消 去 需要 完成 %x 人 一 芒 次 乘法 和 加 减法 运算 。 
类 似 地 , 若 名 关 0, 分 别 从 上 述 等 价 方程 组 的 第 三 个 方程 减 去 第 二 个 方程 滋 以 多 /名 ， 
第 四 个 方程 减 去 第 二 个 方程 乘 以 q 各 /ca 各 , 如 此 等 等 , 即 可 进一步 消去 后 面 % 一 2 个 方程 中 的 
未 知 数 Za, 而 将 方程 组 (8.1.8) 变 为 如 下 等 价 形式 ; 
GD2 十 Cg 你 Ze 十 Ci 和 z3 十 十 CD 一 六) 
0 各 Za 十 0 和 Ta 十 十 0 一 22 
0 好 Ta 十 … 十 go 一 罗 
48zs 十 十 Co 一 0 和 


3 3 & 
04303 十 人 十 CO ss 0 





或 用 抢 阵 符号 记 为 : 
(3)02 一 103) 
0 0 多 0 0 好 
0 0 人 2) CQ 多 网 CQ 好 2) 722) 
4G)- 0 0 噬 …… 响 is)-- 0 
其 中 四 : 0 caG 9) 》 人 008) 
和 了 


”车 令 mes 一 0 镶 /o 多 , 则 系数 cg 和 2 的 计算 公式 应 为 
0 全 = 0 人 一 molo& 和 多， 一 5 人 一 msD2 (人 7 一 3，4，…， 交 ) 
容易 验证 , 这 一 步 消去 需 完 成 人 一世 x % 一 绿 次 乘法 和 加 减法 运算 。 
如 果 c 刀 从 0， 上 述 的 消去 步 又 还 可 以 进行 下 去 。 如 此 继续 之 , 重复 上 述 步 又 (mn 一 蕊 次 
以后 , 我 们 即 可 得 到 如 下 等 价 三 角形 方程 组 ， 
00 十 多 ze 十 ga 十 十 Ca 一 0 
4 和 Oo 十 0 鸭 0a 十 … 十 C 史 0 一 六 2 
0 笋 Za 十 … 十 qinan 一 只 - (8.1.9) 


0 


或 者 用 矩阵 符号 记 为 : 
() 和 一 DC) 
其 中 4” 为 如 下 的 上 三 角形 和 矩阵， 为 %x 工 向 量 ; 
史 兄 鸣 听 
5 岛 gx 岛 .02 22 
dm 一 < 仿 … ， 04 一 | 5 (8.1.10) 
0 
。 CC ) 6) 


三 角形 方程 组 4 一 52 很 容易 用 前 述 的 回 代 过 程 (8.1. 7) 求 解 ， 这 就 完成 了 消去 法 求解 
mw 阶 线性 代数 方程 组 的 过 程 。 从 原来 方程 组 (8.1.8) 得 出 等 价 三 角形 方程 组 (8.1.9) 的 过 程 
| 采用 前 面 的 记号 ,我 们 可 将 消去 过 程 的 计算 公式 归结 为 对 于 一 了 
2 ，…， % 一 二 递 推 地 计算 如 下 各 量 : 


天 十 1) 契 
Qi 一 GO 





(8) 

(+1) (CD (CE (有 

外 (人 0 (8.1.11) 
(0 (十 1T<Ysmw 1 十 1 入) 入 人 

De4D 一 0 一 (二 小 ,他 
G 角 


af 一 0 (过 j 二 有 ) 寺 Ts 全 


由 于 消去 过 程 的 第 上 步 所 需 完成 的 乘法 和 加 减法 量 为 一 ?十 1) x (n 一 及 ,所 以 ,消去 
过 程 (8.1.11) 共 需 完成 号 (% 一 及 x @m 一 5 二 TD ~ 寺 吧 次 乘法 和 加 减法 运算 。 从 前 面 知道 ， 
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解 三 角形 方程 组 (8.1.9) 所 需 的 乘法 与 加 减法 量 约 为 /2， 即 是 说 , 用 消去 法 求解 am 阶 线性 
方程 组 所 需 前 乘法 与 加 减法 量 大 约 为 ， 志 mm 十 O(n2) ,其 中 主要 的 运算 量 ( 读 邓 ) 花 费 在 消去 


过 程 上 面 。 
(二 ) 系 数 和 矩阵 的 三 角形 分 解 
现在 我 们 从 矩阵 运算 的 角度 来 考察 一 下 前 面 的 消去 过 程 。 按照 第 阵 乘法 规则 ,读者 很 
容易 验证 , 消去 过 程 的 第 一 步 , 系数 矩阵 和 自由 项 的 变化 相当 于 进行 如 下 矩阵 套 法 : 
409=j1 40D， 020= 有 .50 
二 ~ 
一 ial 工 0 
7 =| 一 mal 
: 0 


一 人 oo 二 


开 


mi 一 0 名 /oa 熏 ( 一 2 3 对 
类 似 地 , 消去 过 程 第 二 步 , 系数 矩阵 和 自由 项 的 变化 可 以 表 为 : 
4G9) 一 有 .42，5G) = Mh.8G) 


二 
| 和 0 
Z 中 .3=- 0 一 他 [33 艺 
0 一 人 049 工 
0 一 oa 工 


2 一 Q 人 1/G 知 (一 3， 生 …， 多 ) 
即 是 说 , 每 消去 一 步 相当 于 在 方程 组 的 系数 矩阵 与 自由 项 上 分 别 左 乘 以 相应 的 下 阵 下。 这 
样 , %-- 工 步 之 后 即 得 到 与 (8.1.9) 相 应 的 上 三 角形 系数 矩阵 4 和 自由 项 go。 所 以 ,我 们 
有 : 

4o= 有 RM …， 1 .140 

| Do 一 NM 0 

其 中 有 ,为 第 了 列 对 角 线 以 下 元 素 为 非 零 , 而 其 它 元 素 与 单位 矩阵 相同 的 下 三 角形 怎 阵 , 通 
常 称 之 为 初等 变换 矩阵 。 它 的 第 了 列 的 非 零 元 素 为 : 一 jz 一 一 0 名 /名 (了 一 和 二 了 2 
及 ),， 处 即 ， 


(8.1.192) 


二 
T 0 
汪 
/= 一 Id (8.1.13) 
0 一 "sra4 工 
一 0 工 


因此 , 消去 过 程 实质 上 就 是 用 一 系列 初等 变换 矩阵 (8.1.13) 来 左 乘 原来 方程 组 的 系数 年 阵 ， 
而 将 其 化 为 上 三 角形 答 阵 的 过 程 , 也 叫 作 用 初等 变换 矩阵 的 三 角 化 过 程 。 这 样 就 把 求解 一 
般 的 m 阶 线性 方程 组 变 为 求解 等 价 的 三 角形 方程 组 。 
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此 外 , 按照 着 失 阵 的 定义 ,读者 很 容易 验证 ， 





二 
UN 
4 = 二 (8.1.14) 
0 2 
1 1 0 
所 以 , 从 (8.1.12) 我 们 有 : 
8 光 4GD= 有 FT1.3471.. -1 1 4) 
若 令 w = 4 0 有 生根 半 品 用 交 话 采 法 视 则 上 运 
mo 工 0 
了 一 ITL。 了 1 。 ;一 T231 0239 工 . 
十 
moit la … Inn 
即 是 说 , 我 们 有 
和 唱 唤 … 虽 
本 jos 工 0 1 
.40= 忆 .了 7T= | ma mss 工 2 二 
5 0 


II2p1 II203 工 
”这 样 就 得 到 了 系数 扎 阵 4 的 三 角形 分 解 式 。 

从 消去 法 的 计算 过 程 得 知 ,只 要 逐次 的 主 对 角 线 元 素 o 媒 0 消去 过 程 总 是 可 以 进行 下 
去 的 , 也 就 是 说 , 总 可 得 到 上 述 的 分 解 式 。 此 外 ， 由 于 左 乘 以 矩阵 型 ; 后 抢 阵 的 行列 式 值 不 
变 , 并 且 和 拖 阵 49) 的 每 一 行 在 消去 过 程 中 只 和 其 前 面 各 行进 行 运算 , 所 以 , 还 可 看 出 ， 系 数 
矩阵 429 的 逐次 左上 角 主 子 式 det 4 入 应 满足 下 列 关 系 : 

det 公 多 一 det 信和 一 Ca 管 .0 人 (有 一 2，…， 爷 ) 
只 要 det4 吕 关 0(8 一 二 2 …， 9 一 蕊 ,任何 % 夭 均 应 非 零 ， 人 由 
此 我 们 便 得 到 如 下 征 理 ; 

定理 1.1， 若 吨 阶 方 阵 4 的 逐次 左上 角 主 子 式 det 4z 基 0004 一 1，2，…，% 一 蕊 ， 则 必 末 

将 其 分 解 为 下 三 角 和 矩阵 也 0 Z 的 乘积 : 
4= 了 .7 (8.1.15) 

系数 失 阵 的 二 角形 分 解 定理 在 解 线性 代数 方程 组 的 直接 法 中 起 着 重要 的 作用 。 除 8.1.6 
节 中 的 镜像 映射 法 外 , 以 后 我 们 要 介绍 的 直接 解法 大 多 数 都 以 此 为 基础 , 仅 是 实现 三 角形 分 
解 的 具体 办 法 不 同 而 已 。 读 者 根据 这 一 点 便 很 容易 掌握 这 些 方 法 之 间 的 联系 。 


最 后 还 应 指出 , 挫 阵 4 对 角 线 元 素 之 乘积 等 于 抵 阵 4 的 行列 式 , 即 det4@= 工 虽 。 
所 以 ,在 消去 过 程 中 , 系数 失 阵 4 的 行列 式 是 很 容易 求 得 的 。 但 要 注意 在 计算 机 上 计算 形 
如 工 o 锅 的 连 乘 时 很 容易 溢出 (上 滋 或 下 滋 ), 必须 适当 地 引入 比例 因子 。 
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8.1.3 主 元 素 消去 法 
(一 ) 行 (或 列 ) 交换 的 必要 性 
前 述 的 消去 法 中 , 未 知 量 是 按 其 出 现 于 方程 式 中 的 自然 顺序 消去 的 ; 用 来 消去 其 它 方程 
式 中 未 知 量 的 方程 亦 是 按 顺序 选取 的 ,所 以 又 叫做 顺序 消去 法 。 实际 计算 已 发 现 顺序 消去 
的 方式 有 很 大 的 缺点 。 首 先 , 消去 过 程 中 可 能 出 现 “ 主 元 素 ”c 垦 (今后 ,我 们 约定 把 用 作 除 数 
的 元 素 o 詹 称 为 “ 主 元 素 7 为 零 的 情况 , 尽管 det 4#0,， 此 时 消去 过 程 亦 将 无 法 进行 下 去 。 
其 次 , 如 果 “ 主 元 素 ”c 储 很 小 , 由 于 含 入 误差 及 有 效 位 消失 等 因素 ， 其 本 身 常 常 有 较 大 相对 
误差 ,用 其 作 除数 会 导致 其 它 元 素数 量 级 的 严重 增长 和 含 入 误差 扩散 ， 使 得 最 终 解 答 极 不 淮 
确 。 从 下 面 的 简单 例子 中 , 我 们 可 以 部 分 地 看 到 上 述 情况 。 
考察 如 下 二 阶 方程 组 ; 
| 0.0001 2 十 夺 .007zo= 工 .00 
1.0021 十 夺 .002zs 一 2.00 


其 真 解 舍 入 到 小 数 点 后 五 位 之 值 为 , =1.00010, za= 0.99990。 假 定 我 们 采用 三 位 十 进 制 
数 的 浮 点 计算 ， 并 用 顺序 消去 法 。 第 一 步 以 0.0001 为 主 元 素 ， 从 第 二 个 方程 消去 后 可 
得 : 
一 10000zs= 一 10000， 从 而 有 Za 一 .00 
回 代 之 立即 可 得 w =0.00。 显 然 ， 这 一 解答 是 无 准确 度 可 言 的 。 得 出 这 一 错误 结果 的 原因 
在 于 第 一 步 的 主 元 素 太 小 ,使 得 经 消去 后 所 得 的 三 角形 方程 组 很 不 准确 所 致 。 如 果 我 们 选 
取 第 二 个 方程 式 中 w 的 系数 1.00 为 主 元 素来 消去 第 一 个 方程 中 的 cu 则 得 出 如 下 方程 式 : 
.00 zs 一 .00 

这 样 求 得 的 解答 为 ， 全 一 1.00，za 一 1.00。 显 然 , 这 是 真 解 的 三 位 正确 舍 入 值 。 

从 上 述 例子 看 出 , 消去 过 程 中 适当 选取 主 元 素 是 十 分 必要 的 。 误差 分 析 的 理论 结果 和 
计算 实践 均 表 明 ， 顺 序 消去 法 在 系数 矩阵 4 为 对 称 正定 时 ， 可 以 保证 计算 过 程 对 于 舍 入 
误差 的 数值 稳定 性 ， 对 一 般 的 矩阵 则 必须 引入 适当 选取 主 元 素 的 技巧 ， 方 能 得 到 满意 的 结 
果 。 

(二 ) 主 元 素 消去 法 

最 常用 和 最 有 效 的 选取 主 元 素 的 方法 是 列 主 元 素 消去 法 和 全 主 元 素 消 去 法 。 

列 主 元 素 消去 法 中 , 未 知 数 仍然 是 顺序 地 消去 的 ,但 是 把 各 方程 中 要 消去 的 那个 未 知 数 
的 系数 中 按 模 最 大 者 作为 主 元 素 。 即 是 每 消去 一 个 未 知 数 (例如 zz) 时 , 在 要 消去 的 各 方程 
” 中 找 出 这 个 未 知 数 系数 中 按 模 最 大 者 (例如 是 第 如 个 方程 的 系数 6 息 ， 狗 们 ， 并 将 第 大 个 
方程 与 第 不 个 方程 交换 位 置 (此 时 凤 处 于 名 的 位 置 ) ,再 按 顺 序 消 去 法 的 同样 公式 进行 一 
步 消去 。 交 换 两 个 方程 的 位 置 相当 于 在 系数 符 阵 及 自由 项 上 都 左 乘 以 如 下 排列 扼 阵 ; 


: (8.1.16) 
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所 以 , 类似 于 (8. 革 . 0 列 主 元 素 消去 法 所 得 出 的 三 角形 方程 组 应 为 : 


iT 一 六 n) 
其 中 
mw- 1 1。 忆 1 MI _ 《- 号 。 4 .4=74 (8.1.17) 
”oo) 一 7 


解 此 三 角形 方程 组 即 得 出 要 求 的 解答 。 应 当 指 出 , 如 果 det 4 关 0, 从 理论 上 说 , 列 主 元 素 消 
去 法 总 是 可 以 进行 下 去 的 。 因为 车 经 过 选取 主 元 素 后 仍 有 q 希 为 零 , 则 和 抢 阵 第 对 列 中 从 对 角 
线 元 素 起 以 下 均 应 为 零 。 故 此 列 已 消去 完毕 ， 可 继续 对 第 8 十 1 列 进行 消去 ， 最 后 得 到 的 三 
角形 矩阵 4 其 对 角 线 上 有 零 元 素 存在 , 故 其 行列 式 为 零 , 亦 即 det 4 应 为 零 , 这 与 假设 是 
矛盾 的 。 所 以 ,此 时 所 有 的 x 顺 均 不 应 为 零 。 还 应 指出 , 列 主 元 素 法 中 和 矩阵 开 , 的 元 素 mw 之 
模 必 定 小 于 等 于 二 因而 消去 过 程 中 对 售 入 误差 增长 的 控制 较为 有 利 。 

全 主 元 素 消 去 法 中 ,未 知 数 不 再 按 顺序 消去 。 每 步 消去 之 前 (例如 第 上 & 步 ), 先 在 第 上 至 
第 呈 个 方程 中 的 第 大 至 第 个 未 知 数 的 系数 里 , 找 出 按 模 最 大 者 作为 主 元 素 ( 即 在 系数 矩阵 
的 到 到 间 行 与 大 到 列 中 找 出 按 模 最 大 元 素 , 例如 是 o 外 )， 然 后 将 第 大 与 第 条 个 方程 交换 
位 置 , 将 各 方程 中 未 知 数 刀 与 wz 的 两 项 交换 位 置 (相当 于 系数 璨 阵 及 自由 项 的 大 行 与 人 
行 , 大 列 与 旭 列 互 换 ， 此 时 ，c 凶 , 处 于 原来 o 咏 的 位 置 上 ),， 再 按 顺 序 消 去 的 公式 进行 一 步 消 
去 。 这 样 , 逐次 消去 的 未 知 数 将 由 序列 { 和 决定 。 若 令 @Qx 为 如 下 排列 矩阵 ; 


[ 和 
江 : 
CS 人生 汪 
他 一 : 工 .， 司 芭 (8. 开 .18) 
ov。 TO0.-。 


则 全 主 元 素 消去 法 所 得 的 三 角形 方程 组 可 记 为 
my 一 8 
其 中 
40)=- _:。 1。 1 请 1h4.90…Q 一 40 
0 一 也 0 (8.1.19) 
=QGw 或 Z=Qy 
解 此 三 角形 方程 组 即 得 出 V。 再 顺 次 将 8 的 第 mw 一 1 与 思 -: 个 分 量 交换 ,m 一 2 个 与 思 -s 
个 分 量 交换 , 如 此 等 等 , 直至 最 后 , 将 8 的 第 工 个 与 第 方 个 分 量 交 换 即 得 最 终 解答 w。 与 列 
主 元 素 法 类 似 , 只 要 det 4 关 0, 全 主 元 素 法 在 理论 上 总 是 可 以 进行 下 去 的 。 并 且 , 矩阵 到 
的 元 素 mw 的 模 小 于 等 于 了 抢 阵 4 每 行 元 素 中 以 对 角 线 元 素 按 模 最 大 ， 因 而 , 消去 及 回 
代 过 程 中 对 舍 入 误差 增长 的 控制 均 较 有 利 。 还 应 指出 ,不 论 在 列 主 元 素 法 或 全 主 元 素 法 中 ， 
均 有 det 和 = (一 忆 ?oa 科 . 妇 … 和 ci, 其 中 * 为 消去 过 程 中 行 (或 行 和 列 ) 交换 的 总 次 数 。 因 此 
消去 过 程 中 很 容易 附带 地 求 出 垂 阵 的 行列 式 值 。 当然 ， 也 同样 需要 考虑 比例 因子 问题 以 避 
免 溢 出 。 
列 主 元 素 消 去 法 与 全 主 元 素 消 去 法 各 有 优 缺 点。 一 般 说 来 , 列 主 元 素 法 已 有 足够 的 精 
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度 , 同时 ,由 于 全 主 元 素 法 花费 在 寻找 最 大 模 元 素 及 交换 行列 上 的 时 间 较 多 , 也 不 能 在 消去 
过 程 中 保持 矩阵 的 某 些 有 用 的 特点 (例如 带 型 或 特殊 的 块 型 等 ) , 程序 也 较 复 杂 , 所 以 经 常 使 
用 列 主 元 消去 法 。 但 全 主 元 素 消去 法 往往 有 更 高 的 精确 度 ， 多 花费 一 些 机 器 时 间 有 时 还 是 
值得 的 。 因 而 , 具体 计算 时 应 视 问 题 的 要 求 来 选用 合适 的 方法 。 
列 主 元 素 消去 法 和 全 主 元 素 消去 法 解 线性 方程 组 的 算法 语言 程序 ， 见 本 章 最 后 所 附 的 
程序 工 和 程序 2。 
8.1.4 直接 分 解法 
从 系数 矩阵 4 分 解 为 下 三 角 和 矩阵 卫 与 上 三 角 和 矩阵 巡 的 乘积 的 定理 1.1 出 发 ,我们 
可 以 直接 得 到 计算 厂 与 的 元 素 的 公式 。 这 个 公式 不 需要 任何 中 间 步 骤 , 直接 从 乍 阵 4 
的 元 素 算出 厂 及 尽 的 元 素 ， 所 以 称 之 为 直接 分 解法 。 求 得 卫 与 Z7 之 后 , 便 可 将 求解 过 程 
变 为 先 解 下 三 角形 方程 组 Zb = 5, 得 出 中 间 变 量 9, 再 用 回 代 过 程 求解 zx 一 纺 得 出 最 后 结 
果 V。 把 久 = Tiz 代入 ZU =6 中 便 有 : 了 Diz= 4z=5， 故 求 得 的 过 就 是 原 方程 组 的 解答 
下 面 我 们 先 以 4 阶 秆 为 全 说明 其 计算 过 程 丰 人间 元 的 分 等 等 ， 拓 后 再 导 出 -二 
的 计算 公式 。 


考察 如 下 4 阶 短 阵 的 分 解 式 
-Cd1 C13 C13 CT14 Ar00 0 站 ?ia ?23 2214 
sl Co23 C23 Ca4 | pa ls0 0 [10 工 Ms23 is4 
C34 C33 C33 C34 /ai las lsa 0 中 0 工 za 
C41 C43 Q43 C44 攻 珊 4 1sa ja 000 1 


上面 4 阶 和 矩阵 等 式 等 价 于 生 x4 个 标量 等 式 ， 但 需要 确定 的 歼 及 Z7 的 元 素 共 有 20 个 ， 
所 以 我 们 可 令 坟 的 对 角 线 元 素 为 二 这 样 隐 及 忆 的 元 素 将 唯一 确定 。 
根据 和 抢 阵 的 乘法 规则 , 了 的 第 一 列 元 素 显 然 等 于 44 的 相应 元 素 ( 因 Wai= 忆 ; 下 阵 忆 的 

第 一 行 元 素 应 为 ulaG=2 3, 鸭 。 为 计算 克 的 第 二 列 元 素 ,我 们 用 厂 的 第 二 至 第 四 行 分 
别 乘 Z 的 第 二 列 , 即 可 得 出 : je 一 aa 一 fa*zaa 人 一 2， 3, 入 。 由 于 巡 的 第 一 行 及 卫 的 第 一 列 
已 算出 , 从 此 式 便 可 直接 求 得 矩阵 居 的 第 二 列 元 素 。 再 以 辽 的 第 二 行 分 别 乘 世 的 第 三 列 ， 
第 四 列 ， 立 即 可 得 : ws = (cs 一 Zarzaz)/las(J 一 3，4)， 这 样 又 可 求 出 尽 之 第 二 行 。 按 同 样 方 
式 ， 依次 可 以 得 出 计算 五 第 三 三 列 之 公式 为 : /is = is 一 0 (= 3 急 。 计 算 L 之 第 三 
行 的 公式 则 为 : as= (cas 一 jatis 一 faslss)/1as 。 最 后 ，14 一 as 一 pas 一 atlas 一 aas。 这 样 就 
完成 了 矩阵 4 的 三 角形 分 解 。 

在 计算 机 上 求解 时 ， 通 常 需要 把 抢 阵 4 及 自由 项 六 效 在 内 存 中 。 为 了 节省 存储 单元 ， 
求 得 的 卫 及 克 的 元 素 可 以 直接 放 在 和 矩阵 4 相应 元 素 的 位 置 上 ， 因为 这 时 移 阵 4 的 这 些 元 
素 已 经 无 用 。 这 样 , 矩阵 隐 和 避 就 不 再 占用 额外 的 存储 单元 。 以 上 面 4 阶 抢 阵 为 例 说 明 
当 求 得 卫 的 第 二 列 及 区 的 第 二 行 元 素 后 ， 存储 单元 分 配 将 如 下 所 示 : 


ji 21s 3 7O4 | 0 
tai 12s V33 ?zs24 . 03 


和 加 各自 m 本 本 本 本 本 


相 jss &33 | 明 
1 ja | 043 044 本 
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可 以 看 出 上 述 计算 过 程 中 元 素 和 不 能 为 零 , 否则 计算 无 法 进行 下 去 。 此 外 , 若 刺 很 小 
也 将 带 来 较 大 的 舍 入 误差 。 启 以， 通常 也 采用 与 列 主 元 消去 法 类 似 的 办 法 进行 处 理 。 就 是 
每 求 得 一 列 志 的 元 素 后 , 找 出 该 列 中 按 模 最 大 的 元 素 &b 然后 将 抢 阵 和 和 兄 的 第 全 行 与 
第 有 行 互 换 \ 此 时 pu 处 于 gear 之 位 置 )， 再 继续 进行 其 后 的 计算 。 显然 , 这 样 做 并 不 影响 分 
解 式 中 已 经 求 得 的 到 及 忆 的 其 他 元 素 ， 并 且 若 同时 将 自由 项 如 的 第 外 个 分 量 与 第 上 个 分 
量 交 换 , 亦 不 影响 最 终 求 得 的 解答 。 

综 上 所 述 , 对 于 见 阶 矩 阵 4 直接 分 解法 中 计算 忆 及 尽 的 元 素 的 顺序 为 : 第 一 步 , 先 算 
隐 的 第 一 列 ,然后 避 的 第 一 行 。 第 二 步 算 交 的 第 二 列 , 然后 Z 的 第 二 行 ， 如 此 等 等 ,直至 
第 m% 步 算 完 隐 的 第 呈 列 。 注意, 算 完 第 上 步 时 , 也 的 第 不行 即 已 求 得 ， 故 可 立即 完成 求解 
2 = 的 第 不 步 。 所 以 ,求解 28 =2 的 过 程 也 可 以 组 合 到 上 述 各 步 中 去 。 这 样 ， 我 们 全 可 
把 直接 分 解法 的 第 不 步 计算 过 程 归 纳 如 下 G: 

全 按 下列 公 式 计 算 忆 的 第 列 : 


克 一 工 
[和 一 Qi 一 疡 和 ozrk (和 一 7， 改 十 十 ， “2 几 ) (8: 工 .20》 
有 三 


并 将 算出 的 im 存放 于 az 的 位 置 上 。 
(2) 找 吕 xz 中 按 模 最 大 元 素 , 例如 


| Paxi 一 max| Zez| 


然后 交换 存放 和 抢 阵 4 及 自由 项 8 的 第 亿 行 与 第 & 行 的 存储 单元 的 内 容 ( 假 定 交 换 后 原 an 
位 置 上 的 元 素 仍 以 符号 oy 来 表示 )。 
(3) 按 如 下 公式 计算 Z” 的 第 行 元 素 : 


20xf 一 (wm 号 bw、 ui )/m (7 一 8 十 8 十 2， 2 约 ) 《8.41.21) 


并 将 zi ,存放 于 CN 的 位 置 上 。 
(4) 按 如 下 公式 计算 px 
2 o 有 ) 下 7 (8.1.22) 
并 将 站 存 于 位 置 上 。 
对 8 =1 2，…， mw 重复 次 (~( 约 的 计算 后 ， 即 求 得 方程 式 ZU = 的 解答 纪 ， 并 已 
存 于 吃 的 位 置 上 。 再 用 公式 (8.1.7) 即 可 求 得 最 终 解 答 z。 
如 果 不 计 寻找 按 模 最 大 元 素 的 工作 量 , 第 到 步 计 算 卫 与 如 分 别 需 完成 mm 一 和 十 已 ， 


(一 汪 次 乘法 及 加 减法 。 故 m 步 共 需 完成 约 233 (no 一 及 1 去 吧 二 0(o 次 乘法 与 加 减法 所 


以 直接 分 解法 与 消去 法 的 计算 工作 量 基 本 上 是 相同 的 。 

从 矩阵 分 解 角度 看 , 直接 分 解法 与 消去 法 本 质 上 没有 多 大 区 别 , 但 实际 计算 时 它们 各 有 
长 处 。 一 般 来 说 , 如 果 仅 用 单字 长 进行 运算 , 主 元 素 消 去 法 具有 运算 量 较 少 、 精 度 高 的 优点 ， 
故 是 最 常用 的 。 但 是 , 为 了 提高 精度 往往 采取 单字 长 数 双 倍 内 积 的 办 法 〈 即 作 之 型 计 
算 时, 采用 双 倍 位 加 法 , 最 终结 果 再 舍 入 成 单字 长 数 )， 这 时 直接 分 解法 是 最 适宜 的 ,理论 分 
析 与 计算 实践 均 表明 , 一 般 来 说 它 能 够 获得 较 高 的 精度 (参见 [1 , pp. 65;， [18J)。 

直接 分 解法 的 算法 语言 程序 见 本 章 最 后 所 附 的 程序 3。 由 于 双 倍 内 积 运算 不 能 用 算法 

提 注意 : 本 章 里 我 们 约定 , 当 求 和 号 之 的 上 限 小 于 下 限时 , 该 和 为 等 。 
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语言 表示 , 该 程序 内 我 们 仍 使 用 单字 长 运算 。 同 时 ,为 了 反复 使 用 方便 起 见 , 在 程序 中 先 将 
入 分 解 ,然后 再 分 别 解 LI = 及 UVz=2, 即 把 前 述 计算 步 骤 (4) 移 至 分 解 后 进行 。 


8.1.5 对 称 正定 矩阵 的 平方 根 法 和 ZOL 分 解法 


对 称 正定 矩阵 在 实践 中 经 常 遇 到 ,由 于 其 本 身 的 特点 ,使 用 前 述 的 解法 是 不 利 的 , 应 该 
采用 适合 其 特点 的 解法 。 这 里 介绍 的 平方 根 法 和 二 DZY? 分 解法 , 其 运算 量 和 存储 量 较 普通 
消去 法 均 节 省 一 半 左 右 ， 而 且 不 需要 选 主 元 素 , 求 得 解答 的 精度 也 很 高 , 是 目前 在 计算 机 上 
解 这 类 问题 最 有 效 的 方法 之 一 。 

假设 我 们 要 解 方程 组 4z = 六 其 中 4 为 实 对 称 正定 失 阵 。 由 于 47= 4 若 妈 的 某 个 
实 三 角形 分 解 式 为 4= 包 .也 则 必 有 [ 茎 .Zr= 也 . 太 或 者 也 77 = 了 .和 -"。 最 后 一 个 等 式 
的 左边 为 下 三 角 阵 , 右边 为 上 三 角 阵 , 所 以 两 者 均 应 为 对 角 阵 娓 。 这 样 便 有 : 了 一 刀 .Z7, 或 
者 4= 忆 DZ7。 再 从 4 的 正定 性 得 知 其 任 一 左上 角 主 子 式 4x 均 为 正 。 对 于 等 式 4x= 亿 。 
万 ,… 吧 , 两 端 求 行列 式 便 可 得 知 卫 的 对 角 线 元 素 均 为 正 数 。 这 样 一 来 , 令 卫 = 允 . DY2, 便 可 
证 明 在 矩阵 4 的 三 角形 分 解 式 (8.1.15) 中 可 有 巡 = 也? 即 分 解 式 可 以 写 为 

闻 一 了 2 (8.1.23) 
从 这 一 等 式 出 发 , 按 直接 分 解法 类 似 的 步 双 , 我 们 很 容易 得 出 计算 矩阵 五 的 元 素 的 公式 。 这 
里 与 直接 分 解法 不 同 的 是 矩阵 Zr= Zz， 故 巡 的 对 角 线 元 素 不 再 等 于 1。 此 外 在 求 得 三 的 
第 不 列 元 素 之 后 ，Z2 的 第 大 行 元 素 即 已 得 出 ， 所 以 其 计算 量 将 为 直接 分 解法 的 一半 左 右 ， 


即 言 吧 十 0(o 次 乘法 与 加 减法 。 同 时 从 (8.I.23) 式 我 们 有 : ou 一 立马， 从 乍 阵 生 的 正定 
性 又 得 知 det 4>0， 于 是 可 以 证 明 : max{lj Smaxtenj， 并 且 46>>0。 所 以 分 解 过 程 中 各 元 


素 妨 的 数量 级 不 会 增长 ， 对 和 角 线 元 亦 恒 为 正 数 ， 这 样 选 主 元 素 就 不 必要 了 。 计算 实践 也 表 
明 不 选 主 元 素 已 有 足够 精度 。 因 而 , 我 们 只 要 顺序 地 计算 下 三 角形 称 阵 郊 的 第 一 列 至 第 史 
列 的 元 素 即 可 。 按 照 直 接 分 解法 的 计算 公式 (8.1.20) 和 (8.1.21) 并 利用 ww= 加 ， 读者 很 容 
易 推出 矩阵 卫 第 开 列 元 素 的 计算 公式 为 ， 


jx 一 (om Se ) 


有 一 (on 一 忌 包 和 /加 (7 一 及 十 用 十 2 作 ) 
(有 一， 2，…， 见 ) 

这 个 计算 公式 中 只 用 到 矩阵 4 下 三 角 部 分 的 元 素 ， 算 得 的 z6 同样 也 可 以 存放 在 ov 的 
位 置 上 。 所 以 , 只 需 在 计算 机 的 内 存 中 留 出 wm(" 十 巧 /2 个 单元 即 可 进行 计算 。 这 样 , 平方根 
法 所 需 存 储量 也 约 为 消去 法 的 一 半 左右 。 

如 果 矩 阵 4 对 称 但 不 是 正定 符 阵 ， 上 述 分 解 式 仍然 成 立 ， 不 过 此 时 不 可 能 成 为 虚数 。 
此 外 , 为 了 控制 含 入 误差 的 增长 , 也 必须 引入 主 元 素 , 这 样 将 破坏 对 称 性 。 所 以 , 在 这 种 情况 
下 仍 以 采用 某 种 主 元 素 消 去 法 为 宜 。 

平方 根 法 的 算法 语言 程序 见 本 章 最 后 所 附 的 程序 4 , 该 程序 仍然 采用 先进 行 分 解 , 然后 
解 三 角形 方程 组 的 办 法 , 以 利于 反复 多 次 使 用 。 

用 平方 根 法 解 对 称 正 定 方程 组 时 ,要 完成 w 次 开 方 运算 。 绝 大 多 数 计算 机 上 开 方 运算 


(8.1.24) 
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是 用 子 程序 实现 的 , 这 样 将 增加 不 少 运算 量 ， 和 我 们 可 以 设法 避免 
开 方 运算 来 解决 这 个 问题 。 
从 (8.1.24) 知 道 ,车 将 下 三 角 和 矩阵 石 的 第 丰 列 元 素 提 出 公 因 子 zx 便 得 到 : 
| 


ji | 
他 .0 
也 = 一 六 用 一 必 避 工 

人 0 

全 /9 得 袜 矶 2 /， 9 一 工 ] 三 
这 样 一 来 ,分解 式 (8.1.23) 便 可 写成 ， 

4= 了 -Daz7r 
如 果 用 尹 表示 忆 ? 我 们 便 得 到 对 称 正定 矩阵 4 的 下 列 分 解 式 : 
= 记 DZz (3.1. 骂 ) 


其 中 , 尼 = [7 为 单位 下 三 角 阵 , 并且 入 一 71] 万 为 有 正 对 角 线 元 素 和 一 太 的 对 角 型 矩阵 。 
从 (8.1.24) 很 容易 推 得 计算 分 解 式 (8.1.25) 中 和 矩阵 卫 与 取 的 元 素 味 和 中 的 公式 为 
| 入 -ou 一 立 敬 沁 
(ore 一 呈 和 or2) /5 (7 一 7 十 二 用 十 2， 9 多 ) 
《人 加 2 和 由 
为 了 节省 乘法 运算 , 可 令 r=7zxsdz， 并 将 计算 次 序 改 为 按 行 计 算 辽 的 元 素 8@ ， 从 上 式 
即 可 得 如 下 计算 公式 : 
0 一 作乱 - 吕 2v 和 7 一 /0 人 一 十 2 ”3 7 一 十) 
0 pp 
(= 二 2，…， mW) 
容易 看 出 ， 这 一 公 \ 趟 所 需 完 成 的 乘法 量 约 为 工 忆 但 没有 开 方 运 午 。 
求 得 矩阵 外 和 万 后 , 解 方程 组 4z= 玉 即 可 分 三 步 完 成 ， 
人 解 下 三 角形 方程 组 也 8 一 六 得 出 向 量 y。 
(2) 计算 向 量 z 的 各 分 量 ; 
为 一 信 / 忆 (4 一 二 ， 2， ee 9) 
(3) 解 上 三 角形 方程 组 也 rw = z, 即 得 最 终 解 答 mr。 
为 便于 使 用 起 见 ， 我 们 在 本 章 最 后 所 附 的 程序 所 中 给 出 按 这 个 方法 编制 的 算法 语言 各 


(8.1.26) 


序 。 
8S.1.6 镜像 映射 法 


前 面 讨论 的 少 去 法 、 直 接 分 解法 和 平方 根 法 本 质 上 都 是 某 种 实现 系数 抢 阵 三 角形 分 解 
的 办 法 。 这 里 我 们 要 介绍 另外 一 种 将 系数 和 矩阵 分 解 为 正 交 和 插 阵 和 上 三 角 卸 阵 乘积 的 方法 ， 


加 ”这样 作 主要 是 为 了 节省 存放 asx 的 存储 单元 ， 因 为 计算 志 的 串 j 行 元 素 时 只 用 到 ayp(2=]1 2 … 5 一 D ,前 
面 的 &ae 就 不 需要 保存 ( 详 见 本 章 最 后 的 程序 5) 。 
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即 镜像 映射 法 或 称 了 Householder 方法 。 这 个 方法 除了 用 于 解 线性 方程 组 外 , 在 最 小 二 乘 问 
题 ( 见 8.3 节 ) 和 代数 特征 值 问题 ( 见 本 书 第 十 章 ) 中 还 有 广泛 的 应 用 。 

在 8.1.2 节 中 曾经 看 到 ， 高 斯 消去 法 实际 上 是 一 种 用 一 系列 初等 变换 逢 降 球 , 左 乘 方 
程 组 的 系数 生 阵 和 自由 项 ， 从 而 将 其 化 为 等 价 三 角形 方程 组 的 方法 。 所 以 又 叫 作 用 初等 变 
换 的 三 角 化 过 程 。 除 了 用 初等 变换 抢 阵 外 , 还 可 以 采用 正 交 和 矩阵 来 进行 三 角 化 , 并 获得 很 高 
的 精确 度 。 镜 像 映射 怎 阵 就 是 其 中 最 有 效 的 一 种 。 为 说 明 方便 起 见 , 我 们 先 介绍 关于 镜像 
贞 射 矩 阵 的 基本 概念 ,然后 讨论 如 何 用 它 En 

(一 ) 镜像 映射 矩 库 

镜像 映射 矩阵 (又 称 初等 埃 尔 米 特 和 矩阵 或 Householder 扰 降 ) 是 因 其 几何 意义 得 名 的 。 
为 说 明 这 一 点 ,我 们 先 从 普通 三 维 空间 中 的 几何 关系 谈 起 。 

如 采 我 们 将 三 维 空 间 一 同 量 2 对 平面 入 作 镜 像 映射 ( 即 找 出 向 量 z 对 于 镜 平 面 4 的 
“ 像 六 便 得 到 向 量 2?"。 容 易 看 出 ( 见 图 8. 切 有 如 下 关系 : 





图 8.1 


2 一 HH， 2 一 一 1 
其 中 加 量 属于 平面 @, 向 量 乡 与 4 正 交 。 
以 凤 表示 平面 4 的 单位 法 向 量 ( 即 tp “W= 忆 ， 则 : 


| LO 一 0 
89=-atO 或 者 tp 一 二 (2 一 2 


(8. 工 .27) 
其 中 , a 和 p 为 常数 , 其 值 分别 等 于 向 量 V 和 2 一 2 的 长 度 。 
由 2 至 2* 的 变换 可 以 用 和 邱 阵 形式 表示 , 我 们 令 : 
互 = 7 一 220.107 (8.1.28) 


则 有 : 
刀 .z= (一 2t0.to7) ,z 一 2 一 200.(t07.z) = 十 at 一 200.[tpr (zz 十 ato)] 
一 和 十 atD 一 20t0 一 和 一 010 一 2 

所 以 , 抢 阵 豆 代表 将 空间 任意 向 量 对 平面 Q 作 镜像 史册 的 线性 变换 ， 故 和 矩阵 豆 称 为 镜 
像 映射 矩阵 。 对 于 一 般 的 见 维 空间 ,8.1.28) 所 定义 的 矩阵 豆 也 有 类 似 的 几何 解释 。 因 而 
我 们 就 以 (8.1.28) 作 为 镜像 映射 矩阵 的 定义 。 容 易 看 出 ， 和 矩阵 9 而 且 也 
是 正 交 第 阵 。 因 为 : 

五 . 万 7= (7 一 200,107)。(7 一 220.207) 一 一 42D。107 十 420(2D72D)2D7 
=4to.tor+T4o,tor 一 了 
镜像 映射 矩阵 豆 由 单位 向 量 tw 唯一 确定 。 恰 当地 选择 向 量 刀 ， 可 使 相应 算 阵 丈 乘 空 
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间 任 意向 量 8 后 得 出 与 任意 单位 向 量 ! 平行 的 向 量 ct。 为 此 只 需 将 8 看 作 Z， 咏 看 作 2 ”， 
所 以 可 令 ， 

w- 也 (8 一 吕 (8.1.29) 
其 中 


a 一 一 Sign(8 /8 .8 
p=V(8-a07 08 一 of) 一 2 一 2x(87 0 一 /202 十 |aj |s 1) 
此 时 便 有 : 
下 gs-s 一 20:207.8 一 8 一 全 (97 一 o1) 。 5-5 一 二 (e+ al 1s |) 


一 8 一 ptO=al 

应 该 指出 , 因为 正 交 变 换 下 向 量 的 长 度 不 变 , 所 以 jaj 应 等 于 向 量 8 的 长 度 。 至 于 a 的 
符号 的 选取 , 主要 是 使 得 计算 p 时 不 会 因为 两 数 相 减 而 造成 有 效 位 数 消失 。 

答 阵 豆 的 上 述 特性 今后 要 经 常用 到 。 

(二 ) 三 角 化 过 程 和 正 交 - 三 角 分 解 

利用 (8.1.28) 和 (8.1.29), 很 容易 构造 出 % 一 工 个 镜像 映射 矩阵 互 !(4 一 二 2 …，m 一 卫 ， 
来 达到 三 角 化 的 目的 。 其 大 体 过 程 如 下 : 首先 ,我 们 取 抑 阵 4”"= 和 的 第 一 列 : 《aa， aa 
aa …， nl)7 为 8 取 单 位 向 量 ei= (1 0 0，…， 0) 为 六 按 (8.1.28) 和 (8. 工 .29) 来 形成 变 
换 矩 阵 豆 :， 则 容易 得 知 : 


2 2 2 
[ a 0 和 Q 和 人 ，…， 0 人 


(2 2 

0 02) 四 和 G 人 ) 

和 C) 

40= 百 .40=| 0 虽 
as ai) 


如 果 再 取 4o) 的 第 二 列 ( 令 第 一 个 元 素 为 0) 为 9 即 (0, q 灸 ,ao 灸 ,…,a 贸 )?= s, 取 ea= (0, 二， 
0, …，0)7 为 已 形成 变换 矩阵 妞 , 用 丽 , 左 乘 42), 同样 可 将 4 包 第 二 列 主 对 角 线 以 下 元 素 
化 为 零 , 并 保持 失 阵 492) 的 第 一 列 及 第 一 行 不 变 。 此 时 变换 后 矩阵 的 前 两 列 对 角 线 以 下 元 
素 已 变 为 零 。 类 似 地 , 取 4 的 第 大 列 ( 令 前 四 -- 工 个 元 素 为 零 ) 为 8 即 (0，…， 0 5 恩 ，…， 
0 多 ) 一 8$， 取 Cr 一 《0， 2 0， 0， ”3 0) 7 为 L， 形成 矩阵 有 则 4e) 的 前 帮 一 工 行 和 帮 一 工 
列 将 保持 不 变 , 而 其 第 列 对 角 线 以 下 元 素 变 为 零 。 依 此 类 推 ,， 作 m- 一 1 次 乘法 后 , 矩阵 4 
将 被 化 为 上 三 角形 矩阵 到: 


六 XXX ，。 X 


民 =40)= 万 万 万 4- (8.1.30) 


X 。 藉 
0 
头 
如 果 对 自由 项 六 也 同时 左 乘 以 逐次 的 矩阵 玖 , 显然 , 我们 将 得 到 与 (8.1.2) 等 价 的 三 角形 方 
程 组 ， 
4wz 一 5 (8.1.31) 
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其 中 ， 0)= 五 1 万 -万 :. 刀 .5。 用 回 代 过 程 (8.1.7) 解 此 上 三 角形 方程 组 即 得 最 终 
解答 。 以 上 就 是 用 镜像 映射 矩阵 求解 方程 组 的 计算 过 程 。 

实际 进行 瑟 " 盘 型 的 运算 时 ,不 需 将 抢 阵 豆 明显 地 求 出 来 然后 作 卸 阵 乘法 ， 只 需 用 五 
去 乘 4 的 各 列 得 出 互 .4 的 相应 列 。 在 作 互 乘 4 的 列 时 , 用 如 下 公式 计算 : 

万 .4;= 4, 一 2(tO “4) 20D (8.1.32) 

每 算 一 列 只 需 作 一 个 回 量 内 积 ， 一 个 数量 乘 向 量 和 一 个 向 量 加 法 ， 这 对 于 减少 工作 量 是 有 意 
义 的 。 

按照 (8.1.28) 、(8.1. 29), 很 容易 推 得 用 镜像 映射 矩阵 进行 三 角 化 的 计算 公式 为 ， 
王 20107 40i0= 万 .4 BarD= 丽 .80 





205 一 ZLz/ px 
了 一 [2ax(az 十 | 这 | 2 站 (8.1.33) 
/3 
加 (有 
| mr 一 | 衬 人 各) 本 
1 一 (0，0，…，0，0 凶 十 Sign (g 詹 ) az，C 多 GD) 


se 2，…， 录 一 工 ) 
实际 计算 时 , 为 了 节省 运算 量 常 将 上 述 公式 按 (8.1.32) 的 形式 稍 加 变形 。 由 于 
40+D)= 万 .4m= 4 一 2t0 tp7。 4 4m_ -了 (2 .40D) 
攻 Px 
车 令 昭 一 228. .40/ 友 , 则 有 四 
Mar 一 4 zeO7 
完全 类 似 地 有 
5803D 一 50 一 (2008 .Bo0]pt 

这 样 一 来 , 把 需要 计算 的 各 量 按 计算 的 先后 次 序 排 列 , 便 得 到 如 下 计算 4 及 Bo) 的 公式 ， 


[ 芝 (C 名 )3 风 


zx 一 (0，…，0，c 姑 十 Sign (外 ) au CO GO 
0xz 一 2az @ 上 可 | 
一 248.4oo/ar (8 .34) 


se 
HtD 一 4 一 芭 0 
4 ee 
(有 一 1，2，.…，% 一 二 
从 上 述 公式 可 知 ， 第 步 计 算 约 需 完 成 2x [(m 一 51 (o 一 1+1] 次 乘法 和 加 减法 


运算 。 所 以 三 角 化 过 程 总 共 约 需 完成 me +Qww ) 次 乘法 和 加 减法 运算 及 m 次 开 方 运算 。 


与 高 斯 消去 法 相 比 较 , 镜像 映射 法 的 运算 量 多 一 售 左 右 。 正 是 由 于 这 个 原因 , 尽管 从 精确 度 

方面 来 说 消去 法 有 时 可 能 略 差 一 些 , 但 实践 中 却 使 用 得 广泛 得 多 。 但 是 , 矛 盾 方程 组 的 最 小 

二 乘 解 问题 则 是 例外 。 由 于 该 类 问题 的 特点 (人 参见 8.3 节 ) ,采用 镜像 映射 法 更 为 优越 一 些 。 
镜像 映射 法 解 线性 方程 组 的 算法 语言 程序 见 本 章 最 后 所 附 的 程序 6。 

”最 后 ,我 们 讨论 一 下 正 交 -三 角 分 解 问题 。 利 用 关系 式 王 = 互 != 瓦 :5 从 (8.1.30) 式 我 


和 
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们 得 知 4= ( 丽 . 再 :……… 瓦 ， 瓦 _). 尼 一 @R。 其 中 Q@= 环 .于 .…" 孙 -: 为 正 交 算 阵 。 这 
就 是 说 , 任意 皇 阵 入 总 可 以 分 解 为 正 交 拖 阵 @ 与 上 三 角形 抢 阵 如 的 乘积 。 如 果 翁 是 非 奇 
和 矩阵, 我 们 还 可 以 说 明 这 一 分 解 式 在 相差 一 个 对 角 线 元 素 之 模 为 工 的 对 角 拖 阵 吃 之 下 是 唯 
一 的 。 实 际 上 , 若 有 两 种 分 解 ; 

4=QRi=-Qofes 
由 于 4 非 奇 所 以 已: 也 是 非 奇 蜡 的 , 这 样 我 们 有 : 

QQ 一 天 :Ri 

上 式 左 端 说 明和 抢 阵 ( 玉 : 及 ii) 为 正 交 和 拖 阵 , 但 它 同时 应 是 上 三 角形 卸 阵 。 因 而 , 它 只 能 是 对 角 
线 型 矩阵 , 其 对 角 线 元 之 模 必 为 工 (实数 情况 必 为 士 1。 这 就 是 说: 


Yo1 
C 
Cies 0 


QQ 一 天 Ri 忆 = 


或 害 
Q=-QD， 有 一 06 
综 上 所 述 ,我 们 有 如 下 正 交 -三 角 分 解 定 理 : 

定理 工 .2 

任意 实 ( 复 ) 和 矩阵 4, 总 可 分 解 为 正 交 (机 7 和 了 作 Q 与 上 三 角 扼 阵 如 的 乘积 : 

4=-Q,. 忆 
如 果 4 是 非 奇异 的 ， 则 @@ 之 各 列 与 器 之 各 行 在 相差 一 个 模 为 荆 的 常数 下 唯一 确定 。 
这 一 定理 在 本 书 第 十 浊 站 到 。 


8.1.7 求 着 短 阵 问题 


有 些 计 算 问 题 中 常常 需要 求 出 给 定 和 矩阵 遂 的 斤 矩阵 。 例如 ,结构 分 析 问题 中 有 时 需要 
求 出 刚度 矩阵 的 逆 矩 阵 , 回归 分 析 问 题 中 需要 求 出 相关 矩阵 的 逆 乍 阵 , 线性 规划 问题 和 某 些 
非 线性 方程 组 数值 求解 问题 等 ， 有 时 也 希 要 求 出 某 些 矩阵 的 道 短 阵 。 因而 , 有 必要 讨论 一 下 
计算 机 上 常用 的 求 逆 矩阵 方法 。 

求 道 抢 阵 的 问题 本 质 上 与 解 线性 方程 组 问题 是 相同 的 。 如 果 要 求 和 矩阵 4 的 着 矩阵 下， 
从 关系 式 4 素 = 了 工 出 发 ,容易 验证 , 我 们 只 需要 解 如 下 mw 个 线性 方程 组 ， 4 忌 ;=e(=1 2， 

内， 其 中 et 为 第 宇 个 分 量 为 耳 其 他 分 量 为 零 的 单位 向 量 ; 下 即 为 4- 的 第 宇 列 。 但 
是 , 这 个 办 法 有 很 大 侧 点 。 首 先 , 除去 存放 4 的 个 存储 单元 外 ,还 需要 吧 个 存放 4 的 
存储 单元 。 其 次 ， 它 没有 利用 自由 项 的 特殊 形状 以 节省 所 需 运算 量 。 但 这 些 缺 点 是 很 容易 
克服 的 ， 例 如 只 要 把 前 面 所 述 的 消去 法 铺 加 变形 就 可 得 到 比较 有 效 的 算法 。 我 们 先 来 讨论 
这 个 方法 。 

在 顺序 消去 法 的 第 大 步 ,我 们 只 消去 了 系数 矩阵 中 第 大 列 对 角 线 以 下 的 元 素 , 这 样 得 出 
的 等 价 方程 组 的 系数 矩阵 是 上 三 角形 矩阵 Zr。 如 果 我 们 在 计算 的 第 大 步 也 同时 将 第 上 列 
的 对 角 线 以 上 的 元 素 消去 , 并 使 系数 矩阵 第 下列 变 为 单位 向 量 er, 这 样 , 消去 完毕 后 ,系数 
矩阵 就 将 变 成 单位 算 阵 元” 完全 类 似 于 8.1.2 节 中 的 讨论 ， 我 们 容易 得 知 这 样 的 消去 过 程 

也 相当 于 对 系数 矩阵 逐次 左 乘 以 一 个 初等 变换 矩阵 。 用 算 阵 符号 表示 便 有 ， 
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开 .和 开 和 和 和 4= 了 (8.1.35) 
其 中 


(8.1.36) 
”1 


4 一 弄 , 表 ep ..， (8.1.37) 
于 是 我 们 得 出 了 道 矩 了 4-+ 的 因 式 分 解 式 , 通常 称 之 为 着 矩阵 4 的 乘积 形式 。 这 一 消去 
过 程 就 称 为 高 斯 - 若 当 消去 法 。 

因 式 和 矩阵 梦 , 与 单位 抢 阵 不 同 之 处 仅 在 第 大 列 , 因而 只 需 盖 个 存储 单元 即 可 保存 它 。 再 
注意 到 经 第 丰 步 消去 后 ， 原 矩阵 第 大 列 已 变 为 单位 向 量 es， 其 后 的 计算 中 这 些 存 储 单元 不 
再 使 用 。 所 以 ,我 们 可 将 型 , 的 第 上 列 元 素 存放 在 原 和 矩阵 的 第 大 列 位 置 上 。 这 样 , 保存 逐次 
的 因 式 和 矩阵 五 , 将 不 占用 额外 存储 单元 。 此 外 , 从 (8.1.37) 可 以 看 出 , 将 形 * 按 消去 过 程 的 
顺序 连 乘 起 来 ， 就 得 出 4-:。 如 果 逐 次 地 将 型, 的 第 大 列 存 于 被 消去 后 年 阵 的 第 丰 列 位 置 
上 ,下 一 步 消去 时 ， 再 以 而 ,,: 左 乘 此 整个 矩阵 的 每 一 列 ， 容 易 验证 ， 这 时 已 经 存放 了 到 :， 
再 …, 再, 的 各 列 位 置 上 元 素 之 变化 , 与 作 (8.1.37) 中 的 连 乘积 完全 相同 。 所 以 ， 也 就 自 
然 地 完成 了 求 形 ，… 形 ,…… 形 :. 形 ; 的 连 乘 运算 。 消 去 过 程 结 束 时 , 矩阵 4 的 位 置 上 即 为 
要 求 的 结果 4-:。 于 是 , 整个 求 逆 过 程 中 , 除去 存放 系 阵 4 的 吧 个 单元 外 , 不 再 需要 其 它 存 
储 单元 。 这 一 存储 安排 格式 通常 叫做 矩阵 的 原 地 求 着 格式 。 

综 上 所 述 ,用 高 斯 -车 当 消去 法 , 计算 逆 系 阵 的 第 大 步 , 且 可 以 归纳 如 下 (这 里， 我 们 用 4 
表示 当时 处 于 系数 矩阵 第 宇 行 和 第 ) 列 位 置 上 的 元 素 ): 

(了 计算 = 1/4x 并 送 到 4uz 所 在 位 置 。 

(2) 对 于 48 计算 一 ad 并 送 到 4x 所 在 位 置 。 

(3) 对 于 4X81， 7) 寺 8 计算 45 十 4 4xbh 并 送 到 45 所 在 位 置 。 

(4) 对 于 7 夫 1 计算 .xp 并 送 到 4x 所 在 位 置 。 

很 容易 看 出 ， 第 大 步 需 完成 (十 D) (一 芒 次 乘法 ，(@ 一 芒 " 次 加 法 。 所 以 , ” 步 消去 共 
需 完成 mw 一 1) 次 乘法 及 mw 一 1 次 加 法 ， 即 高 斯 - 若 当 消去 法 求 逆 矩阵 所 需 的 乘法 和 加 
法 量 均 为 妈 量 级 , 比 之 用 消去 法 解 一 个 方程 组 来 说 , 大 约 是 其 三 倍 。 由 于 这 个 项 因 , 先 求 出 
着 和 矩阵 4- 再 去 计算 4-!.5 来 作为 方程 组 的 解答 是 不 合算 的 , 即使 在 多 个 自由 项 时 , 如果 
保留 矩阵 4 的 三 角 分 解 式 来 求解 , 一 般 也 比 保留 4-: 合算。 因此 ， 除 指定 必需 求 出 逆 怎 阵 
的 情况 外 ,一 般 都 不 采用 求 道 矩阵 的 办 法 来 解 线性 方程 组 。 

如 果 矩 阵 4 是 对 称 正 定 抢 阵 ，4-: 也 应 是 对 称 正定 的 ， 并 且 , 计算 4-:+ 的 过 程 中 也 有 
对 称 的 性 质 可 以 利用 。 这 样 , 我 们 可 以 在 内 存 中 仅 存放 原始 矩阵 的 上 三 角形 部 分 , 并 将 道 矩 
阵 的 上 三 角形 部 分 也 存在 同一 位 置 上 ， 以 达到 节省 存储 单元 的 目的 。 按照 这 一 存储 格式 编 
制 的 对 称 正 定 矩 阵 原 地 求 道 程序 见 本 章 最 后 所 附 的 程序 7。 

和解 方程 组 的 消去 法 一 样 , 为 了 保证 求 逆 结 果 的 精确 度 , 对 于 非 对 称 正 定 的 矩阵 , 引入 
选 主 元 素 技巧 是 十 分 必要 的 。 通常 也 采用 列 主 元 素 或 全 主 元 素 法 ， 其 过 程 与 解 方程 组 时 完 





全 类 似 。 例 如 , 对 于 全 主 元 素 法 , 我 们 将 有 : 
末 记 和 .4.Q:Q:…Q,=- 了 
或 者 有 下 关 汪 
-1 一 人 GO (8.1.38) 
抢 阵 到 与 @x 均 为 形 如 (8.1.16) 和 (8.1.18) 的 初等 排列 抢 阵 ,只 需 一 个 行 号 (或 列 号 ) 
入 (9z 即 可 表示 出 来 。 因而 , 我 们 用 2m 个 存储 单元 记录 相应 的 入 与 四 一 二 2 …， 纪 后 ， 
仍 可 采用 前 述 的 原 地 求 逆 存储 格式 。 这 样 ， 全 主 元 素 法 求 邀 抢 阵 过 程 的 第 双 步 可 以 归纳 如 
下 (4 的 意义 同 前 )， 
( 贡 找 出 max | 4 的 位 置 (和 ，7?z, 并 记录 作 ， 和 xz 
(2) 交换 整个 抢 阵 的 第 行 与 加 行 ,大 列 与 六 列 。 
(3) 计算 2 一 /4 并 送 至 4 所 在 位 置 。 
(4 对 于 4 天 四 ， 计算 一 0e 4 并 送 至 4zr 所 在 位 置 。 . 
(5) 对 于 43 大 及 J 关 太 计算 4 十 4 4 并 送 至 45 所 在 位 置 。 
(6) 对 于 7 关 计算 ad 并 送 至 4u 所 在 位 置 。 
对 于 8 一 二 2，…， % 执行 上 述 计算 后 ， 和 环 阵 妈 的 位 置 上 就 存放 着 逆 生 阵 4 的 元 素 。 
但 由 于 计算 过 程 中 我 们 进行 了 行列 互 换 ， 因 而 ，4- 的 元 素 已 不 按 其 应 有 的 行列 次 序 排列 。 
为 了 得 出 正确 次 序 的 结果 ， 必 须 再 进行 相应 的 行列 互 换 工 作 。 在 前 面 原 地 求 逆 的 计算 过 程 
与 存储 安排 中 ， 已 经 存放 在 前 上 列 的 矩阵 甫 : 妃 … 弄 :已 形 ; 书 的 不 同 于 单位 阵 的 大 个 列 已 
进行 了 行 交 换 多 xz 十 志 而 连 乘 时 形 ，: 之 元 素 本 应 存 于 加:i 列 , 但 我 们 将 它 存 于 有 十 1 列 
位 置 上 。 所 以 ， 可 以 知道 ， 此 时 矩阵 妈 的 位 置 上 所 存放 的 卸 阵 与 于 .… 亚 … 形 : 疡 仅 差 一 个 
列 的 排列 2 一 >84C 一 % 0 一 二 了 , 再 从 (8.1.38) 式 得 知 最 后 还 应 进行 如 下 行列 交换 : 
(也 第 入 列 与 友 列 互 换 ( 丰 一 mw 0 一 二 …，2, 二)。 
(2) 第 多 行 与 直行 互 换 直 一 加 0 一 二 2 了 。 
按 上 述 方案 编制 的 全 主 元 素 法 求 逆 和 矩阵 程 序 见 本 章 最 后 所 附 的 程序 8。 
我 们 还 要 指出 , 用 镜像 映射 法 求 首 和 失 阵 时 , 也 很 容易 按 原 地 求 送 的 存储 格式 来 安排 。 因 
为 由 (8.1.30) 有 ; 
4 一 屁 -+ 万. 末 _ ，… 万 ， (8.1.39) 
从 (8.1.3 约 知 ， 逐 次 变换 矩阵 瑟 : 仅 需 % 一 4 十 二 个 存储 单元 即 可 保留 , 故 可 存 于 矩阵 第 
列 对 角 线 以 下 的 位 置 上 (注意 ! oz 为 4 的 第 大 个 主 对 角 线 元 ， 故 另 需 m 个 工作 单元 
来 存放 q 吕 ) 。 上 三 角 和 矩阵 如 的 求 道 很 容易 在 原 地 进行 。 最 后 逐次 右 乘 的 过 程 也 可 在 
矩阵 右 下 角 ”一 4 十 工 阶 子 式 的 位 置 上 完成 , 故 最 终 在 原始 抢 阵 4 的 位 置 上 即 可 得 到 逆 和 矩阵 
4 。 根 据 这 一 安排 , 读者 不 难 自 行 编 出 相应 的 算法 语言 程序 。 


8.1.8 特殊 形状 矩阵 和 高 阶 矩阵 问题 的 直接 解法 


前 面 讨论 的 解 方程 组 4z=6 的 方法 是 适用 于 阶 数 不 高 的 所 谓 “ 满 矩阵 ”的 , 即 用 于 矩阵 

的 绝 大 多 数 元 素 皆 为 非 零 的 情况 。 然而 实践 中 大 量 遇 到 的 矩阵 并 不 是 低 阶 的 “ 满 和 矩阵 ”一 
般 说 来 , 它们 的 阶 数 较 高 (例如 , 几 百 阶 或 上 千 阶 )， 并 且 总 具有 某 些 特殊 形状 。 例如 在 结构 
分 析 问题 , 大 地 测量 问题 , 电力 传输 网 分 析 问题 以 及 各 种 常 微 或 偏 微分 方程 数值 解 问题 等 方 
面 , 经 常 需要 求解 一 个 高 阶 的 线性 代数 方程 组 , 其 系数 矩阵 一 般 具 有 下 列 几 种 形状 ; 


人 rr wameamiaasco 一 


四 他 风 晤 rsdag9pm 上 、 四 和 gr 训 v 一 marinert -中 
ide 
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(i 带 状 乍 阵 或 变 带宽 带 状 和 矩阵 。 它 们 满足 条 件 ;， 
af=0 若 4>9+oax 或 《<7 一 ma 
其 形状 如 图 8.2 所 示 ; 





阵 的 -总 带宽 。 如 果 带 的 内 部 各 行列) 的 非 零 元 素 的 “宽度 .不 等 , 和 抢 阵 将 呈 如 图 8.8 所 示 
形状 ; 





图 8.3 


则 叫 作 变 带宽 带 状 矩阵 。 
( 动 加 边 带 状 矩 阵 , 即 上 述 带 状 和 矩阵 加 上 一 个 宽度 为 * 的 边 , 其 形状 如 图 8.4 所 示 : 





本 图 8.4 
(ti) 加 边 对 角 块 矩阵 。 即 分 决 对 角 型 抢 阵 加 上 一 个 宽度 为 * 的 边 . 形状 如 图 8.5 所 示 ， 








，Gv) 抉 三 对 角 型 矩阵 , 形状 如 图 8.6 所 示 : 





(v) 某 种 绝 大 多 数 元 素 为 零 , 但 非 零 元 素 不 规则 分 布 的 矩阵 。 

上 述 这 些 矩 阵 的 共同 特点 是 它们 都 有 大 量 的 零 元 素 。 实 际 问题 中 常常 是 非 零 元 素 仅 占 
5~10 多 左右 ,有 的 问题 中 非 零 元 素 仅 占 工 9 或 更 少 一 些 。 这 样 的 所 阵 ,通常 称 为 “ 稀 朴 卸 
阵 ”或 “ 稀 和 矩阵"。 利 用 零 元 素 很 多 和 按 一 定 规则 分 布 等 特点 , 可 以 大 大 地 节省 计算 工作 量 和 
有 效 地 提高 在 计算 机 上 能 解 问题 的 阶 数 。 实 践 中 常用 的 解法 都 是 针对 这 些 特点 而 提出 的 特 
殊 方 法 。 因 而 ， 我 们 在 处 理 问题 时 应 按照 具体 问题 具体 分 析 的 原则 ， 采用 适当 方法 。 下 面 我 
们 讨论 处 理 这 类 问题 的 几 种 常用 方法 。 

(一 ) 答 阵 分 解法 或 消去 法 

首先 我 们 考虑 直接 分 解法 , 从 抢 阵 的 三 角形 分 解 过 程 可 以 看 出 , 若 矩 阵 具 的 某 行 (例如 
第 守 行 元 素 ) 满足 条 件 : 

dj 一 0， 工 ) 委 加 < 


即 是 说 第 ， 行 的 前 大 个 元 素 都 为 零 。 当 我 们 按 计算 护 的 公式 (8.1.20) 进 行 计算 时 , 可 以 


人 =0， 工 委 7 委 训 < 
”这样 ,对 上 述 人 ~ ~ Gm) 中 的 矩阵 来 说 矩阵 卫 与 矩阵 4 的 下 三 角 部 分 应 该 有 相同 的 “形状 ” 
om (我 们 这 里 假定 不 引入 选 主 元 素 技 巧 ， 并 对 
0 “形状 "两 字 作 轮廓 地 理解 )。 同 样 推理 可 知 ， 
ee 0 矩阵 Z7 与 矩阵 和 的 上 三 角 部 分 亦 有 相同 “ 形 
吉 :| 0 状 ”。 因 此 , 上面 所 列举 的 前 四 种 矩阵 其 相应 
| 0 的 分 解 式 应 如 图 8.7 所 示 : 


他 0 局 
“920 


0 B 必 1 
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对 于 第 (y) 类 和 矩阵， 前 述 结 论 是 不 成 立 的 ， 因 其 非 零 元 素 分 布 并 无 一 定 的 规则 外 形 , 在 分 解 
与 消去 过 程 中 , 原来 矩阵 中 某 些 零 元 素 的 位 置 将 出 现 新 的 非 零 元 素 , 抢 阵 忆 与 Z 的 非 零 元 
素 分 布 将 与 4 的 相应 部 分 有 所 不 同 。 

实际 计算 中 , 我 们 可 以 利用 (i ~ (iv) 型 矩阵 的 分 解 式 的 特点 , 在 进行 分 解 或 消去 时 , 仅 
计算 其 中 非 零 部 分 的 元 素 , 这 样 就 可 以 大 大 节省 计算 量 与 存储 量 。 以 带 状 卸 阵 为 例 , 若 按 上 
述 原则 进行 处 理 , 其 顺序 消去 过 程 所 需 的 加 法 和 乘法 量 分 别 为 ma*m( 这 里 假设 mma 一 ma 一 7 
所 需 的 存储 量 大致 为 (2m 十 世 ,mn。 显 然 , 当 m<m 较 满 阵 时 的 w/3 次 加 法 与 乘法 以 及 呈 个 
存储 单元 是 有 本 质 上 的 节省 的 。 因 而, 目前 在 计算 机 上 大 都 采用 这 个 原则 来 解 带 状 方程 组 。 

由 于 要 利用 矩阵 的 特殊 形状 来 进行 计算 ， 就 必须 对 不 同类 型 的 矩阵 编制 相应 的 计算 程 
序 , 这 些 程序 的 编制 原则 是 很 类 似 的 。 下 面 我 们 仅 以 带 状 矩阵 为 例 来 说 明 程序 的 编制 原则 ， 
并 按 两 种 情形 分 别处 理 : 

(了 对称 正定 情况 

处 理 带 状 卸 阵 时 , 如 果 符 阵 是 对 称 正定 的 , 同样 不 需要 选 主 元 素 , 结果 精度 也 能 得 到 保 
证 。 因而 直接 采用 平方 根 法 的 分 解 过 程 ， 按照 矩 阵 的 特点 编制 出 仅 计 算 其 分 解 式 中 非 零 元 
素 的 程序 , 即 可 有 效 地 解决 问题 。 下 面 我 们 来 说 明 这 一 程序 的 编制 方法 。 

假设 矩阵 4 对 称 正 定 且 为 带 状 ,总 带宽 为 (2m 十 1)， 所 以 其 分 解 式 入 = 克 Z" 中 的 克也 
有 与 盘 的 上 三 角 部 分 相同 的 带 状 形式 。 在 存储 安排 上 ,我 们 只 将 抢 阵 4 上 三 角 部 分 的 非 
零 元 素 按 行 存放 在 内 存 中 作为 原始 数据 。 例如 存 于 场 4[1:m， 1:mm 十 贡 内 ， 其 具体 排列 如 


QH1，G13，。…， QT,m+i 

W22，C23，“"")， (3,M 二 3 

Cn 一作 ,一 和 一 (8.1.40) 
人 Cn 一 1 1 一 二 区 11 7) 六) 闪 

Cny .六 丸 


这 样 矩阵 4 在 “ 带 ” 以 外 的 零 元 素 就 不 占用 存储 单元 。 同 时 , 由 于 兢 的 每 行 非 零 元 素 也 为 
mm% 十 T 个 ,并 且 在 算出 这 些 元 素 后 , 矩阵 4 的 相应 元 素 已 不 再 需要 , 所 以 ， 作 为 计算 结果 , 我 
们 又 可 将 Zz 的 元 素 逐 行 地 存 入 场 4 内 的 相应 位 置 上 。 求 得 到 后, 解 方程 组 ZU=8 及 
ZLzz=9 是 很 容易 实现 的 。 这 样 , 求 得 解答 的 过 程 中 , 我 们 无 需 涉及 带 外 的 任何 元 素 。 按照 
这 个 安排 编制 的 算法 语言 程序 见 本 章 最 后 所 附 的 程序 9。 读者 参照 前 述 的 平方 根 法 程序 ( 程 
序 入 和 上 述 安排 , 将 会 比较 快 地 理解 和 掌握 它 。 

对 于 对 称 正定 的 变 带 宽 和 矩阵 ， 存 储 格 式 要 稍为 改变 一 下 。 如 果 第 ; 行 第 一 个 非 零 元 素 
的 列 号 为 各 则 我 们 仅 存 储 该 行 的 第 记 至 第 ; 个 元 素 ,并 按 行 顺 序 地 将 矩阵 的 这 些 元素 排 列 
起 来 ,构成 一 个 一 维 场 也 。 每 行 (例如 ; 行 ) 对 角 线 元 素 在 场 刀 中 的 位 置 , 将 另外 用 一 个 一 维 
场 8 记录 下 来 , 即 3 [可 代表 第 ， 行 对 角 线 元 素 在 场 卫 中 的 位 置 。 于 是 ,和 抢 阵 第 衬 行 了 列 处 
的 元 素 在 场 也 中 的 位 置 应 是 8[ 匀 一 汪 和 所 以 我 们 很 容易 找到 它 。 按 照 这 个 安排 和 考虑 
到 分 解 式 中 下 三 角 和 矩阵 的 第 : 行 非 零 元 仅 出 现在 第 六 列 至 第 宇 列 位 置 上 , 便 很 容易 编制 
出 相应 的 解 方程 组 程序 , 其 细节 我 们 不 再 费 述 。 应 该 指出 , 这 一 处 理 办 法 虽然 程序 略为 复杂 
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些 , 但 有 时 能 比 带 状 矩阵 的 处 理 办 法 获得 好 得 多 的 效果 。 关 而 , 是 值得 推荐 的 。 这 个 方法 的 
计算 公式 及 算法 语言 程序 见 本 章 最 后 所 附 的 程序 10 及 其 说 明 。 

还 应 指出 , 有 些 带 状 矩 阵 虽 不 是 对 称 正定 的 , 但 其 具有 较 强 的 对 角 优 势 条 件 ， 这 时 也 天 
需 引入 选 主 元 素 的 技巧 。 例如 ， 偏 微分 方程 初 值 或 边 值 问题 的 数值 求解 中 经 常 遇 到 的 某 些 
三 对 角 线 方程 组 即 属 此 种 情况 , 其 系数 矩阵 4 具有 下 列 形状 : 

Cl 01 
c 03 03 
Cs 93 3 
4= 和 和 二 人 (8.1.41) 
cl 0 _: 2，; 
Cn Cn 
其 中 元 素 co，25 6 满足 所 谓 对 角 优 势 条 件 ， 
(i) |ol>| 2|>0 
( 许 ) |ei||4| 十 | 娩 |， 且 和 co0 =2 3 nm 一 了 (8.1.492) 
《 刘 ) jw| >|o| >0 
假定 上 述 抢 阵 4 的 三 角形 分 解 式 为 : 


CT 荆 Ai 
二 1 

4= 本 

，， 人 6 _: 
人 革 


并 把 方程 组 的 自由 项 & 记 为 ; 

0 一 (万 ja jw) 
接 照 前 述 直接 分 解法 不 先 主 元 素 的 计算 公式 (8.1.20)、(8.1.21)、(8.1.22) 以 及 
(8. 工 .7)， 就 能 推 得 如 下 计算 公式 : 


一 ail.p01， 嫉 一 CITLe 广 ， 21 一 41 

0 一 修一 0 1 

B= or 0 (4 一 2， 3， ”3 多) 

0 一 0T。 ( 访 一 co04-1)， (8.1.43 


0 一 On， 
| 仇 一 信 一 BO (一 站 一 02 一 人 工 ) 
这 就 是 通常 称 之 为 “追赶 法 “的 计算 公式 。 | 8.1.42) 满足 时 ,显然 
16| < 同时 , 若 |B :| <I 则 有 : 
184 芝 6 一 -二 5 第 一 ol- 于 < 人 一 | 于 2 入 
所 以 ， 所 有 B, 之 模 均 应 小 于 TI。 这 样 一 来 , 就 有 : 
上 od| > 加 | 一 [oj 兰 | 寻 >0 
因而 , 计算 过 程 必定 可 以 进行 下 去 , 并 且 不 会 出 现 中 间 结 果 数 量 级 的 巨大 增长 和 相应 的 舍 入 
误差 的 严重 发 展 。 更 仔细 的 分 析 表 上 明 , 计算 过 程 每 步 所 引入 的 售 入 误差 将 在 其 后 的 各 步 中 


人 了 
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逐步 减少 , 即 是 说 , 这 一 计算 公式 对 于 含 入 误差 是 稳定 的 (参见 [2] 第 338 页 )。 

用 追赶 法 解 三 对 角 方程 组 的 算法 语言 程序 见 本 章 最 后 所 附 的 程序 11。 

还 应 指出 , 如 果 和 矩阵 4 是 所 谓 分 块 三 对 角 线 矩阵 , 即 (8.1.41) 中 的 @、5 ct 均 为 子 矩 
阵 ， 且 ai; 为 方 阵 时 , 若 将 向 量 w 及 自由 项 六 亦 作 相应 分 块 ， 并 用 ww 和 所 来 记 这 些 子 向 量 ， 
那么 , 公式 (8.1.43) 仍 是 正确 的 。 同 时 ， 容 易 证 明 只 要 怎 阵 4 的 逐次 分 块 主子 矩阵 4 之 
行列 式 非 零 , (8.1.43) 对 于 矩阵 4 总 可 以 进行 下 去 。 自 然 , 在 计算 erl.&, 等 各 项 时 ,我 们 宁 
可 采取 解 线性 方程 组 的 办 法 而 避免 求 出 逆 矩 阵 arl。 

(2)》 非 对 称 情况 

如 果 遇 到 的 特殊 形状 矩阵 是 非 对 称 的 或 者 是 对 称 但 非 正 定 的 , 一 般 说 来 ,为 了 控制 舍 入 
误差 的 增长 ,采取 某 种 选 主 元 素 的 技巧 是 必要 的 。 这 时 , 使 用 全 主 元 素 法 可 能 导致 完全 破坏 
和 抢 阵 的 特殊 形状 ,所 以 , 一 般 都 采用 列 主 元 素 法 。 自 然 , 用 列 主 元 素 法 进行 消去 时 , 矩阵 的 特 
殊 形 状 亦 将 受到 一 定 破 坏 , 但 只 要 我 们 仔细 分 析 计 算 过 程 , 仍 可 找 出 如 何 利用 其 特殊 形状 来 
节省 运算 量 和 存储 量 的 规律 。 下 面 我 们 以 非 对 称 带 状 矩 阵 为 例 来 说 明 这 一 点 。 

考虑 形 如 前 面 所 列举 的 人 的 非 对 称 带 状 矩 阵 。 假 设 用 列 主 元 素 消 去 法 ( 即 进行 行 交 换 ) 
来 解 相应 的 方程 组 。 容 易 看 出 , 从 逐次 的 主 列 ( 例 如 第 大 列 ) 的 非 零 元 素 ( 指 在 对 角 线 元 及 紧 
人 靠 其 下 面 的 ma 个 元 素 ) 中 选 出 主 元 素 ， 并 将 其 所 在 之 行 ( 称 为 主 行 ) 与 第 大 行 交换 ,然后 用 
它 消去 其 它 行 (例如 第 怀 行 , 8<4s8 十 ma) 中 第 左 列 处 的 非 零 元 素 时 , 被 消去 的 行 中 主 对 角 
线 右边 非 零 元 素 的 个 数 可 能 增加 ， 但 其 增加 的 个 数 最 多 不 超过 wx 个 ( 当 肥 十 wa 行为 主 行 
时 , 将 可 能 增加 wo; 个 )。 因 此 , 若 不 计 被 消去 的 非 零 元 素 ， 整 个 消去 过 程 中 抢 阵 各 行 非 零 元 
素 之 和 不 超过 xi 十 ma 二 1 个 (实际 上 , 大 多 数 情 况 下 每 消去 一 步 所 涉及 的 各 行 主 对 角 线 元 
左边 有 一 个 元 素 变 为 零 ,右边 增加 一 个 非 零 元 素 )。 这 样 ,我 们 就 可 以 用 wx (ma 十 ma 十 
个 存储 单元 来 存放 和 矩阵 4 和 逐次 消去 过 程 中 的 中 间 和 矩阵 ， 并 安排 为 如 下 形式 (以 8 阶 和 矩阵 
为 例 ， 其 中 7 一 ma 一 3)， 

x X ai Gils 013 G44 ] 
081 0X23 0C33 034 Cs35 


31 C33 C33 C34 035 C36 





C43 C43 Cd44 C45 C46 CQ47 
53 CQ54 255 CQ56 C57 CQ58 
C64 0Q65 066 067 CQ68 头 
075 076 0T7 GT78 X 基 
ls6 daz lss X X X | 
消去 开始 时 , 首先 将 前 两 行政 排 为 : 
911，013，Q13，014，0，0 

| Q31，G33，03a3，Q24，Q35，0 | 
再 在 前 三 行 的 第 一 个 元 素 中 选 主 元 , 并 将 主 行 换 至 第 一 行 位 置 , 进行 消去 。 然后 再 将 第 二 、 
三 行 改 排 为 : 
0 由 0 折 02 g 和 多 0 娩 0 


并 在 第 二 、 三 、 四 行 上 重复 上 述 消去 过 程 , 如 此 进行 ,直至 消 完 。 这 时 ,所 得 上 三 角 方程 组 的 


TD (it L 1 1 
把 C23 C2) CO Cg6 0 | 
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系数 撼 阵 即 占据 原来 存放 和 矩阵 4 的 位 置 ， 其 对 角 线 元 在 第 一 列 上 。 回 代 过 程 ( 解 Uz=) 
是 显然 的 。 按 这 一 过 程 编制 的 算法 语言 程序 见 本 章 最 后 所 附 的 程序 1 

(二 ) 分 苹 消 去 法 

实践 中 经 常 出 现 计 算 机 的 内 存 容纳 不 下 矩阵 4 全 部 非 零 元 素 的 情况 ,需要 使 用 外 存 
〈 磁 鼓 或 磁盘 ) 来 存储 所 需 数据 。 这 种 情况 在 中 、 小 型 计算 机 或 是 在 多 道 程序 的 大 型 计算 机 
上 (其 内 存 仅 有 指定 的 一 和 这 时 采取 分 块 消 
去 法 是 较为 适宜 的 。 

所 谓 分 块 消去 法 , 就 是 用 某 种 方法 将 矩阵 分 成 若干 子 块 , 并 将 这 些 子 块 看 作 元 素 , 按照 
普通 消去 法 的 格式 进行 相应 的 子 块 运算 来 求 得 方程 组 的 解答 。 这 样 , 我 们 就 可 以 把 全 部 移 
阵 元 素 按 子 块 为 单位 存放 在 计算 机 的 外 存 中 ， 而 仅 将 当前 计算 所 要 用 到 的 子 块 调 到 内 存 中 
去 参加 运算 。 由 于 外 存 众 量 一 般 总 是 比 内 存 大 得 多 ， 所 以 这 种 安排 能 够 提 寅 可 以 求解 问题 
的 阶 数 。 

显然 应 该 怎样 进行 分 块 和 组 织 内 外 存 的 数据 交换 才能 取得 较 好 的 效果 ， 是 首先 必须 解 
决 的 问题 。 读 者 不 难看 出 ， 内 存 中 留 作 交换 数据 用 的 单元 数 4 愈 多 ,效果 将 愈 好 。 除 此 之 
外 , 计算 格式 的 适当 选取 也 是 很 重要 的 因素 。 下 面 我 们 对 于 “ 满 和 矩阵” 介绍 一 种 常用 的 而 且 
比较 有 效 的 格式 。 


候 设 内 存 可 用 于 存放 子 块 的 单元 数 为 Mr, 令 己 = [|W 3 ]( 即 -和 的 整数 部 分 )。 我 们 
假定 抢 阵 和 自由 项 ( 列 数 二 万) 按 如 下 形式 进行 分 块 


4 4 - rr 7 
[4 六] La ds . .> e 


4-+ 4 了 4 2 


其 中 除 4v 及 4- 以 外 , 其 他 45 都 是 书 x 忆 方 阵 , 而 4 为 8x8 方 阵 (S 和 妃 ， 并 且 
三 7 一 蕊 十 3 一 mo 这 样 ,内 存 中 就 可 以 同时 容纳 四 个 子 块 ， 分 块 消去 过 程 可 按 下 述 步骤 进行 : 
(也 从 外 存 调 进 子 块 4w 并 原 地 进行 三 角形 分 解 , 得 出 4 = 也. 思 . 
\2) 从 外 存 调 进 子 块 4,sab 用 求解 三 角形 方程 组 的 办 法 算出 4ia,4 op 保存 在 4 
位 置 上 , 同时 将 其 送 至 外 存 4.orx 位 置 上 。 
《3) 从 外 存 调 进 子 块 Li 算出 iv,4zl4 ob 并 保存 在 内 存 中 存放 45#x 的 位 置 上 。 
(4 的 cb 算出 4 一 4 人 说 4czs 并 送 至 外 存 4oa 的 位 置 上 。 
(5) 对 于 了 = 二 2 …， 7(Jz 信 ,重复 步骤 (3) 与 全。 
(6) .对 于 4 一 1 2，…， 7 一 4 十 二 重复 (2) ~ (5)7 (我 们 假设 4 ri 一 的)。 
《7) 对 于 4 一 1，2，…，m, 重复 (1) ~ (6) 。 
最 终 解 答 处 于 自由 项 & 的 位 置 上 。 
前 述 格式 亦 可 改 为 只 需 内 存 同时 容纳 三 个 子 块 的 格式 ， 此 时 也。 “LV 分 解 不 予 保留 ，(6) 
中 相应 改 为 重复 (1) ~ (8)。 这 一 铬 居 节 省 了 内 存 需 要 量 ， 但 却 增加 了 计算 量 ， 在 内 存 较 小 时 
是 可 以 采用 的 。 
从 上 述 过 程 可 以 看 出 ， 使 用 外 存 的 分 其 消去 法 比 矩阵 全 部 放 在 内 存 的 通常 消去 法 需要 
更 多 的 计算 时 间 , 这 是 由 于 要 完成 许多 额外 的 内 外 存 数据 交换 工作 。 如 果 我 们 以 下 表示 数 
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据 交换 所 需要 的 总 时 间 , 也 表示 分 块 消去 法 真正 的 计算 时 间 ,，Te 表示 整个 矩阵 均 放 在 内 存 
时 通常 消去 法 所 需 时 间 , 并 将 如 下 数值 : 


了 十 了 
了 一 


叫做 时 间 增 长 系数 ,那么 , 显然 ， 乙 值 愈 大 ,利用 外 存 的 分 块 计算 效果 愈 差 。 为 了 得 出 卫 信 
大 小 的 一 些 估计 ,有 人 在 某 些 计算 机 上 对 不 同情 况 ( 即 不 同 计算 格式 和 不 同 的 礁 和 9% 值 ) 作 
过 实验 ,其 结果 表明 (参见 [6])， 上 述 卫 值 一 般 将 小 于 2。 并 且 随 着 M 与 ”的 增 大 三 信 将 
单调 下 降 。 自 然 , 随 着 外 存 方面 的 技术 进步 , 这 一 数值 还 可 以 减 小 。 不 过 , 由 此 已 可 看 出 ,是 
前 在 有 足够 容量 外 存 ( 磁 鼓 、 磁 盘 ) 的 中 、 小 型 计算 机 上 , 完全 可 以 用 分 块 消去 法 有 效 地 解 高 
阶 问题 。 
分 块 消去 法 的 另 一 优点 就 是 可 以 充分 利用 和 矩阵 的 特殊 分 块 形状 ， 进 进一步 节省 运算 量 和 
提高 可 以 解决 的 问题 的 阶 数 。 例 如 , 对 于 本 节 开 始 所 列举 的 两 种 特殊 分 块 矩 阵 (ii) 和 (iv)， 
使 用 分 块 消去 法 将 获得 显著 效果 。 下 面 我 们 分 别 讨论 一 下 这 两 种 特殊 分 块 矩 阵 的 消去 过 
程 。 
对 于 分 块 三 对 角 和 矩阵 , 处 理 的 办 法 与 普通 带 状 矩阵 完全 类 似 。 也 就 是 说 , 我们 仅 将 自由 
项 列 和 系数 矩阵 中 的 非 零 子 块 ( 按 行 的 顺序 ) 存 放 于 外 存 中 。 进行 消去 时 ， 每 次 可 从 外 存 调 
若干 个 (例如 7 个 ) 块 行 至 内 存 ( 自 然 据 行 数 * 根据 内 存 大 小 而 定 )。 然后 , 将 这 些 块 行 中 对 
角 线 以 下 子 块 消去 , 这 时 , 该 了 行 矩 阵 块 的 变化 如 下 面 所 示 : 
.4 辆 ， 4tta 有 
4 4451 1 xzts Di 


.4 Ti 4 K 十 3》 4 78+8 2 


4 十 9 一 二 4 天 十 9 4 8 十 F 十 工 x+， 


7 zx Dux 
0 txzts bz: 
0 T 有 1,xrir 0 


天 ， 蕉 
0 人 4 天 十 ?十 荆 2xtr 


子 块 如 .sa 及 本 (一 及 有 十 二 8 十 7 一 了 在 以 后 的 消去 中 不 再 使 用 ， 我 们 可 将 其 存放 至 
外 存 中 去 。 此 时 内 8r 已 处 于 4 处 相同 的 地 位 。 故 可 将 第 4 二 7 行 移 至 原 第 & 行 位 置 上 ， 
再 从 外 存 调 进 了 个 块 行 , 重复 上 述 过 程 , 直至 消去 过 程 完毕 。 回 代 时 , 只 需 从 外 存 顺 次 调 进 
到 ,51 及 人 解答 即 可 求 得 。 读 者 不 难看 出 , 整个 计算 过 程 中 只 有 原来 矩阵 中 的 非 零 子 块 参 
加 运算 和 占用 存储 单元 ， 因 此 ， 运 算 量 和 存储 量 都 获得 较 大 节约 。 特 别 是 在 许多 实际 问题 
中 , 抢 阵 的 子 决 是 由 程序 根据 某 些 初始 数据 计算 出 来 的 ， 这 时 , 我们 就 不 需要 事先 把 它们 算 
出 来 存放 在 外 存 中 ， 而 只 需 在 用 到 它们 时 由 程序 临时 产生 ， 整 个 计算 过 程 则 仅 需 保存 子 块 
妨 .:。 这 样 ， 可 以 更 进一步 节省 存储 单元 。 人 2m 十 工 块 
对 角 型 的 , 处 理 的 办 法 也 完全 类 似 , 我 们 不 再 费 述 。 

对 于 加 边 块 对 角 型 扎 阵 ,利用 分 块 消去 过 程 在 节省 存储 量 方面 将 更 为 有 利 。 为 了 讨论 
方便 ,我 们 把 答 阵 写 为 : 





ii 4 访 
4 0 4 D 
[4, 可 = 
4， 一 二 ,Y 一 工 4 弛 2 
芝 4: 4 …4--i 0 
为 了 将 第 * 块 行 中 的 非 对 角子 块 消去 ， 只 需 顺 次 用 第 一 块 行 消去 4-, 第 二 抉 行 消去 
4 如 此 等 等 。 最 终 即 可 得 出 下 列 筷 阵 ， 


过 4 这 .4 420 
了 4 过 4 4 “02 
7 45 7 一 工 ” 4 1， 45 ，， 由 0: 


0 0.-0 (4-- 号 44 4 相 - 
回 代 过 程 是 显然 的 。 上 述 消 去 过 程 较 之 三 对 角 块 消去 过 程 不 同 之 处 主要 在 于 需要 保存 的 中 
间 子 块 4i.4v 等 很 容易 直接 从 原始 符 阵 的 相应 子 块 中 求 得 。 如果 和 矩阵 的 子 块 是 由 程序 产 
生 的 ,我 们 就 可 以 不 保留 子 块 4i.4。 而 在 回 代 过 程 中 用 到 它们 时 临时 去 产生 。 这 样 虽然 
浪费 了 一 些 计算 时 间 , 但 却 大 大 地 节省 了 存储 量 。 采 用 这 人 一 方案 , 真正 需要 自 始 至 终 存 储 的 


仅 是 上 式 中 最 右 下 角 的 子 块 ( 4v - 号 4 4mz。 4v)。 在 许多 实际 问题 中 这 一 子 块 也 有 特 


殊 形 状 (如 三 对 角 块 或 五 对 角 块 等 等 ), 利用 其 特点 还 可 以 将 所 需 存 储量 进一步 减少 。 因 而 ， 
在 一 般 中 小 型 计算 机 上 用 这 一 办 法 可 以 解决 许多 阶 数 很 高 的 问题 。 

最 后 还 应 指出 , 计算 4il,4v 时 ,最 好 使 用 解 方程 组 4 下 = 4v 的 办 法 。 因 为 4 往往 
是 特殊 形状 的 矩阵 (如 带 状 稀 朴 的 )， 解 方程 组 比 直接 求 首 无论 在 计算 量 或 存储 量 上 都 要 节 
省 得 多 。 解决 具体 问题 时 ， 如 何 通过 行列 的 调换 把 答 阵 划分 成 加 边 块 对 角 型 形式 是 应 用 上 


述 方法 的 关键 。 一 般 来 说 , 应 使 得 4 的 阶 数 尽 可 能 低 ,或 者 使 得 ( 4 一 立 4re4ma 4v) 具 


有 某 种 特殊 形状 ， 这 对 于 存储 与 计算 量 的 节省 有 重要 的 作用 。 最 好 是 结合 问题 的 物理 背景 
来 划分 ,这样 做 一 般 都 可 取得 较 好 的 效果 。 例 如 结构 分 析 中 的 子 结构 方法 , 电网 分 析 中 的 网 
络 分 割 法 等 等 ， 都 是 利用 各 自问 题 中 的 特点 来 实现 上 述 的 分 块 和 消去 过 程 的 例子 。 由 于 这 
些 方法 简单 有 效 , 在 结构 分 析 各 人 的 。 

(三 ) 稀 蕊 下 阵 技术 

对 于 某 些 非 零 元 素 分 布 不 规则 的 稀 臣 抢 阵 〈 例 如 ， 晶体 管 电路 分 析 问 题 中 所 遇 到 的 邱 
阵 ), 采用 带 状 惩 阵 分 解法 或 特殊 分 块 形 状 的 消去 法 是 难以 充分 利用 矩阵 的 稀 下 性 质 的 。 这 
时 ， 可 以 采用 数据 去 零 存储 技术 和 逻辑 尺 ( 或 下 标 表 ) 定位 的 办 法 进行 处 理 。 这 就 是 说 我 们 
仅 将 抢 阵 的 非 零 元 素 依 次 存放 起 来 , 并 用 一 个 膛 辑 斥 ( 或 下 标 表 ) 来 标明 这 些 元 素 的 位 置 ( 逻 
辑 尺 共 个 二 进 制 位 ,是 由 [mw VDp] 十 1 个 存储 单元 组 成 的 ,其 中 史 为 矩阵 阶 数 , 2 为 计算 机 
的 字 长 。 逻 辑 尺 的 上 位 中 每 个 二 进 制 位 对 应 于 一 个 矩阵 的 元 素 ， 若 该 元 素 非 零 ， 则 该 位 为 
1 否则 为 零 )。 在 求解 过 程 中 , 通过 分 析 和 修改 逻辑 尺 \ 或 下 标 玫 ) 来 判定 哪些 中 间 结 果 需 要 
计算 和 存储 ， 以 节省 与 办 元 素 相应 的 那些 不 必要 的 运算 。 这 样 就 可 达到 节约 计算 工作 量 与 
存储 量 的 目的 。 
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下 面 我 们 用 消去 法 为 例 , 说 明 这 一 办 法 的 基本 思想 。 在 消去 过 程 中 , 原始 矩阵 零 元 素 位 
置 上 一 般 将 出 现 一 些 新 的 非 零 元 素 。 消去 的 次 序 不 同 , 新 产生 的 非 零 元 素 的 个 数 也 很 不 相 
癌 。 为 了 使 求解 过 程 尽 可 能 有 效 , 必须 适当 地 重新 排列 方程 与 未 知 数 的 次 序 , 使 中 间 过 程 产 
生 的 非 零 元 素 尽 可 能 少 。 最 简单 的 排 次 序 方法 是 把 消去 时 不 使 其 它 行 产生 新 的 非 零 元 素 的 
行 排 在 前 面 , 然后 将 鳃 下 的 行 按 其 中 非 零 元 素 个 数 的 多 少 顺 次 排列 (一 般 说 , 非 零 元素 少 的 
排 在 前 面 将 使 其 它 行 产 生 较 少 的 新 的 非 零 元 素 ), 同样 地 对 列 的 顺序 也 作 类 似 处 理 。 这 种 简 
单 办 法 可 以 取得 一 定 效 果 , 但 是 比较 粗略 。 还 有 许多 更 有 效 的 办 法 ， 由 于 比较 繁琐 , 在 此 不 
一 一 彼 述 , 有 兴趣 的 读者 可 以 参见 [24] 中 有 关 文章 。 

排 完 次 序 后 , 即 可 按 通常 顺序 消去 过 程 进行 计算 。 为 使 零 元 素 不 参加 运算 , 并 记录 新 产 
生 的 非 零 元 素 , 我们 将 反复 使 用 逻辑 尺 来 判定 主 行 应 该 与 娜 些 行进 行 运算 , 其 非 零 元 素 乘 以 
常数 后 应 与 哪 行 相应 元 素 相 加 ( 若 该 元 素 不 为 零 ) ， 或 直接 送 至 该 元 素 位 置 上 并 修改 逻辑 尺 
(该 元 素 为 零 , 此 时 将 产生 一 个 新 的 非 零 元 素 ) 等 等 。 这 样 逐 行进 行 下 去 , 最 终 即 得 出 上 三 角 
形 怎 阵 太 的 全 部 非 零 元 素 及 相应 逻辑 尺 。 自由 项 也 在 上 述 过 程 中 相应 改变 。 再 利用 新 的 
逻辑 尺 ( 对 应 于 习 的 部 分 ) 进 行 去 零 回 代 , 求解 过 程 即 告 结束 。 如 果 要 反复 求解 具有 同一 系 
数 和 矩阵 的 方程 组 , 我 们 可 以 只 分 析 一 遍 逻 辑 尺 ， 将 求 得 的 五 及 Zr 连同 相应 的 逻辑 尺 一 道 存 
放 起 来 。 以 后 求解 时 只 需求 解 去 零 的 下 三 角形 和 上 三 角形 方程 组 。 如 果 要 反复 求解 同样 稀 
性 结构 但 非 零 元 素 之 值 每 次 不 同 的 方程 组 , 也 可 用 一 面 分 析 逻 辑 尺 , 一 面 产生 相应 的 计算 程 
序 的 办 法 来 解决 。 一 旦 程序 产生 后 , 反复 求解 过 程 就 不 需要 再 分 析 和 修改 逻辑 尺 了 。 

对 于 非常 稀疏 的 失 阵 ， 使 用 逻辑 尺 可 能 会 浪费 存储 单元 (因为 逻辑 尺 总 需要 [mn2/ 们 十 工 
个 单元 )。 这 时 可 用 下 标 表 来 处 理 , 即 用 一 系列 单元 来 存放 非 零 元 素 的 下 标 ( 即 行 号 或 列 号 )。 
计算 过 程 中 ， 反 复 分 析 和 修改 这 个 表 以 达到 去 零 的 目的 ， 其 过 程 与 用 逻辑 尺 的 办 法 大 致 类 
似 。 其 细节 读者 可 参阅 [2 全 中 有 关 文章 。 

上 述 这 些 就 是 去 零 存 储 技 术 的 基本 思想 。 由 于 其 细节 过 于 繁琐, 我 们 不 再 详细 讨论 。 
但 是 我 们 要 指出 ,这 一 方法 有 效 性 的 关键 在 于 巧妙 地 排 次 序 和 使 用 逻辑 尺 或 下 标 表 。 关于 
这 两 个 问题 已 有 许多 专门 的 研究 , 其 中 有 的 方法 对 某 些 问题 已 经 取得 显著 效果 。 例 如 ,在 晶 
体 管 开关 电路 分 析 问 题 中 , 需要 重复 求解 稀疏 性 结构 相同 的 线 代 数 方程 组 , 大 都 按 上 述 这 类 
方法 进行 处 理 , 并 已 编制 了 一 系列 的 分 析 程 序 。 这 些 程序 解 算 一 次 方程 组 的 时 间 , 可 以 降 至 
通常 满 矩 阵 方法 的 几 十 分 之 一 ， 所 需 的 运算 量 也 从 满 矩 阵 的 we/3 降 至 CO(m) 的 数量 级 。 所 
以 , 仔细 地 排列 方程 与 未 知 数 的 次 序 和 适当 地 选取 逻辑 尺 或 下 标的 构造 与 加 工 方法 , 再 加 上 
充分 利用 反复 求解 这 一 特点 ,上 述 方法 是 可 以 非常 有 效 地 解决 某 些 稀 琉 矩阵 问题 的 。 


8.1.9 关于 结果 精度 的 某 些 问题 


现在 讨论 计算 机 上 求 得 解答 的 精确 度 估计 问题 。 提 出 这 个 问题 是 很 自然 的 。 因 为 实际 
问题 中 所 提供 的 数据 (系数 矩阵 和 自由 项 的 元 素 ) 或 多 或 少 总 有 一 定 误差 (例如 测量 误差 等 
等 ); 将 数据 输入 到 计算 机 内 并 进行 进 制 转换 也 会 带 来 误差 ; 有 的 问题 中 系数 矩阵 和 自由 项 
的 元 素 是 前 面 计算 的 结果 ， 也 不 可 避免 地 带 有 误差 。 由 于 这 些 原 因 ， 在 计算 机 上 实际 求解 
的 方程 组 的 系数 矩阵 和 自由 项 都 包含 有 一 ! 定 误差 。 这 些 误差 对 计算 结果 的 精确 度 必 定 有 影 
响 。 另 外 , 计算 机 的 字 长 是 有 限 的 , 并 且 每 作 一 次 运算 都 要 对 结果 进行 舍 入 , 在 求解 过 程 中 
这 些 舍 入 误差 也 会 逐步 积累 ， 导 臻 最 终结 果 中 有 误差 。 所 以 有 必要 讨论 一 下 计算 结果 的 精 
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” 确 度 问 题 。 

应 该 指出 , 要 完全 午 清 楚 这 个 问题 不 是 一 件 容 易 的 事情 , 我 们 仅 对 其 中 某 些 问题 进行 
些 粗 略 的 讨论 。 

(一 ) 精 确 度 的 检验 与 病态 卸 阵 

在 计算 机 上 求 得 方程 组 的 近似 解答 之 后 ， 我 们 首先 要 问 这 一 解答 与 方程 组 的 精确 解 究 
竞相 差 多 少 ? 这 个 问题 很 难 定量 地 回答 。 因为 一 般 情 况 下 方程 组 的 精确 解 是 木 知道 的 , 我 
们 无 法 直接 判定 近似 解 与 精确 解 有 几 位 相同 , 只 能 通过 一 些 间接 的 方式 来 估计 解 的 精确 度 。 

最 简单 的 估计 精确 度 的 办 法 是 把 近似 解 金 代入 原来 方程 组 (8.1.2) 中 去 求 出 所 谓 “ 余 
量 ”?, 

9 一 8 一 4 多 
_ 如果 凶 的 每 个 分 量 ”% 都 是 小 量 或 与 自由 项 也 的 相应 分 量 % 相 较 都 是 小 量 ( 当 %= 0 时 ， 
9 本 喘 应 接近 于 零 ) , 那么 , 一般 就 认为 解 是 相当 准确 的 , 否则 认为 解 是 不 准确 的 。 

另外 一 个 佑 计 办 法 是 任 取 一 个 已 知 向 量 ( 例 如 随机 向 量 ) 2,， 计算 出 向 量 44.z (用 较 多 的 

位 数 ), 并 以 其 为 新 的 自由 项 , 按 同 样 方法 再 求解 一 次 原来 的 方程 组 , 即 求解 

4z 一 4.z 
所 得 解答 记 为 爹 。 如 果 计 算 过 程 没 有 含 入 误差 ， 金 应 与 z 恒 等 。 因 求解 过 程 中 舍 入 误差 的 
积累 , 移 与 2 之 间 将 有 差异 。 但 由 于 求 出 我 们 所 需要 的 近似 解 移 与 求 出 多 的 计算 过 程 完 全 
一 样 ， 系 数 和 矩阵 亦 相 同 ， 所 以 一 般 就 认为 两 者 的 精确 度 是 相同 的 。 我 们 即 可 把 入 爷 与 2 各 分 
量 之 间 相 符合 的 最 少 位 数 作为 近似 解 爹 的 有 效 位 数 。 

上 述 两 种 办 法 都 是 经 滑 使 用 的 。 后 者 较 前 者 有 时 更 加 可 靠 一 些 , 一 般 能 够 得 到 关于 近 
似 解 究 竟 有 几 位 准确 的 一 个 数量 概念 。 所 以 , 是 有 其 优点 的 。 但 其 计算 量 较 大 (自然 我 们 可 
以 先 算出 妈 .z, 然后 与 尺 并 列 求解 ， 以 节省 运算 量 ) 是 一 个 很 大 的 缺点 。 前 者 的 优点 则 是 ， 
方法 很 简单 .运算 量 少 .对 大 多 数 实际 问题 也 还 是 很 可 靠 的 。 其 仙 点 主要 是 从 余 量 的 大 小 无 
法 断定 近似 解 究竟 有 几 位 准确 ,所 能 得 出 的 只 是 近似 解 准确 与 否 的 一 个 粗略 概念 。 此 外 , 这 
样 的 概念 有 时 与 实际 情况 可 能 还 相差 其 远 。 例 如 , 我 们 考虑 下 列 方程 组 

0.2161，0.14411 「 wm 0.1440 

从 | >- aaa 
如 果 以 四 =0.991，zs= -0.4870 代入 这 个 方程 组 , 将 得 出 余 量 
--0.00000001 
-| 0.00000001 | 

很 显然 , 若 按照 余 量 的 大 小 来 估计 精确 度 ,我 们 可 以 认为 在 取 小 数 点 后 和 位 数字 的 情况 下 解 
答 已 足够 精确 了 。 然 而 , 这 一 方程 组 的 精确 解 却 是 必 =2，za= 一 2。 这 就 说 明 , 尽管 余 量 已 
经 很 小 , 结果 的 精确 度 还 可 能 很 差 。 所 以 , 上 述 按 余 量 估计 精确 度 的 简单 办 法 对 于 某 些 矩 阵 
所 相应 的 方程 组 来 说 是 不 可 靠 的 。 读者 自然 会 问 : 对 于 什么 样 的 抢 阵 会 产生 这 种 不 可 靠 的 
现象 ? 要 回答 这 个 问题 , 必须 对 抢 阵 的 性 质 作 进一步 的 讨论 。 

从 上 述 例子 韦 以 看 到 , 如 果 我 们 把 方程 组 的 自由 项 稍微 变化 一 点 , 即 变 为 ， 

， 「 0.14400001 
-| 0.86419999 | 
那么 ,准确 解 就 由 Y= (2， 一 2) 变 为 前 述 的 侈 。 因 而 , 自由 项 的 微小 变化 将 引起 解答 的 巨大 
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变化 。 这 种 现象 通常 叫做 “病态 "”。 同样 地 , 方程 组 系数 矩阵 的 微小 变化 有 时 亦 会 引起 解答 
的 巨大 变化 , 这 种 现象 也 叫做 “病态 ”。 所 以 , 更 确切 些 说 ,如 果 系 数 和 矩阵 或 自由 项 的 “微小 
变化 将 引起 方程 组 解答 的 巨大 变化 时 , 这 个 方程 组 就 称 为 “病态 "方程 组 , 其 系数 矩阵 就 叫 作 
对 于 解 方程 组 (或 求 着 ) 来 说 的 “病态 矩阵 ”3 反之 , 就 称 为 “ 良 态 ” 方 程 组 或 者 称 “ 良 态 卸 阵 。 

应 该 指出 , 谈 到 “病态 答 阵 ”的 概念 时 , 必须 明确 它 是 对 什么 而 言 的。 因为 对 于 解 方程 组 
(或 求 道 ) 来 说 是 病态 的 矩阵 , 对 于 求 特征 值 来 说 并 不 一 定 是 病态 的 , 反之 亦 然 。 所 以 , 我 们 
不 能 笼统 地 说 某 个 答 阵 是 “病态 ”的 。 本 章 所 说 的 “病态 ” 刚 都 是 对 于 解 方程 组 而 言 的 。 

还 应 指出 “病态 是 系数 矩阵 本 身 的 特性 , 与 所 用 的 计算 工具 和 计算 方法 无 关 。 但 是 ， 
实际 计算 中 “病态 ”的 程度 却 是 通过 所 用 的 计算 工具 等 表现 出 来 的 。 例如 ,计算机 的 字 长 愈 
长 , “病态 ”现象 在 程度 上 就 会 相对 地 减轻 。 所 以 ,我们 前 面 在 提 及 “微小 "或 “巨大 "变化 时 均 
系 相对 而 言 , 并 无 数量 上 的 具体 标准 。 一 般 来 说 , 字 长 愈 长 ,“ 微 小 " 与 巨大 的 相对 范围 就 可 
愈 大 。 

了 解 “ 渍 态 ” 的 概念 以 后 , 我 们 就 可 以 说 , 前 述 按 余 量 大 小 来 判断 近似 解 精确 度 的 办 法 对 
于 “病态 "方程 组 来 说 一 般 是 不 可 靠 的 。 至 于 如 何 衡 量 一 个 矩阵 是 否 病 态 的 问题 将 在 下 面 讨 

(二 ) 向 量 和 矩阵 的 范 数 及 其 基本 性 质 

如 前 所 述 “ 病 态 ” 是 矩阵 本 身 的 特性 , 故 应 该 有 一 个 只 依赖 于 矩阵 本 身 的 衡量 标准 , 这 
样 才 可 能 对 不 同和 矩阵 的 “病态 ”程度 进行 比较 。 

怎样 比较 不 同和 矩阵 对 于 解 方程 组 来 说 的 “病态 ”程度 呢 ? 为 了 解决 这 个 问题 ， 需 要 借助 
于 向 量 和 抢 阵 范 数 (或 称 模 ) 的 概念 。 这 里 ， 仅 简单 地 叙述 一 下 这 些 概 念 ， 详 细 内 容 可 参阅 
[6]。 

实 向 量 g= (cl ca ，…， oo)7 的 欧 氏 范 数 (或 称 欧 氏 模 ) 是 指 如 下 实数 : 

of = 好 十 碍 十 十 富 一 /oOT 2 (8.1.44' 

与 通常 二 维 或 三 维 空间 的 长 度 类 似 , 向量 的 欧 氏 模具 有 如 下 性 质 : 

(人 任意 非 零 向 量 w 的 欧 氏 模 总 是 正 实 数 , 仅 当 w 是 零 向 量 时 , 其 范 数 才 为 零 。 

(2) 对 于 任何 实数 c, 下 式 均 成 立 : 

ez1= ic 
(3) 对 于 任意 两 个 向 量 w%，29, 有 如 下 三 角 不 等 式 ; 
1z 十 引入 | 十 人 | 

并 且 仅 当 z 与 9 线性 相关 时 上 式 中 等 号 成 立 。 

性 质 (1) 、(2) 的 证 明 可 直接 从 欧 氏 模 的 定义 得 到 。 性 质 (3) 的 证 明 复杂 一 些 ， 其 中 要 
用 到 下 列 不 等 式 ， 

有 zz7.ol 和 zl 二 12| 

其 详细 证 明 可 参看 [6]。 

从 向 量 的 欧 氏 范 数 出 发 , 我们 可 以 定义 相应 的 矩阵 范 数 为 吧 ， 


141=max 4z| -maxl4zl (8.1.45， 


和 12z| 4Z1 一 芋 
这 样 定义 的 矩阵 欧 氏 范 数 就 是 矩阵 47'4 的 最 大 特征 值 的 平方 根 。 当 盘 为 对 称 和 矩阵 
时 ,就 是 4 的 按 模 最 大 特征 值 。 此 外 , 它 有 如 下 性 质 : 








(TD 对 于 任意 非 零 矩阵 4 14 恒 为 正 实 数 , 仅 当 4 为 零 抢 阵 时 , 其 范 数 为 堆 。 
(2) 对 于 任意 实数 o 下 式 均 成 立 : 
lc.41= ol.14 
(3) 若 4、 忌 为 同 阶 方 阵 , 则 有 ; 
14+ 吾 <141+1B| 
( 乞 对 于 所 有 和 齿 阵 4 及 同 维 向 量 z, 下 式 均 成 立 ， 
14.z1<141.1z| 
(可 若 4、 刀 为 同 阶 方 阵 , 则 有 : 
14.8<141.18| 

前 三 个 性 质 与 加 量 范 数 的 三 个 性 质 完全 相同 。 所 以 ， 我 们 也 可 以 把 定义 了 了 范 数 的 所 有 
气 阵 视 为 刀 维 向 量 赋 范 空间 。 第 四 个 性 质 也 叫做 “一 致 性 ”关系 (或 “ 相 容 性 关系 )。 凡是 
满足 这 一 关系 的 向 量 范 数 与 抵 隆 范 数 就 叫做 是 “一 致 "的 (或 “ 相 容 ”的 )。 一 致 性 关系 与 性 质 
《5) , 在 误差 分 析 中 是 很 有 用 处 的 。 

上 面 定 义 的 欧 氏 模 与 二 维 或 三 维 空间 中 通常 的 长 度 概念 是 类 似 的 ， 这 就 使 我 们 可 以 在 
一 般 的 国 维 向 量 空 间 中 利用 通常 的 几何 直观 。 由 于 这 个 原因 ， 欧 氏 模 在 误差 分 析 中 经 营 被 
利用 。 除 欧 氏 模 外 , 其 他 两 种 常用 的 向 量 范 数 为 ; . 


lzh= 福 Ia 
【zf 一 InaX | | 
按照 (8.1.45) 式 ,我 们 同样 可 以 定义 与 上 述 向 量 范 数 相应 的 抢 阵 范 数 | 41 和 141。-， 
14|,=max zl 
灵 0 [zj 
141|..=max 14z|- 


按照 上 述 定 义 和 (8.1.46) 式 ,读者 可 以 验证 如 下 等 式 : 
4 人 一 =max 袜 [ad| 


工 < 了 


14[-=max 袜 iao| 


1<t<r 全 工 


很 容易 验证 前 述 的 欧 氏 模 的 性 质 ( 也 ~ ( 纪 对 于 这 两 种 范 数 也 是 成 立 的 。 此 外 ， 不 同 的 甜 阵 
范 数 间 还 满足 所 谓 范 数 等 价 定理 : 若 14{。 和 j41。 为 任意 两 种 矩阵 范 数 , 则 必 有 如 下 关系 
式 成 立 ; 


(&.1.46) 


(8.1.47) 


1.14 | .< 14lss< 忆 1 41。 
其 中 &、 孔 为 与 a、B 有 关 的 常数 。 
由 于 篇 幅 廊 限 ， 站 有 兴趣 的 读者 可 以 参阅 [6 的 第 一 章 
及 [ft0T7] 的 有 关 章 节 。 
上 述 三 种 向 量 范 数 可 用 如 下 公式 统一 地 定义 ， 


lcl=( 福 le” (8.1.48) 
当 了 一 2 时 ,就 得 出 前 面 的 欧 氏 范 数 , 当 p= 工 或 c 时 ,就 分 别 得 出 (8.1.46) 式 中 的 两 种 范 数 。 
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由 于 这 个 原因 ， 向 量 的 欧 氏 模 以 及 与 其 相应 的 矩阵 的 欧 氏 横 有 时 也 用 符号 |z1， 与 141: 表 
示 , 并 称 为 2- 模 , 而 |41: 与 141。 则 分 别称 之 为 1- 模 及 co- 模 。 
最 后 , 我 们 还 要 指出 1- 模 和 co- 模 在 运用 几何 直观 方面 不 如 欧 氏 模 那 样 简单 。 例 如 , 正 
交 变 换 下 向 量 和 和 抢 阵 的 欧 氏 模 不 变 , 而 这 两 种 模 则 可 能 发 生变 化 。 不 过 , 由 于 它们 较 欧 氏 模 
容易 计算 , 许多 场合 还 是 很 有 用 处 的 。 
(三 ) 和 矩 阵 的 条 件数 
现在 再 来 讨论 如 何 比 较 不 同和 矩阵 病态 程度 的 问题 。 为 此 ， 需 要 乔 清 系数 矩阵 和 自由 项 
有 一 个 微小 的 变化 时 ， 方 程 组 的 解 是 怎样 变化 的 。 这 个 问题 也 叫做 “ 摄 动 分 析 ”。 如 果 用 
44、 公 表示 方程 组 (8.1.2) 的 系数 答 阵 4 和 自由 项 六 的 微小 变化 ， 解 8 的 相应 变化 记 为 
4z, 日 然 就 有 : 
人 (8.1.49) 
将 上 式 展开 , 并 利用 (8.1.2), 便 得 到 ， 
4.4w+44.zZ+44.47r = 4 人 
对 这 一 等 式 两 端 左 乘 以 和 矩阵 4-3 并 进行 移 项 , 便 得 到 ， 
4Z = 一 4-44.z 一 4-t44.47r 十 4-1.41 
将 上 式 两 端 芭 范 数 (这 里 我 们 对 范 数 符号 不 加 下 标 ， 以 表示 任 取 一 种 范 数 ), 并 利用 向 量 和 相 
应 矩阵 范 数 的 一 致 性 关系 , 即 得 : 
， 14zj 和 4-1.1441.4z1 上 142-1， 1a4i， .14zj 十 1 4- .1481 
再 将 其 两 端 同 除 以 |zj|, 并 移 项 得 : 
GL-14- 填 .144 有) 1 <HMI 143ITGST+14 144| (8.1.50) 
另外 ,对 (8.1.2) 式 两 端 取 范 数 可 得 : 








上 < 141.1z| 
这 样 ,我 们 便 可 将 (8.1.50) 中 的 | .41 ,12| 换 成 16 ,从 而 得 到 ; 
G-143144D- 向 -< 人 多 并 区 
44 满足 如 下 条 件 : 
14144<a<l (8.1.592) 
则 从 (8. 工 .型 ) 两 端 除 以 本 1.4- 耻 1444， 并 令 
PC4) -14-.14I (8.1.53) 
便 得 到 
L4w 了 (4) 144 | .2 
-< SR -人 ) (8.1.54) 
-PC 


这 一 不 等 式 说 明了 方程 组 解答 的 相对 变化 与 系数 符 阵 和 自由 项 的 相对 变化 间 的 关系 。 
从 其 中 可 以 看 出 ， 只 要 满足 条 件 (8.1.52)， 对 于 系数 失 阵 或 自由 项 的 同样 的 相对 变化 来 说 ， 
P(4) 愈 大 , 解 的 相对 变化 就 可 能 愈 大 ，P(4) 愈 小 , 解 的 相对 变化 就 应 愈 小 。 所 以 ，P(4) 
在 某 种 程度 上 刻 划 了 方程 组 的 解答 对 于 原始 数据 变化 的 灵敏 程度 , 也 就 是 刻 划 了 方程 组 “ 病 
态 ” 的 程度 。 此 外 , 尽管 (8.1.54) 为 一 不 等 式 , 在 很 多 情况 下 是 “过 估 ” 的 , 但 容易 找到 使 其 中 
等 号 接近 成 立 的 矩阵 。 所 以 , 很 自然 地 应 把 P(4) 看 作 和 矩阵 对 于 解 方程 组 来 说 “病态 ”程度 
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的 一 种 度量 。 通常 把 P(4) 称 为 矩阵 4( 对 于 所 取 范 数 ) 的 条 件数 (或 性 态 数 )。 卫 (4) 仿 
大 , 矩阵 4 对 于 解 方程 组 (或 求 送 ) 来 说 就 愈 病态 。 与 谈 到 “病态 ”的 定义 时 类 似 ， 究 竟 条 件 
数 多 大 和 抢 阵 才 算 病态 , 一 般 来 说 是 没有 具体 标准 的 , 也 只 是 相对 而 言 。 
从 条 件数 P(4) 的 定义 易 知 ,如 果 4 是 实 对 称 和 矩阵 并 取 欧 氏 模 , 那么 便 有 ， 
144= Vs = | 


nl- VC -VT- 二 


P(4)= al/N| (8.1. 碟 ) 
其 中 ja 与 jn 分 别 为 抵 阵 生 的 技 模 最 大 和 最 小 特征 值 。 实 对 称 失 阵 条 件数 的 表达 式 
(8.1.55) 以 后 还 会 常常 磁 到 。 

(四 ) 舍 入 误差 问题 

前 面 已 经 讨论 了 方程 组 原始 数据 变化 对 其 解答 的 影响 ， 并 引入 了 条 件数 概念 下 面 简 
单 令 述 一 下 计算 过 程 中 的 舍 入 误差 对 求 得 解答 的 影响 。 仔 细 分 析 舍 入 误差 积累 问题 是 比较 
复杂 和 麻烦 的 。 同 时 , 目前 所 得 到 的 理论 结果 也 与 实际 出 入 较 大 。 所 以 , 这 里 不 去 涉及 误差 
分 析 的 细节 , 只 引用 一 些 必要 的 结论 。 

现在 经 常 采用 的 一 种 严格 误差 分 析 方法 是 所 谓 “ 向 后 误差 分 析 法 ” 其 基本 思想 是 把 计 
算 过 程 中 的 含 入 误差 的 影响 妇 结 为 原始 数据 变化 的 影响 。 也 就 是 说 ， 去 找 出 原始 数据 的 革 
种 变化 44、4 刀 ,使 其 对 最 终 解答 的 影响 同 求解 过 程 中 舍 入 误差 的 影响 等 效 。 这 样 计算 所 得 
的 近似 解 移 就 将 严格 地 满足 如 下 方程 式 ; 

(4 上 +T44) 人 =8 十 4 

找到 这 样 的 44、42 以 后 , 解答 精确 度 的 估计 问题 就 化 为 前 面 讨论 过 的 “ 摄 动 分 析 ” 问 题 了 。 

显然 , 对 于 不 同 的 计算 方法 , 其 等 效 的 原始 数据 变化 44、 人 是 不 同 的 。 此 外 ,从 
(8.1.54) 式 可 知 , 要 得 出 解答 的 精确 度 估计 , 只 需 知道 144| 和 1481 即 已 足够 。 对 于 本 节 所 
讨论 的 各 种 直接 法 已 进行 过 详细 的 误差 分 析 ( 见 [16、17]), 得 出 了 相应 的 144| 和 | 48| 的 
上 界 。 例 如 , 对 于 高 斯 消去 法 , 其 结果 为 : 

1441.<cGoa (2n2 十 03) 2 
148 人 =0 

其 中 , e 为 矩阵 .并 的 按 模 最 大 元 素 , 即 


4 一 Zax， ad 


6 为 消去 过 程 中 失 阵 元 素 的 最 大 增长 因子 ， 即 
@ 一 na | 力 | /ac 


2 


51 为 近 于 工 的 某 个 常数 ; 二 为 所 用 计算 机 的 字 长 ( 指 尾数 部 分 而 言 )。 

直接 分 解法 的 结果 完全 与 消去 法 类 似 。 

对 于 平方 根 法 , 由 于 矩阵 也 的 任 一 元 素 之 模 均 不 超过 = oo 和， 放 其 结果 为 
1441。<es: .202 十 0 2 
1 4 一 0 

对 于 镜像 映射 法 , 其 结果 为 : 





所 以 : 


(8.1.56) 


(8.1.57) 





1441:<cavm221410， 
142|:<coeeo2 2 一 201。 
其 中 ca、%s 均 为 接近 于 工 的 常数。 
将 上 面 这 些 结果 代入 (8.1.54)， 并 利用 (8. 工 .52)， 立即 可 得 近似 解 冯 的 精确 度 估计 如 


(8.1.58) 


下 : 





Je -zf PC 


lzl- 


2 9) 2w mp) "34 (消去 法 或 直接 分 解法 ) 
(8.1.59) 
P(4)( 工 2 ) (2n2?+m2) 2- 《平方 根 法 ) 


2 <N(4) (生计 2 ).m2.2-: (镜像 映射 法 ) 


zj 
其 中 已 =1 4 4 YYGCd) = 414-。。 

从 这 些 估计 式 可 以 看 出 无 论 采 用 哪 一 种 解法 , 条 件数 愈 大 , 舍 入 误差 的 影响 愈 严重 。 因 
而 , 条 件数 的 大 小 在 一 定 程度 上 表征 了 求解 该 方程 组 过 程 中 舍 入 误差 影响 的 大 小 。 所 以 ,条 
件数 对 于 刻 划 方程 组 的 性 质 来 说 是 十 分 重要 的 。 此 外 , 从 这 些 估计 式 中 也 可 看 到 ,方程 组 的 
阶 数 愈 高 , 计算 机 的 字 长 愈 短 , 含 入 误差 的 影响 也 就 愈 大 。 

应 该 指出 , 这 些 估计 式 均 是 严格 的 上 界 , 往往 是 很 保守 的 。 虽然 从 中 可 以 粗略 看 到 各 种 
因素 在 舍 入 误差 积累 中 的 作用 , 但 用 来 作为 精确 度 的 估计 还 很 不 理想 。 例 如 , 经 验证 明 对 于 
消去 法 将 有 如 下 结果 : 


二 下 = <， .Gom 2-tP(4) (8.1.60) 


这 显然 比 (8.1.59) 中 的 上 界 小 得 多 。 此 外 , 抢 阵 的 条 件数 往往 事先 并 不 知道 ,用 (8.1.59) 来 
Re 

”有 人 用 概率 论 的 方法 来 估计 含 入 误差 的 影响 ,所 得 的 结果 虽 比 上 述 严格 的 上 界 估计 好 一 

但 实际 使 用 价值 也 不 很 大 。 总 之 ， 关于 求解 过 程 中 舍 入 误差 的 分 析 问题 ， ee 
满 的 解决 。 

(五 ) 提高 精确 度 的 某 些 措施 

从 前 面 讨论 读者 可 以 看 到 ， 关 于 结果 精确 度 的 问题 目前 在 理论 上 还 没有 得 到 完满 的 解 
决 。 实际 计算 中 往往 不 去 使 用 误差 分 析 的 理论 结果 , 经 常 采 取 的 检验 办 法 则 是 从 问题 的 物 
理 背 景 出 发 , 去 分 析 解 答 的 规律 与 趋势 , 看 其 是 否 与 客观 规律 相符 合 ; 并 且 也 同时 采取 某 些 
简单 措施 , 例如 , 代入 方程 去 验算 ( 即 求 余 量 门 ， 或 用 已 经 知道 准确 解答 的 自由 项 再 解 一 次 ， 
或 作 某 些 后 验 估计 (参见 下 面 的 讨论 ) 等 等 。 这 样 从 各 个 方面 综合 进行 判断 , 一 般 来 说 还 是 
可 以 得 到 比较 满意 的 结论 的 。 

如 果 检 验 过 程 中 发 现 解 的 精确 度 较 差 , 不 能 满足 需要 , 我 们 就 应 该 采取 一 些 措施 来 改进 
解 的 精确 度 。 为 此 , 首先 要 搞 清 楚 导 致 结果 不 准确 的 真正 原因 , 以 便 对 症 下 药 。 遗 常 有 两 个 
方面 的 原因 : 一 是 问题 本 身 病 态 , 因而 计算 结果 不 准确 ; 另 一 个 是 问题 本 身 并非 很 病态 , 主要 
是 计算 方法 选择 得 不 合理 (例如 , 对 一 般 和 矩阵 使 用 了 顺序 消去 法 等 等 )。 后 一 种 情况 , 只 要 我 
们 在 选择 方法 时 多 加 注意 ,一般 是 可 以 避免 的 。 主 要 问题 在 于 如 何 处 理 前 一 种 情况 。 

由 于 和 矩阵 的 病态 度量 (例如 条 件数 ) 事 先 难以 知道 ， 所 以 实际 计算 中 只 能 通过 一 些 现象 
闻 接 地 进行 判断 。 一 般 来 说 , 遇 到 下 列 几 种 情况 , 对 于 解 方程 组 (或 求 逆 ) 来 说 , 矩阵 就 有 可 
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能 是 病态 的 

(了 矩阵 元 素 间 的 数量 级 相差 很 远 , 大 的 很 大 ， 小 的 很 小 并 且 无 一 定 规则 等 等 。 

(2) 和 拖 阵 的 行列 式 值 相 对 来 说 很 小 ,或 其 某 些 行 ( 或 者 列 ) 近 似 地 线性 相关 。 

8) 消去 过 程 中 出 现 严 重 的 有 效 位 消失 或 数值 很 小 的 主 元 素 ， 以 及 由 数量 级 相差 很 远 
的 两 行进 行 加 减 等 等 。 

(4) 余 量 已 很 小 , 但 解 仍 不 符合 规律 。 

这 时 ,我 们 就 可 以 按 “ 病 态 情形 来 加 以 处 理 ( 当 然 , 我 们 可 将 矩 阵 元 素 或 自由 项 改变 一 
个 小 的 数值 , 再 进行 一 次 求解 。 如 果 解 的 变化 很 大 , 那 就 可 以 肯定 矩阵 是 病态 的 )。 通常 的 
处 理 办 法 有 下 列 几 种 

(也 对 矩阵 的 行 ( 列 ) 适 当地 引入 比例 因子 (为 了 减少 舍 入 误差 , 比例 因子 通常 取 为 2 的 
车 次 ) , 使 矩阵 各 行 (或 列 ) 的 元 素 均 在 士 1 之 间 , 且 各 行 ( 列 ) 之 模 大 致 相等 。 这 种 引入 比例 
园子 (也 叫 作 行列 平衡 ) 的 办 法 有 时 能 够 提高 一 些 精 确 度 , 有 时 也 可 能 使 精确 度 变 得 更 差 , 所 
以 不 能 随意 使 用 。 对 于 消去 法 来 说 , 引入 比例 因子 主要 是 改变 消去 时 所 使 用 的 主 元 素 位 置 。 
如 果 引 入 比例 因子 后 仍然 按 以 前 位 置 的 主 元 素 进 行 消去 , 解 的 精度 将 不 会 有 什么 变化 。 除 
了 上 述 引 入 比例 因子 的 办 法 以 外 , 还 有 一 些 “平衡 矩阵 的 办 法 ， 它 们 大 都 比较 繁琐 ,效果 也 
并 不 显著 , 目前 还 没有 一 个 既 方 便 而 又 有 效 的 通用 办 法 。 实 践 经 验 表 明 , 大 多 数 情况 下 对 行 
和 列 同 时 引入 比例 因子 会 改善 结果 的 精确 度 , 但 其 理论 根据 尚 不 完全 清楚 。 

(2) 采取 双 售 字 长 (或 多 倍 字 长 ) 进 行 运算 。 这 是 一 个 比较 有 效 的 措施 。 由 于 字 长 增加 
一 倍 ( 或 几 倍 ) , 前 述 的 各 种 病态 现象 , 在 程度 上 一 般 都 会 有 很 大 的 减轻 与 改善 。 其 缺点 主要 
是 计算 时 间 将 大 为 增加 (一 般 要 增 至 单字 长 运算 的 几 倍 至 十 几 倍 ), 存储 量 也 将 增加 两 倍 ( 或 
儿 倍 ) 左 右 。 值 得 推荐 的 是 采用 所 谓 双 倍 内 积 的 办 法 , 即 在 作 之 db 型 计算 (例如 求 三 角形 


分 解 式 的 各 元 素 ) 时 , 每 一 乘积 5 均 按 双 售 位 长 的 数 与 其 它 项 累加 , 最 终 再 舍 入 成 单字 长 
数 。 这 样 就 保证 了 关键 计算 步骤 的 精确 度 ， 最 终结 果 精 度 将 显著 提高 。 辣 时 也 比 普遍 地 使 
用 双 售 字 长 运算 的 办 法 节省 很 多 计算 时 间 。 
(38) 和 迭代 改进 的 办 法 
“这 是 目前 最 成 功 的 改进 解答 精确 度 的 办 法 之 一 。 只 要 拖 阵 不 是 非常 病态 , 通过 这 人 一方 
法 总 可 以 得 到 相应 方程 组 精确 解 的 较 好 近似 值 (参见 [8、I1])。 其 计算 步骤 大 体 如 下 : 
GD 用 单字 长 运算 (或 双 倍 内 积 运算 ) 将 矩阵 分 解 为 下 三 角 抢 阵 与 上 三 角 撼 阵 隐 的 
乘积 ,并 将 也 、V7 人 
(ii) 用 单字 长 运算 解 方程 组 ; 


| Lo 一 
LUzo=go 
得 出 零 次 近似 值 wo。 
《ii 用 双 倍 久 积 运算 计算 余 量 Yo 然后 将 ”ro 售 入 成 单字 长 数 ， 
7o 一 已 一 4zo 
《iv) 用 单字 长 运算 解 方程 组 : 
| 7L211=Yo 
已 和 1 一 颖 


求 册 解 的 修正 量 吕 。 
(VY) 求 出 修正 后 的 解 w%i 一 Wo 十 外 1。 (注意 1 [| 字 |/1m, 人 就 是 解答 避 的 有 效 位 数 , 有 时 
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这 是 有 用 处 的 )。 
(vi) 将 Wi 代替 2o 重复 (iii) 、(iv) 、(v)。 
这 样 ,我 们 得 出 一 个 近似 解 的 序列 ， 
0，01，0a，…，0j 
如 果 寻 大 于 某 个 如 以 后 ,所 有 wx 汪 近 似 地 等 了 基 个 音字 长 向 重 W ， 那 么 除 极 个 别 特殊 人情 
况 外 ，z* 即 为 真 解 4 0 的 正确 舍 入 值 。 

上 述 迭 代 改 进 过程 只 将 矩阵 4 分 解 一 次 (其 计算 量 为 we/3) 。 其 后 每 迭代 一 次 只 需 解 

两 个 三 角形 方程 组 (其 计算 量 为 n2), 并 且 , 一 般 情 况 下 ( 即 抢 阵 不 是 十 分 病态 )， 迭 代 次 数 只 
有 4~ 和 次。 因而 , 整个 工作 量 比 起 只 解 一 次 方程 组 来 说 增加 不 多 。 

还 应 指出 , 计算 各 次 余 量 rz* 时 , 必须 用 双 倍 内 积 运 算 , 否则 zx 的 精度 得 不 到 改进 , 甚至 
序列 {z 对 不 收敛 。 另外 , 当 和 矩阵 十 分 病态 时 (例如 | 4 1 4- 引 >2 ,序列 {z 对 也 不 收敛 。 这 
时 必须 进一步 采取 其 他 措施 (例如 采用 多 字 长 运算 重新 求解 ) 。 

(4) 有 许多 工程 实际 问题 , 按 其 物理 背景 来 说 , 相应 的 方程 组 不 应 该 是 病态 的 。 然而 ， 
由 于 问题 的 提 法 或 处 理 不 妥当 ， 有 时 会 使 方程 组 变 成 病态 的 。 所 以 ， 在 我 们 处 理 病态 问题 
时 ， 也 应 从 物理 背景 方面 认真 检查 “病态 ”产生 的 原因 ， 以 便 发 现 问题 形成 过 程 中 的 不 妥 之 
处 ,并 加 以 纠正 。 有 时 , 这 种 办 法 可 以 有 效 地 解决 问题 。 


8$8.2 解 线性 代数 方程 组 的 迭代 法 
8.2.1 前 千 


(一 )88.1 人 这 种 场合 一 般 不 
使 用 本 节 所 讨论 的 迁 代 法 。 然 而 , 对 于 阶 数 很 高 的 稀 琉 矩 阵 , 尽管 提出 了 很 多 特殊 的 直接 法 
来 处 理 它们 ,在 运算 量 和 存储 量 的 节省 方面 也 取得 了 很 大 的 进展 ， 但 仍然 难于 完全 克服 存储 
需要 量 大 的 缺点 , 有 时 常常 需要 采用 本 节 所 讨论 的 迭代 法 来 解决 问题 。 
迭代 法 由 于 不 需要 存储 系数 矩阵 的 零 元 素 ( 有 时 采取 由 程序 临时 产生 非 零 元 素 的 办 法 ， 
系数 矩阵 也 无 需 存 储 ), 所 以 占用 的 存储 单元 少 。 同 时 ， 程序 也 较 简单 , 对 于 许多 问题 (例如 ， 
二 阶 椭圆 型 方程 边 值 问题 的 差分 方程 组 求解 问题 等 )， 收敛 较 快 。 因 而 ， 有 时 能 够 很 有 效 地 
解决 一 些 高 阶 问题 。 但 是 ， 对 于 某 些 问题 适 代 法 可 能 发 散 或 收敛 很 慢 ， 以 致 失去 使 用 价值 。 
这 种 情况 下 ; 仍 以 采用 直接 法 为 宜 。 
迁 代 法 的 基本 思想 是 去 构成 一 个 向 量 序列 faeeo， 使 其 收敛 至 某 个 极限 向 量 丝 ， 并 且 2 
就 是 要 求解 的 方程 组 : 
41 一 0 (8.2.1) 
的 准确 解 。 
我 们 先 以 三 阶 方程 组 为 例 来 说 明 送 代 法 的 计算 过 程 。 假定 要 求解 的 方程 组 (8.2.1T 是 
如 下 三 阶 方程 组 ， 
交 二 下 疝 二 二 Di 
go 十 Gaala 十 CaaWa 一 Da (8.2.2) 
gal 十 G3s0 十 ass 一 03 
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对 第 二 .三 两 个 方程 也 作 类 似 处 理 , 并 令 : 


| 05 一 一 Gy/ Ca 《他 关 ]) (8.2.3) 
0 一 0 au 
误 可 以 把 (8.2.2) 化 为 下 列 等 价 ( 即 有 相同 解答 ) 形 式 : 
?4 一 Da 十 5aat 十 Cl 
VWa 一 091 十 223s2a 十 0s (8.2.4) 
3 一 03120 十 baats 十 Ca 


任 选 一 组 数 到 灾难 ”zx 名 作为 方程 组 的 近似 解 (通常 称 为 初 值 , 或 零 次 近似 解 ), 将 其 代 
0 一 组 新 的 数值 三 )、 邮 你)。 即 是 说 : 
4 人 一 Da 如 十 ba 十 ci 
| 0 一 六 :49) 十 Da20 十 cs 
旬 一 psi 十 Da 十 cs 
把 这 组 新 值 作为 改进 后 的 近似 解 (或 称 一 次 近似 解 ), 再 将 其 代入 (8.2.4 右 端 即 可 求 得 二 次 
近似 解 , 并 如 此 反复 迁 代 下 去 , 就 得 到 一 个 近似 解 序列 。 其 一 般 的 迭代 计算 公式 即 可 写 为 : 
UKTIL) 一 D152 终 ) 十 013V 多 ) 十 Ci 
| 成 一 Do 十 82a20 “十 Cs (8.2.5) 
U 一 Do 十 ja， 十 0 


葡 者 


一 0 qd 十 Ci。QisV 人 十 GD 
| (区 志 一 0 刘 ,oatt 人 十 g 于 das 十 区.03 

LU 名 一 Ca 十 Casa 十 CC 过 0 
(下 一 0, 工 2，…) 


如 果 采 用 下 列 矩 阵 符号 : 


11 0 ps bs CI 
0D-| om | B-|io 和 | ec-|el 
C&33 bai 0 0 Cs3 


4 多) 本 
e-| 2 | (8 一 0, 1，2，…) 


2 
五 = 万 (万 一 4)，c=D-0 
送 代 公式 (8.2. 中 即 可 记 为 : 
任 取 初 始 值 
2 一 再 xD 十 cC， (一 0 二 2，…) 
按 (8.2.5) 计 算 下 去 , 当 >co 时 ， 若 台 、z、 kt 分 别 收敛 于 某 个 极限 值 友 、 忆 、 始 ， 则 对 
(8.2.5) 两 端 取 极限 即 可 看 出 : 


(8.2.6) 





公 一 bo2 十 0133 十 Cl 

2 一 031U1 十 Das3u3 十 Cs 

Va 一 03121 十 Daot2 十 Cs 
所 以 , 凤 、 慑 、 达 就 是 (8.2. 约 的 解 ,因而 , 也 是 原 方程 组 (8.2.2) 的 解 。 

由 于 向 量 w 的 各 分 量 均 有 极限 , 各 分 量 的 极限 值 作 亦 组 成 一 个 向 量 术 一 (由 ， 嗓 ， 吧 太 ， 
自然 , 此 时 我 们 就 说 向 量 序列 fo} 有 极限 ze。 这样 一 来 ， 按 迁 代 公 式 (8.2. 或 (8.2.6)， 
我 们 就 得 到 一 个 向 量 序列 {zacj}, 它 收敛 至 极限 向 量 ze*, 并 且 ze 就 是 方程 组 (8.2.2) 的 准确 
解 。 以 上 就 是 通常 所 谓 简 单 迁 代 法 的 计算 过 程 。 任 一 迭代 法 所 构造 的 向 量 序列 {&e} 收 伍 
至 方程 组 的 准确 解 w* 时 , 就 称 为 该 迭代 法 收 代 。 符 则 叫做 该 选 代 法 不 收敛 或 发 散 。 

从 上 述 例子 可 以 看 出 ， 适 代 法 实际 上 就 是 一 种 从 已 有 近似 解 计算 新 的 近似 解 的 规则 。 
计算 规则 不 同 ， 迭 代 法 也 就 不 同 。 (8.2.6) 中 新 的 近似 解 w+b 是 已 有 近似 解 的 线性 函数 ， 
这 种 迭代 法 叫做 线性 迭代 法 ， 还 有 一 些 和 迭代 法 从 已 有 近似 解 计算 新 的 近似 解 所 用 的 公式 是 
非 线性 的 , 就 叫做 非 线性 迭代 法 。 此 外 ，(8.2.6) 中 za 仅仅 是 其 前 面 一 次 近似 解 &w) 的 
函数 , 这 种 迭代 法 叫做 一 阶 适 代 法 。 如 果 不 仅 是 前 一 次 近似 解 ,还 是 其 前 面相 邻 的 清 个 近似 
解 &0，26e-  …，&U4-240 的 函数 ， 则 叫 作 2 阶 的 迭代 法 。 最 后 ， 还 可 看 到 (8.2.6) 中 无 论 
为 何 值 ,计算 e+z 的 规则 均 是 不 变 的 , 这 种 选 代 法 称 之 为 定常 迭代 法 。 如 果 计 算 新 的 近 
似 解 的 规则 是 随和 迭代 过 程 而 变 的 , 就 叫 作 非 定常 迭代 法 。 按 照 上 述 分 类 方式 ,显然 , 我 们 可 
以 说 简单 欠 代 法 是 一 种 一 阶 线性 定常 迭代 法 。 

一 阶 线性 定常 闪 代 法 的 一 般 形式 可 以 写 为 : 

ZLCHDH 一 CU 二 (8 一 0 1 2，…) (8.2.7) 


其 中 @ 为 m 阶 方 阵 ， 通 常 称 之 为 该 迁 代 法 的 迭代 矩阵 ，@ 为 由 维 常 向 量 ，@ 和 过 均 与 大 无 
关 。 除 前 述 的 简单 迭代 法 外 , 高 斯 - 赛 德 尔 (Gauss-Seidal) 迭代 法 和 逐次 松弛 法 , 亦 属于 此 范 
转 。 我 们 将 首先 在 8.2.2 节 中 讨论 这 一 类 方法 , 特别 要 较 详细 讨论 逐次 松弛 法 。 除 此 而 外 ， 
某 些 非 定常 的 线性 迭代 法 , 例如 切 比 雪夫 半 和 迭代 法 ， 有 时 也 是 有 用 的 , 我 们 放 在 8.2.3 节 中 
作 一 简单 叙述 。8.2.4 节 是 讨论 分 块 选 代 法 。8.2.5 节 中 讨论 一 种 常用 的 非 线性 迭代 法 一 一 
苍 斜 量 法 。 

应 该 指出 ， 选 代 法 的 使 用 与 问题 特点 有 很 密切 的 联系 。 各 种 实际 问题 中 使 用 和 代 法 的 
经 验 以 及 针对 问题 特点 所 作 的 详细 讨论 等 , 是 很 重要 的 。 特 别 是 欠 代 法 在 椭圆 型 方程 边 值 
问题 数值 求解 中 的 应 用 更 是 如 此 。 关 于 这 方面 的 问题 读者 可 参阅 本 书 第 十 三 章 。 这 里 , 只 
是 给 出 上 述 几 种 迁 代 法 的 一 些 简单 概念 和 常用 结果 ， 其 它 问题 不 可 能 在 此 作 详 细 令 述 , 这 一 
点 请 读者 注意 。 

(二 ) 讨论 迭代 法 的 过 程 中 , 经 常 要 遇 到 矩阵 或 向 量 序列 的 极限 概念 , 我们 先 来 简单 令 述 
一 下 这 些 概念 。 

定义 2.1 一 个 向 量 序列 pb92， 202 DG 002 (以 后 简 记 {oo) 则 作 收敛 的 , 是 指 
由 每 个 向 量 的 相应 分 量 所 组 成 的 个 数 序列 { 世 内 } (6= 寺 2 …， 全 是 收敛 的 。 以 这 ”个 数 
序列 的 极限 w 为 相应 分 量 的 向 量 w 就 称 为 向 量 序列 {p 中 的 极限 。 即 是 说 : 

im 一 Dim 009 一 加 人 一 1 2 


几 一 co 


其 中 迪 " 和 局 分 别 为 向 量 %” 和 了 的 和 4 个 分 量 。 
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完全 类 似 ,我 们 有 如 下 定义 : 
定义 2.2 ”一 个 矩阵 序列 40，42，42…，40， …( 亦 简 记 为 14}) 收敛 于 和 矩阵 
4 是 指 如 下 距 个 数量 的 极限 关系 式 成 立 : 
lim q 复 一 ay (人 和 了 2 风 


其 中 o 钞 及 ay 分 别 为 矩阵 4 及 人 迁 的 行 了 列 元 素 。 

从 上 述 定 义 和 本 章 8 8.1T 中 关于 矩阵 及 向 量 范 数 的 定义 ,我 们 可 以 直接 验证 下 面 两 个 
定理 的 正确 性 。 

定理 2.1 向 量 序列 {p 小 收敛 于 向 量 ”的 充 要 条 件 是 对 于 任 一 种 向 量 范 数 均 有 : 


limlow 一 四 一 0 


和 矩阵 序列 {44} 收 敛 于 抢 阵 入 的 充 要 条 件 是 对 于 任 一 种 怎 阵 范 数 均 有 ， 
liml4w 一 4 一 0 


定理 的 证 明 很 简单 。 若 {p 只 收敛 于 向 量力 根据 定义 2.1, 显然 有 bp 一 2 收敛 于 零 向 
量 , 自然 其 任何 一 种 范 数 均 收敛 于 零 。 反 之 , 若 0 吧 一 0 的 任 一 种 范 数 收 剑 于 零 , 则 因 只 有 和 零 
人 所 以 vo 一 ”必定 收敛 于 零 向 量 , 即 lim bm 一 0。 这 样 就 证 明了 定理 

完全 类 似 地 可 以 证 明定 理 2.2。 

以 后 的 讨论 中 常常 要 用 到 失 阵 的 谱 半 径 概念 ,其 定义 如 下 

定义 2.3 任意 方 阵 G 的 按 模 最 大 特征 值 的 模 称 为 方 阵 @ 的 请 半生， 并 以 符号 8(G) 
表示 。 即 是 说 : 
SC) 一 max la (8.2.8) 
其 中 户 为 矩阵 @ 的 特征 值 。 

下 面 我 们 来 证 明 一 个 关于 矩阵 的 守 次 收敛 于 零 的 充 要 条 件 ， 对 于 讨论 迁 代 法 的 收 全 性 
问题 , 这 个 充 要 条 件 是 很 重要 的 。 

定理 2.3 任意 方 阵 @ 的 大 次 乘 震 Gr， 当 思 ->co 时 收敛 于 零 的 充 要 条 件 是 方 阵 @ 的 
谱 半 径 小 于 1。 

证 明 ， 假 设 岂 是 G 的 按 模 最 大 特征 值 , 其 相应 特征 向 量 为 w， 对 等 式 迪 =Gz 两 边 任 
取 一 种 范 数 , 则 从 范 数 的 基本 性 质 可 以 推 得 : 

Les<1Gl zl 或 者 S(G)=|Al<lGIl 

即 是 说 , 矩阵 @ 的 谱 半径 应 不 超过 其 任何 一 种 范 数 。 

若 Gz->0(->co), 但 有 8S(G)>>1 则 我 们 可 以 推 知 8(GO = [S(G)]j>>tb 对 于 所 有 万 
皆 成 立 。 于 是 我 们 便 有 ， 

16Gz>>S(Go 1 《〈 对 于 所 有 的 帮 

根据 定理 2.2， 这 与 Gx->0 是 矛盾 的 ,所 以 , 若 Gr->0, 应 有 8(G) <1。 必要 性 即 得 证 
明 。 

为 了 证 明 充 分 性 ,我 们 需要 利用 矩阵 的 若 当 标准 型 的 结果 (参见 [ 第 六 章 )。 即 是 说 对 
于 方 阵 G， 可 以 找到 某 个 非 奇 失 阵 囊 使 得 : 


杞 0 
P-IGP-J-| 万 (082.9) 
0 “ 光 


er Ar “PN ee 





其 中 光 为 下 列 形状 的 ms 阶 若 当 块 ， 


/Li 二 0 
省 三 Li ， 工 . (一 工 2，…， 8) 
0 内 


这 里 为 矩阵 他 的 特征 值 , 并且 mw 十 ma 十 … 十 ms=m 和 抢 阵 了 就 称 为 矩阵 G 的 若 当 标准 
型 
从 (8.2.9) 容易 推 知 : 


G-PJrpP-:-Pj |.pa ， (8.2.10) 


根据 丰 的 特殊 形状 ,经 过 简单 计算 即 可 得 知 
和 


1 必 ，N1t ONE 


1 8 
四 一 本 ee CU 一 (8.2.1) 


0 量 ， 
1 
其 中 CO 万 | 
如 果 8S(G) <1， 那么 所 有 局 的 模 均 应 小 于 1。 此 时 容易 得 知 ， 对 于 任意 与 不 无 关 的 整数 8 
均 有 : 
Im CU/ 一 0 (8.2.12) 
因而 , 从 (8.2.11)，(8.2.12) 我 们 有 : 
ljimvr 一 0 
这 样 一 来 , 再 从 (8.2.10) 就 可 推 知 ; 


lim Cr=PP| lm 用 . 忆 -1=0 
0 im yx | 
于 是 , 定理 2.3 的 充分 性 中 得 证 明 。 
8.2.2 一 阶 线性 定常 迭代 法 


现在 讨论 实践 中 经 常用 到 的 一 阶 线性 定常 选 代 法 。 我 们 先 令 述 其 收敛 性 和 收敛 速度 梳 
念 , 然后 较 详细 地 讨论 逐次 松弛 法 的 有 关 问 题 。 
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(一 ) 收 敛 性 和 收敛 速度 
解 线性 代数 方程 组 的 一 阶 线性 定常 迭代 法 的 一 般 形 式 可 以 写 为 : 


posD 一 Gu (=0 1 2 (8.2.7) 
如 果 由 其 定义 的 向 量 序列 fa} 有 极限 显然 , 其 极限 应 该 是 下 列 方程 式 的 解 : 
& 一 CU 二 dd (8.2.13) 
或 (7 一 G)2 一 地 


当然 ,我 们 也 要 求 其 极限 是 方程 组 (8.2.1) 的 解 , 这 样 对 于 求解 它 才 是 有 意义 的 。 今后 我 们 
只 讨论 使 得 方程 组 (8.2.13) 与 (8.2.1) 有 相同 解 的 选 代 法 (8.2.7), 并 称 这 样 的 选 代 法 为 “ 相 
容 ” 于 方程 组 (8.2. 了 的 迭代 法 。 其 中 矩阵 @ 就 是 与 该 迭代 法 相应 的 迭代 和 卸 阵 。 

构造 相 容 于 方程 组 (8.2.1) 的 一 阶 线性 定常 迁 代 法 , 可 按 如 下 方式 进行 。 

首先 将 (8.2.1) 的 系数 矩阵 4 分 解 为 一 个 非 奇 挎 阵 @ 与 另 一 矩阵 严 之 差 ; 


4=Q@-- 天 (8.2.14) 
于 是 (8.2. 了 ) 变 为 : 
(@@ 一 人 2 一 0 
这 一 方程 组 显然 与 如 下 方程 组 等 价 ( 即 有 相同 的 解答 ): 
2 一 Q-1RRZ+QG-LD (8.2.15) 


只 需 令 CG= 人 : 玫 , g= 人 02， 我 们 就 得 到 一 个 相 容 于 方程 组 (8.2. 了 的 一 阶 线性 定 囊 适 
代 法 。 
现在 ,我 们 引进 一 阶 线性 定 冲 友 代 法 的 收敛 性 和 收敛 速度 概念 。 
定义 2.4 如 果 对 于 任 取 的 初始 向 量 本 "， 由 一 阶 线性 定常 迭代 法 (8.2.7) 所 产生 的 向 
量 序列 {&'} 都 有 相同 的 极限 , 并 且 其 极限 就 是 方程 组 (8.2. 唯一 解 &,， 则 称 欠 代 法 
8.2.7) 为 收敛 的 , 否则 称 为 不 收敛 的 。 
在 什么 条 件 卞 迭代 法 (8.2.7) 才 是 收敛 的 ? 为 了 说 明 这 一 点 , 我 们 引入 下 列 误 差 向 量 : 
8 一 名) 一 到 (8.2.16) 
其 中 ur 为 方程 组 (8。 2.1) 的 准确 解 。 
因为 欠 代 法 48.2. ee 2.1 的 , (8.2. 蕊 的 解 &” 就 应 满足 (8.2.13): 
一 CTZ+ 十 好 
将 上 式 与 (8.2.7) 相 减 即 得 : 
e+ 一 .gd) (8.2. 寺 7 
即 是 说 , 每 迭代 一 次 后 ,准确 解 与 近似 解 之 间 的 误差 向 量 就 被 左 乘 以 迭代 和 矩阵 G。 所 以 , 自 
然 有 : 
E) 一 ck 一 Cgk-2) 一 一 人 ks(0) 、 (8.2.18) 
如 果 迭 代 法 (8.2.7) 是 收敛 的 , 根据 定义 2.4 对 于 任意 初始 误差 回 量 8&”… 我 们 均 有 : 


加 sm- 各 Gew-0 
这 只 有 在 lim C 一 0 时 才 成 立 。 所 以 ， 由 (8. 2.7) 收 敛 之 假定 即 可 推 和 lim C@ 一 0。 反 之 , 若 
lm 一 0 从 8.2， 18) 知 对 于 任意 初始 值 均 有 lim sw 0 即 jim ina 一 au 于 是 ,我 们 看 “ 
到 选 代 法 (8 2 .7 收敛 和 lim C 一 0 是 等 价 的 。 再 利用 定理 “， 3 我 们 就 得 到 如 下 结果 ， 


定理 4.4 _ 阶 线 仁 定 党 选 代 法 (8.2 .了 收敛 的 充 要 条 件 是 其 迭代 矩阵 C 的 谱 半 径 小 
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于 1。 亦 即 ， 
SC) 一 工 (8.2.19) 
下 面 再 来 讨论 收敛 速 度 问 题 。 从 一 阶 线性 定常 迭代 法 收敛 性 问题 的 讨论 , 我 们 知道 近 
似 解 go) 与 真 解 w* 间 的 误差 向 量 s@ 是 按 (8.2.18) 变化 的 。 对 此 式 两 边 取 范 数 ， 就 可 得 
到 | 
| 中 入 [Ge 
如 果 迁 代 法 (8.2.9) 是 收敛 的 ,于 是 lim 凶 一 0。 根 据 定理 2.2, 我 们 总 可 以 找到 一 个 充分 大 
的 丸 使 得 1G 如 任意 地 小 。 这 时 ,， 【|G 相 的 大 小 将 决定 向 量 sw 收敛 于 零 向 量 的 速度 。 自 然 ， 
我 们 应 取 与 1Gz 有 关 的 某 个 量 作为 收敛 速度 的 一 种 度量 。 如 果 要 求 1e@| 减 小 为 je@1 的 
倍 (p< 思 ，, 即 要 求 ， 
sosole 人 | 
为 此 仅 需要 
jc <o 或 者 〈(G2“<p 
对 此 式 两 边 到 对 数 即 可 知 迭 代 次 数 天 应 满足 如 下 不 等 式 : 
1> 一 芭 p/ (一 于 llG*) (8.2.20) 


可 见 为 达到 某 一 精度 要 求 ( 由 因子 p 表示 ), 所 需要 的 最 少 选 代 次 数 是 与 量 一 二 81Gxj| 成 反 
比 的 。 自 然 ,我 们 就 把 这 个 量 定 义 为 迁 代 过 程 (8.2.7) 的 平均 收敛 速度 防 (G): 


脉 (GD) - -元 eg1Gr (8.2.21) 
上 面 所 定义 的 平均 收敛 速度 是 难以 具体 算出 来 的 , 因而 使 用 起 来 很 不 方便 。 实际 计算 
中 , 常常 用 下 面 的 办 法 来 粗略 地 估计 收敛 速度 。 有 


假定 迭代 系 阵 @G 的 特征 向 量 woi， zs， …，z。, 是 线性 无 关 的 ， 并 以 万 1 …， 内 表示 
其 相应 特征 值 ,我们 便 可 将 初始 误差 向 量 so) 在 这 些 特征 向 量 上 展开 ; 


入 
BE40) 一 Ci 
一 工 


那么 , 从 (8.2.18) 容易 得 知 : 


名 
ECGD)-- @Y。S(0) 一 之 Higci0 
名 


如 果 按 模 最 大 的 /为 单 根 ,显然 , 当 3 很 大 时 ,上 式 中 仅 有 与 max | Ju| =,8(G) 相应 的 一 项 
占 主导 地 位 ,我 们 假定 就 是 其 中 的 第 一 项 。 这 样 便 有 
8G0w~ /ci 
或 者 有 
1eeeo[~8(Go [ee 
即 是 说 , 当 了 很 大 时 , 如 果 我 们 要 求 误差 向 量 so 的 模 减 小 p 倍 , 就 只 需要 
SC <p 或 者 1> 一 gp/ 一 区) (8.2.22) 


成 立即 可 。(8.2.22) 中 后 一 不 等 式 说 明 需 要 的 迭代 次 数 与 量 
PR(G)=-lg8S( OO (8.2.23) 


成 反比 例 。 因 而 , 我 们 亦 可 用 娃 (C) 作为 收敛 速度 的 一 种 度量 。 由 于 其 仅 在 大 充 分 大 时 代 





囊 收 敛 速 度 的 大 小 , 同时 , 也 由 于 可 以 证 明 ( 人 参见 [19]p. 87): 
lim (| 人 一 SO) 


所 以 ,通常 将 召 (C) 叫 作 渐 近 收 敛 速 度 。 有 时 为 了 简单 起 见 , 亦 称 其 为 收敛 速度 。 

佑 计 所 需 的 大 代 次 数 的 最 可 靠 的 公式 是 (8.2.20), 但 是 由 于 其 难于 具体 计算 , 我 们 还 是 
经 党 用 (8.2.22) 来 粗略 估计 , 不过, 有 时 会 与 实际 情况 相差 较 多 。 特别 是 矩阵 C 按 模 最 大 
特征 值 相应 的 车 当 块 之 阶 数 大 于 工时 ,所 需 和 迭代 次 数 比 这 样 估计 的 次 数 往往 要 大 得 多 , 这 一 
把 应 予 注意 。 

(二 ) 逐 次 松弛 法 及 其 收敛 性 

(也 逐次 松弛 法 的 计算 公式 

现在 讨论 一 种 最 常用 的 一 阶 线性 定常 选 代 法 一 一 逐次 松 弛 法 。 为 了 说 明 方 便 ,， 仍 以 三 
阶 方程 组 (8.2.2) 为 例 。 

最 简单 的 一 阶 线性 定常 迭代 法 是 简单 迭代 法 ， 有 时 也 叫 作 雅 可 比 (Jacobi 迭代 法 。 
8.2. 上 节 中 已 经 得 到 了 简单 迭代 法 的 计算 公式 8.2.6)。 (8.2.6) 式 也 很 容易 从 前 面 构造 相 
容 选 代 格 式 的 公式 (8.2.14) 和 (8.2.15) 直 接 导出 。 为 此 , 只 需 将 卸 阵 4 分 解 为 

4= 用 -(C 
其 中 ( 为 抢 阵 和 的 非 对 角 线 元 素 所 构成 的 矩阵 反 号 。 

令 .2.] 航 中 的 @= 几 必 =C， 然后 用 (8.2.18) 式 ， 我 们 立即 得 出 简单 迭代 法 的 计算 
格式 (8.2.6)。 

简单 迭代 法 (8.2.5) 中 , 计算 新 的 近似 解 分 量 w+ 时 要 用 到 前 一 次 近似 解 &a 的 所 有 
分 量 ( 除 w ”外 )， 所 以 ,需要 同时 存储 如 ”和 下 计算 才能 进行 下 去 。 为 了 节省 存储 量 ， 
可 用 (8.2.5) 中 第 一 式 求 得 的 近似 解 分 量 好 ”来 代替 好" 代入 第 二 个 方程 右 端 去 求 好 。 
然后 将 好 ”>)、 吵 人 代入 第 三 个 方程 右 端 去 求 在 等 等 。 这 样 , 其 迭代 公式 将 为 


直人 一 Dis202 十 01324) 十 Cl 
V 多 + ) 一 D。 了 刀 全 二 二) 6 十 妨 9310 《8) 十 cs 
UL 人 +HD 一 六 3 全 +D 十 态 322 估 + 十 cas 


这 就 是 通常 让 谓 高 斯 - 赛 德尔 \Qauss-gSeidel) 迭代 法 的 计算 公 却 。 

如 果 以 也 和 忆 分 别 表 示 由 和 抢 阵 人 的 下 三 角 和 上 三 角 部 分 元 素 所 构成 的 严格 下 和 上 三 
角 型 矩阵 , 即 L= 了 十 已 那么 ,高 斯 - 赛 德尔 迭代 法 的 计算 公式 就 可 写 为 如 下 矩阵 形式 : 

( 万 一 石 2UctD= PT2e0D 十 
或 者 
WU4+DT) 一 (已 一 也 ) 于 VD 十 (也 一 卫 ) 于 六 (8.2.24) 
同样 , 若 将 矩阵 4 分 解 为 : 
4=Q- 玉 =- (D- 万 一 

按照 前 述 相 容 和 迭代 格式 的 构成 原则 (8.2.14) 和 (8.2. 人 人 
迭代 法 的 计算 公式 (8.2.24) 。 

逐次 松弛 法 的 计算 公式 与 高 斯 - 赛 德 尔 和 迭代 法 很 相似 , 不同 之 处 仅 在 于 引进 了 一 个 加 速 
迭代 收敛 的 参数 , 即 所 谓 松弛 因子 w, 而 将 迭代 公式 变 为 如 下 形式 : 





2B6 


ULt 二 1 一 2 (人 。 D13 旋 ( 太 ) 十 D13108) 十 C4) 十 ( 工 一 一 〇 ) 1 化 ) 
tt) 一 Q(5512 人 Hb 十 5832 的 十 cs) 十 人工 一 ao)z2) (8.2.25) 
CHD 一 @(D VE4D 十 态 0 人 + 十 ca) 十 (一 ou 


或 者 
[全 (ee 和 oa 二 Go 
诈 : | 的 = 人 一 Cs32 名 )) 十 ( 工 一 中 ) 2 
0 (0 一 GateHD 一 aoltD) 十 ( 工 -一 ao)z 


显然 , 当 四 = 工时, 逐次 松弛 法 的 计算 公式 (8.2.25) 就 变 为 高 斯 - 壮 德尔 适 代 法 。 因而 , 适当 
地 选取 松弛 因子 w 逐次 松弛 法 总 可 以 得 到 不 低 于 高 斯 - 赛 德尔 欠 代 法 的 收敛 速度 。 当 w>1 
时 ,通常 称 为 逐次 超 松弛 法 , o < 工时 , 称 为 逐次 低 松 弛 法 。 容易 看 出 , 对 于 一 般 的 m 阶 方程 
组 ,逐次 松弛 法 计算 公式 应 为 : 
帮 和 一 包 二 一 -， 为 op (Load (8.2.26) 
(一 1 2， 多 ) 
如 果 仍 旧 采 用 前 面 的 矩阵 符号 并 将 (8.2.26) 中 oa 解 出 , 即 可 把 逐次 松弛 法 的 迭代 公式 
表 为 如 下 和 矩阵 形式 
84 一 站。( 万 -123 十 万 -1 77 十 万 于 .及 ) 十 ( 工 一 @)20 
或 者 : 
1G+1) 一 克 .We) 十 (万 一 o7) -lv8 
元 .= (有 一 o8) 半 (oo 二 (一 中) 也) 
读者 易于 自己 验证 , 若 将 矩阵 4 分解 为 如 下 形式 : 
4=-Q- 尽 -二 全 WE 二 (1 四 刀 +o7) 


按照 前 述 建立 相 容 和 迭代 法 的 公式 (8.2.14) 和 (8.2.15)， 立 即 可 以 得 到 逐次 松弛 法 的 计 
算 公 式 (8.2.27) 。 
简单 迭代 法 由 于 收敛 太 慢 ， 实践 中 很 少 使 用 。 高 斯 - 赛 德 尔 迭 代 法 则 可 视 为 逐次 松弛 有 法 
的 特殊 情况 , 后 者 在 实践 中 是 经 常 使 用 的 。 因 而 , 下 面 我 们 主要 讨论 逐次 松弛 法 。 
(2) 逐次 松弛 法 的 收敛 性 问题 。 读 者 首先 感 兴趣 的 目 然 是 松弛 因子 中 究竟 应 选取 在 什 
么 范围 内 , 逐次 松弛 法 才 有 可 能 收敛 , 如 下 定理 回答 了 这 一 问题 : 
定理 2.5 逐次 松弛 法 (8.2.27) 收 敛 的 必要 条 件 是 : 
0<o<2 (8.2.28) 
这 一 定理 的 证 明 比 较 简 单 。 从 定理 2.4 知 , 若 要 逐次 松弛 法 (8.2.27) 收 敛 , 必须 迭代 抵 
阵 隐 .的 谱 半径 8(Z) 小 于 1。 然而 , 注意 到 和 抢 阵 的 行列 式 值 等 于 其 特征 值 的 乘积 以 及 也 ， 
Z 分 别 为 严格 的 下 和 上 三 角 殖 阵 , 从 (8.2.27) 式 我 们 有 : 
8S( 三 1det()zn= [ldet( 万 一 o 隐 ) 于 | .det((L 一 -JWD+oz7) D 
一 [ 民 一 四 门 辣 一 虐 一 中 | 
故 若 要 8S (也 ) < 二 则 需 0<w<2。 


(8.2.27) 
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上 述 定 理 说 明 , 对 于 任何 系数 抢 阵 4 若 要 逐次 松弛 法 (8.2.27) 收敛 , 必须 选取 松弛 因 
子 o 为 (0, 2) 间 的 正 数 。 然 而 , 当 松 弛 因子 o 满足 条 件 0<o<2 时 , 并 不 是 对 于 所 有 的 系数 
矩阵 4 来 说 , 逐次 松弛 法 (8.2.2) 均 是 收敛 的 。 目 前 已 对 许多 类 系数 矩阵 研究 过 逐次 松弛 
法 的 收敛 性 问题 ,我 们 将 简单 地 讨论 一 下 其 中 某 些 有 用 结果 。 

由 于 对 称 正 定 和 矩阵 在 实践 中 是 最 常 遇 到 的 , 例如 , 用 有 限 元 素 法 求解 弹性 结构 的 静 力 平 
衡 问 题 ,就 归结 为 解 一 个 对 称 正定 (或 半 正定 ) 系数 矩阵 的 线性 代数 方程 组 。 因 而 , 我 们 首先 
来 讨论 矩阵 4 为 对 称 正定 的 情形 。 

定理 2.6 车 怎 阵 4 为 对 称 抵 阵 (或 爱 尔 米 特 和 矩阵 ) 且 其 对 角 线 元 素 均 为 正 实数 ， 则 逐 
次 松弛 法 (8.2.27) 当 0<w<2 时 收敛 的 充 亡 条 件 是 4 为 正定 矩阵 。 

这 一 定理 说 明 , 对 于 对 称 正定 系 阵 ,只 要 0<o<2, 逐次 松弛 法 (8.2.27) 总 是 收敛 的 , 扩 
以 , 对 于 实际 使 用 松弛 法 来 说 , 这 个 定理 比较 重要 。 下 面 , 我 们 就 来 证 明 这 个 定理 。 

假定 矩阵 么 是 爱 尔 米 特 抢 阵 , 即 其 共 本 转 置 阵 4 "一 全。 由 于 其 对 角 线 元 为 正 实数 , 故 
各 有 如 下 分 解 式 ; 

= 万 一 无 一 Fr 2.29) 
其 中 五 为 矩阵 盘 的 下 三 角 部 分 反 号 , 刀 为 正定 对 角 线 型 矩阵 。 
我 们 仍 以 sm 表示 按 (8.2.27) 迭代 大 次 所 得 近似 解 za 与 真 解 ie 间 的 误差 向 量 。 从 
(8.2.27) 式 得 知 : 
Si+1)=- 8 So) (5 过 0) 
或 者 说 (8.2.27) 等 价 地 有 : 
(及 一 o8) st 一 (oE* 十 (一 办) .8 (7 大 0) 
令 8=e9 一 su+0，( 有 0)， 并 以 抢 阵 4 的 分 解 式 (8.2. ?9) 分 别 代入 上 式 的 右 端 和 左 
端 ， 可 
一 中 了 ) 83) 二 wwe) 
ee (一 0) 用. 3 二 wo* 30) 
再 用 em 5 及 sawt1 分 别 与 (8.2.30) 中 两 式 的 等 式 两 端 作 内 积 , 然后 相 减 之 即 得 ; 
cf (tt)， ee)) 一 人 484+1))} 
和 《89)， (及 一 co 了)80) 本 ( 工 一 @) (1 2184) 一 W(EC+T)， 了 80)) 
(60)， 084)) 一 0(00)， 7.00)) 十 (oO 人 SC+TL)， 60)) 
再 将 (8.2.30) 的 第 2 式 代入 上 式 , 即 得 : 
Go{ (8 ， SC)) 四 (EC SC+1I)) 
E (640)， Do) 一 (002)， 7.84) 十 (一 @) (8 )， 从 80)) 十 (0)， 7.64)) 
一 (2 一 0 (30，16800) (10) (8.2.31) 
利用 关系 式 (8.2.31)， 我 们 就 可 证 明定 理 2.6。 首先 , 假定 对 是 正定 的 , 且 0<w<2。 
我 们 可 以 选取 so 为 迭代 矩阵 互 。 的 任 一 特征 向 量 ， 将 其 相应 特征 值 记 为 ， 于 是 有 8 一 
Xeo，3o)= 代 一 X)so。 同 时 , 将 其 代入 关系 式 (8.2.31) 便 有 : 


(2 汪 )i1 -MPGeo, Deo)=G 一 0 eo 4.e) (8.2.39) 


于 是 从 双 的 正定 性 有 全 .8@#0， 再 从 (8.2.30) 式 即 得 知 8 一 (及 一 太一 48” 关 0。 
这 样 和 1。 故 当 0<w<2 时 , (8.2.32) 两 端 均 应 为 正 数 。 这 只 有 | 和 | < 工时 才 是 可 能 的 ， 邑 


(>0) (8.2.30) 
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是 说 逐次 松弛 法 必 收 敛 。 
其 次 , 若 假定 逐次 松弛 法 收敛, 则 从 定理 2.5 应 有 : 0<o<2。 同 时 , 对 于 任意 初始 向 量 
8 均 有 sw-_>0(8->co)。 又 因 万 是 正定 矩阵 , 所以, 从 (8.2.31) 式 可 知 ， 


(ed)， 48m) = (e+D，4e0tD) +( 一 呈 )， . (30， 夏 3) 


> (8 人 8) (>0) (8.2.33) 
如 果 和 琵 阵 翁 不 是 正定 的 , 我 们 必 可 找到 向 量 8 使 得 (8 "487) 入 0。 同 时 ,由 于 忆 。 的 特 
征 值 之 模 均 小 于 二 0 = 代 一 亿 )s 应 该 为 非 零 向 量 , 这 样 ,我们 便 有 ; 
(SG)， SG) < (0)， 500)) <0 
再 利用 (8.2.33) 式 中 的 不 增 性 质 , 我 们 必定 有 : 
(209)， 48s4)) <(8(0)， ceo)) <<0 
这 一 事实 显然 与 8 >0 相 和 矛盾 , 故 抢 阵 航 应 为 正定 抢 阵 ,于 是 定理 2.6 得 证 。 
除 对 称 正定 抢 阵 外 , 已 对 许多 其 它 类 型 的 系数 抢 阵 研究 过 逐次 松弛 法 的 收敛 性 问题 。 
我 们 将 其 中 比较 向 见 的 两 种 情况 叙述 如 下 , 以 供 读者 参考 。 
定理 2.7 车 矩阵 么 满足 如 下 两 个 条 件 , 则 当 0<w 委 工时 逐次 松弛 法 8.2.27) 必 收敛 。 
条 件 (已 找 不 到 排列 矩阵 , 使 得 : 


-14 4 
忆 4P-| | (8.2.34) 
其 中 4 ，4。 为 方 阵 。 
条 件 ( 人 1) [ol> 宫 io (6=1 2 (8.2.35) 


目 至 少 对 于 某 一 个 宇 值 上 式 中 出 现 严格 的 不 等 号。 

满足 第 一 个 条 件 的 矩阵 称 为 不 可 约 (分 解 ) 矩 阵 ， 其 意义 为 相应 的 方程 组 不 能 化 为 两 个 
相互 独立 的 方程 组 来 分 别 求解 。 满足 第 二 个 条 件 的 矩阵 称 为 弱 对 角 优 势 矩阵 ， 因 而 定理 也 
可 叙述 为 : 对 于 不 可 约 的 弱 对 角 优 势 矩阵 ， 逐 次 松弛 法 (8.2.27) 当 0<w< 工 时 必定 是 收敛 
的 。 

定理 2.8 假如 分 解 式 入 = 五 一 忆 一 巡 中 , 矩阵 九 、 歼 、 隐 均 为 非 负 和 矩阵 ( 即 其 每 个 元 素 
均 大 于 等 于 零 ), 其 中 刀 为 非 奇 异 对 角 型 符 阵 , 五 及 芝 分 别 为 严格 下 和 上 三 角 型 矩阵 , 则 逐 
次 松弛 法 (8.2.27) 收 敛 的 充分 条 件 为 矩阵 刀 :. ( 也 十 芝 ) 之 谱 半径 8(D( 十 Z)) 小 于 1 
目 0<o 科 1 

关于 定理 2.7、2.8 的 证 明 , 可 参阅 [13] 和 [19], 这 里 不 再 进行 讨论 。 

尽管 目前 对 于 逐次 松弛 法 的 收敛 性 问题 已 进行 了 许多 研究 ， 但 是 应 该 说 逐次 松弛 法 对 
于 任意 系数 矩阵 情况 的 收敛 性 问题 ,尚未 得 到 彻底 解决 。 不 过 实际 应 用 中 绝 大 多 数 系数 扼 
阵 均 是 对 称 正 定 抢 阵 , 根据 定理 2.6， 其 收敛 性 总 是 有 保证 的 。 对 于 这 些 问题 重要 的 是 如 何 
来 选择 加 速 选 代 过 程 收敛 的 松弛 因子 o， 以 节省 计算 工作 量 的 问题 。 我 们 将 在 下 一 段 中 讨 
论 这 个 问题 。 

(三 ) 松 弛 因子 的 选取 问题 

本 节 讨 论 所 谓 最 优 松弛 因子 的 选取 问题 。 使 得 逐次 松弛 法 的 渐 近 收敛 速 度 最 快 的 松弛 
因子 通常 称 为 最 优 松 弛 因子 , 并 用 wors 记 之 。 对 于 一 般 矩 阵 (即使 是 对 称 正定 矩阵 ), 目前 沿 





无 确定 wo 的 理论 结果 。 实际 计算 时 , 大 都 由 计算 经 验 或 通过 试 算 来 定 出 wor 的 近似 值 。 
仅 对 某 些 特殊 类 型 的 夭 阵 , 例如 所 谓 有 性 质 4 的 矩阵 , 有 确定 wors 的 理论 公式 。 下 面 , 我 
们 先 对 有 性 质 “ 4 的 矩阵 来 讨论 最 优 松 弛 因子 的 选取 问题 ， 然 后 不 加 证 明 地 介绍 其 它 一 些 
理论 结果 , 以 便 读 者 参考 。 最 后 讨论 一 下 最 优 松 弛 因子 的 试 算 确 定 问 题 。 

介 性 质 “ 4 和 相 容 次 序 。 讨 论 松弛 因子 选取 问题 时 , 要 用 到 性质 4 和 相 容 次 序 的 概 
念 ,我们 先 来 简单 叙述 一 下 这 些 概 念 。 

定义 2.5 若 抢 阵 盘 具 如 下 形式 : 


， 2 
1 1 7 0 
4- Za L La (8.2.36) 
0 网 所 而 
其 中 为 对 角 线 型 方 降 , 了 人、 到 为 相应 阶 数 的 长 方 阵 , 则 称 和 矩阵 仍 为 D- 型 分 块 三 对 角 线 


抢 阵 。 

形 如 (8.2.36) 的 D- 型 分 块 三 对 角 线 矩阵 , 是 下 列 方式 定义 的 具有 “性 质 人" 的 矩阵 ( 亦 
称 二 循环 矩阵 ) 的 特殊 情况 。 

定义 2.6 车 能 将 前 m 个 正 整数 所 构成 的 集合 厂 = {L， 2，…， 岂 分 为 两 个 不 相交 的 子 
集合 Su Ss( 即 不 十 Sa 一 卫 ，8S: 与 8s 无 公共 元 素 ), 使 得 矩阵 4 对 角 线 以 外 的 每 一 个 非 零 元 
素 ui 的 尾 标 对 (, 放 ， 均 满足 条 件 , 6E Bo jE 8。 或 者 了 E Si，iE So 则 称 此 矩阵 具 
有 “性质 4"。 

实际 上 ,我 们 将 具有 “性质 he 的 生 阵 全 中 编号 属于 集合 局 的 各 行 (以 及 相应 的 各 列 ) 
均 排 至 前 面 , 而 将 属于 集合 8s 的 均 排 至 后 面 ,就 可 把 矩阵 4 变 为 如 下 形式 ; 

D， 瑟 ] 
情 74 居 一 | 下 | 

其 中 ,万 万 ,为 对 角 线 得 方 阵 忆 为 相应 的 排列 算 阵 。 显 然 , 这 是 (8.2.36) 的 一 种 特殊 情 
况 。 因 而 , 具有 “性 质 4 的 矩阵 总 可 以 通过 行列 的 同时 排列 ， 变 为 (8.2.36) 的 形状 。 反之 ， 
若 将 (8.2.36) 中 与 对 角 线 子 块 Du 人 = 了 2 …) 的 行 编号 相应 的 酚 的 子 集 记 为 8 与 
Dw-: 的 行 编号 相应 的 本 的 子 集 记 为 So 则 很 容易 按照 定义 2.6 验证 形 如 (8.2.36) 的 矩阵 
具有 “性 质 4”。 

从 上 述 讨论 得 知 , 形 如 (8.2.36) 的 拭 阵 与 具有 “性 质 4 的 矩阵 仅仅 是 行列 的 次 序 不 同 。 
但 是 逐次 松弛 法 的 计算 格式 (8.2.26) 是 与 方程 式 和 未 知 数 的 排列 次 序 有 关系 的 。 讨 论 最 优 
松弛 因子 的 选取 时 , 为 确定 起 见 ;应 该 首先 规定 方程 式 和 未 知 数 次 序 的 排列 办 法 , 同时 ,应 找 
出 什么 样 的 次 序 是 比较 好 的 。 已 经 证 明 ,所谓 “ 相 容 次 序 " 是 比较 合理 的 次 序 。“ 相 容 次 序 ” 
的 定义 如 下 : 

定义 2.7 车 能 将 前 mw 个 正 整数 所 构成 的 集合 本 分 为 + 个 不 相交 的 子 集 B， gs， 


.St( 即 宫 Be 一 丙 ，8, 与 8 六 无 公共 元 素 )， 使 得 矩阵 4 任意 非 夫 非 对 角 线 元 ou*0 


(4 关 作 的 足 标 对 (2 分 满足 如 下 条 件 : 者 biE8S 则 ESx-( 当 ?< 切 或 CR 7> 人 人， 则 
称 此 矩阵 具有 “ 相 容 次 序 ”。 


daieeeeeeeietnetauuuiendeaiihaendaeoiiiaigg 
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如 果 将 (8.2.36) 中 属于 对 角 线 子 块 D 之 行 编号 记 为 集合 Su 显然 , 妆 Brs= 本 且 避 与 


Si(4< 信 无 公共 元 素 。 很 容易 验证 (8.2.36) 中 和 抢 阵 的 任意 非 零 非 对 角 线 元 素 or 入 0( 大 9)， 
其 足 标 对 (4, 作 均 满足 定义 2.7 中 的 条 件 。 所 以 ， 形 如 (8.2.36) 的 抢 阵 是 具有 “ 相 容 次 序 ” 
的 。 

Ca) 最 优 松 弛 因子 的 理论 计算 公式 。 

上 面 的 讨论 说 明 , 形 如 (8.2.36) 的 矩阵 是 具有 “性 质 42” 和 “ 相 容 次 序 ” 和 矩阵 的 一 种 特殊 
情况 。 由 于 其 形状 较为 简单 ， 我们 就 以 它 为 例 来 讨论 最 优 松弛 因子 wor 的 选取 问题 ， 但 是 
结论 对 于 其 它 具 有 “性 质 4” 与 “ 相 容 次 序 ” 的 矩阵 也 是 成 立 的 。 同 时 ,由 于 实践 中 最 常 遇 到 
对 称 正 定 答 阵 ， 故 下 面 仅 就 对 称 正定 且 形 如 (8.2.36) 的 抢 阵 来 讨论 其 最 优 松弛 因子 的 理论 
计算 公式 问题 。 

定理 2.9 假定 方程 组 (8.2.1) 的 系数 矩阵 4= 九 一 厂 一 了 1 为 对 称 正 定 挎 阵 且 具 有 
(8.2.36) 的 形状 ， 其 中 也 为 对 角 和 抢 阵 , 豆 和 了 = 到 分 别 为 严格 下 与 上 三 角形 矩阵 。 则 使 
逐次 松弛 法 (8.2.27) 的 渐 近 收敛 速 度 最 快 的 最 优 松弛 因子 为 


2 
Re 8.2.37 
(Oo 人 人 隔 人 ) 


其 中 心 (lal < 力 为 矩阵 五: (五 十 芝 ) 的 按 模 最 大 特征 值 。 

证 明 ， 由 于 万 的 正定 性 , 刀 -va 存在 。 和 矩 阵 万-:. (了 十 1) 与 矩阵 国 一 站 -va (ED7) 
. D-:2 是 相似 的 ， 两 者 应 有 相同 特征 值 w 。 再 从 矩阵 年 的 对 称 性 可 知 林 = Zr， 故 得 知 抵 
阵 召 , 因而 抢 阵 九 -:( 卫 十 娘 ) 的 特征 值 wu 均 是 实数 。 另外 , 和 矩阵 4 有 形状 (8.2.36)， 所 吕 


mm 应 为 如 下 多 项 式 的 零点 : _ 
几 L Li 


也， 1D，7 0 | 
P(O=det( 一 五 二 1D- 了 1)=| 7 ee zs (8.2.38) 
WE 
。 国 0 Dr 
如 果 将 此 行列 式 中 处 于 子 块 008= 二 2， …) 处 的 所 有 行 和 列 同时 乘 久 一 二 显然 ,行列 
式 之 值 不 变 。 这 样 , 将 得 到 ; 


/AL -下 
一 也 人， 一 (7 


P(w) = 本 
网 AD。 
上 式 中 以 _ 代 于 记 并 提出 公 因子 c- _J> 即 得 ， 
了 (一 内 一 (一 功 ? 
由 此 可 知 ，P(u) 的 非 零 零点 是 成 对 出 现 的 ,每 一 对 零点 之 绝对 值 相等 , 符号 相反 。 
另外 , 逐次 松弛 法 (8.2.27) 的 迭代 和 矩阵 可 写 为 : 
志 - 信 2- 巧 (0+ 信 -可 
所 以 其 特征 值 入 应 为 如 下 多 项 式 的 零 瓜 : 





29f 


QO) 一 aet| (or 一 万 = (7+( 二 -0DDj 
di( 一 了 or 上 ao 一 必 万 下) 


若 令 ; oo (二 ao- 人 一 上 
并 考虑 到 矩阵 4 的 形状 (8.2.36), 我 们 有 
6D， 总 


MsD， 愉 0 
QO=| 
机 7 上 D，，; 芝 。， 
| 0 MD 
将 上 述 行列 式 中 处 于 子 块 De(k=1, 2，…, 内 所 在 位 置 的 各 列 乘 以 因子 和 3-3) ， 各 行 乘 以 


因子 Xda-8/2 即 可 消去 五 前 面 的 因子 , 再 考虑 到 多 -- 个 因子 入 便 得 到 


czD， 也 0 
_ 工 
包 ( 入 ) 一 ) 王 。 人 8 .as C. 
.LT ，， 
0 人 


将 此 式 与 (8.2.38) 式 对 照 之 , 我们 得 到 : 
QOJ) = 粒 忆 GE 允 一 得 到 orl Oo 一) 
由 于 0<w<2 且 卫 (J 的 零点 成 对 出 现 , 如 果 凡 是 三 ( 风 的 任意 零点 ,那么 , 满足 下 列 关系 式 
的 任意 入 值 亦 应 为 Q(A) 之 零点 ; 
(8.2.39) 
反之 也 戚 立 。 

不 难看 出 ， 上 述 关系 式 的 推导 中 并 未 真正 用 到 矩阵 4 的 对 称 性 ， 所 以 , 这 一 关系 式 对 于 
任意 形状 为 (8.2.36) 的 矩阵 也 成 立 。 当 和 抑 阵 盘 是 对 称 正定 抢 阵 时 , 前 面 已 证 明 逐 次 松弛 法 
的 收敛 性 ,所 以 | 和 | 天 1。 在 上 式 中 令 wo@= 二 即 可 得 知 2= 入 , 故 | 则 < 此 外 , 入 亦 应 为 实 
数 且 成 对 出 现 等 。 此 时 ， 由 关系 式 48.2.39) 所 建立 的 心 与 入 间 的 对 应 关系 ( 当 w>I 且 给 
定 ), 就 可 用 图 8.8 定性 地 描述 : 





一 一 情 | hehehs hz 1 





1 -png Tag 一 -从 1 人 HR “太阳 作 Mr 村 
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由 于 对 给 定 的 w，) 是 下 列 二 次 方程 的 根 . 
和 X2 十 [2(w 一 了 一 外 3] 入 十 (oO 一 贡 2=0 (8.2.40) 
故 岂 =0 对 应 于 Nk= 一 (@ 一 六 。 每 一 对 非 零 特 征 值 土 几 关 0， 对 应 于 两 个 值 2、M, 其 乘 
积 等 于 (o 一 1)2。 若 8 为 复数 则 必 有 NM2 一 No, 两 者 之 模 均 为 -1 此 模 不 依赖 于 相应 的 
计 值 。 所 以 和 在 )- 平 面 上 相对 于 半径 为 -1 的 圆 来 说 , 应 有 如 图 8.8 的 配置 。 显然 , 若 
X 中 有 实数 者 , 按 模 最 大 的 N 必 为 实数 , 是 其 模 大 于 o 一 1 例如 , 图 中 的 MD。 并 且 , 其 相应 
的 凤 值 必 为 士 上 a。 
详细 地 分 析 前 述 二 次 方程 (8.2.40) (即将 其 两 端 对 四 微 商 ), 得 知 其 按 模 最 大 根 MD 对 
ww 的 导数 为 ， 
0 人 iD 入 由 一 和 各 ao/ 十 w 一 二 
oo -到 oa+o 一 1 
当 w= 工 时 , 因为 Mb 一 友 < 且 为 正 实 数 ,所 以 ， 
2 一 -2 一 吻 <0 
即 是 说 , ) 在 w= 工 处 随 w 之 增加 将 减 小 其 值 。 此 外 ,，!- 本 身 亦 应 是 的 连续 函数 ,而 


其 分 子 当 T<w<2 时 是 不 变 号 的 ( 因 其 在 = (一 答 )/ 必 MD) < 工时 为 零 ) 所 以 ,在 区 
间 1<w<2 内 仅 当 其 分 母 为 零 时 Go/ado 改变 符号 。 这 样 , 当中 从 工 增 加 时 ，》" 之 值 应 减 


小 , 但 仍 为 正 实数 , 直到 ) 多 一 豆 二 一 w 二 为 止 ， 此 时 ， 2 为 无 限 大 。 直 接 代入 二 次 方 
人 
程 (8.2. 40) 可 知 ， 当中 一 LOs 一 和 7 时 ， ) 生 一 可 /好 为 其 两 重 根 ， 其 相应 判别 


式 为 零 ,此 时 所 有 的 Mt.2 均 在 半径 等 于 os 一 寺 的 圆 上 。 当 ww<o<2 时 ，)) 将 变 为 复 根 ， 
其 模 等 于 w-1>a-T。 当 0<o<I 时 ,类 似 的 讨论 可 以 得 知 8(Z) >8(Z)。 因 而 , 我 们 
可 以 断定 os 将 使 Mi 之 模 最 小 , 即 8( 瑟 .) 最 小 。 最 优 松 弛 因子 的 计算 公式 应 为 : 








Lo0t 一 4 一 人 
此 时 ， 下 人 和 了 


及 (Zoort) 二 HL- - woot 十 工 一 aopt 一 了 (8.2.41) 
上 述 的 松弛 因子 中 与 8(ZE。) 间 的 关系 , 可 以 定性 地 归纳 于 图 8.9 之 中 ， 
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由 图 8.9 可 知 , 当 w<aort 并 逐渐 增加 趋 近 于 wos 时 ,S( 忆 曲线 的 切线 趋 近 于 铅 垂 线 ， 
但 当 w>awort 并 逐渐 减 小 趋 近 于 wors 时 , 该 切线 方向 不 变 , 其 斜率 恒 为 te 即 是 说 wor* 一 4 与 
ooxt 十 do 中 ， 后 者 相应 的 谱 半 径 较 之 wo 一 工 的 增 量 更 小 一 些 。 所 以 , 取 四 路 大 于 wors 进行 
计算 较 取 中 略 小 于 wo* 进行 计算 更 为 有 利 。 这 一 点 对 于 实际 计算 wo 的 近似 值 时 是 重要 的 。 

除 上 述 具 有 性 质 “-42 的 矩阵 有 最 优 松 总 因子 的 理论 计算 公式 外 , 对 于 其 它 一 些 矩 阵 , 还 
有 一 些 计算 最 优 松 弛 因子 的 近似 公式 。 现 将 其 中 常用 的 两 个 公式 不 加 证 明 地 叙述 如 下 ,以 
供 人 参考 。 

定理 2.10 车 矩阵 = 了 一 歼 一 天 为 对 称 正 定 抢 阵 (对 角 线 元 为 卫 下 三 角 部 分 为 
一 念 ， 其 特征 值 为 0< 和 和 … 乏 … 和 )a， 和 拖 阵 吾 = 天 一 到 之 谱 半 径 为 8( 互 ) 一 oa， 则 可 按 如 
下 公式 粗略 地 确定 最 优 松 弛 因子 : 

es LT 当 ]s (On 一 N) >202 
7 当 和 (Na 一) 由 委 202 

实际 计算 时 ,Xi 和 a 可 用 其 上 界 人 代替， 和, 可 用 其 下 界 ( 大 于 零 ) 代 替 。 

定理 2.1L 假定 矩阵 4= 吃 -- 隐 一 C 的 对 角 线 部 分 吃 为 非 奇 , 并 且 称 阵 召 = 甩 -+ 
(五 十 芝 ) 满 足 如 下 条 件 : 

(i) 如 的 所 有 元 素 均 非 负 。 

(ii) 如 是 不 可 约 的 , 且 0<8S(CBE) <lt。 

(iii) 玫 为 对 称 和 矩阵 。 

则 当 逐 次 松弛 法 中 松弛 因子 取 为 ; 
2 
”于 VS0D7 
时 , 迭代 乍 阵 忆 w 之 谱 半 径 应 满足 如 下 关系 式 ; 
ao 一 1 和 8S(Z 一 /ao 一 
并 且 仅 当 和 矩阵 如 为 具有 相 容 次 序 和 性 质 4 的 符 阵 时 , 上 式 左 端的 等 号 成 立 。 

定理 2.1L 说 明 对 于 满足 其 中 三 个 条 件 的 矩阵 召 ， 最 优 松弛 因子 的 近似 值 可 以 按 定 理 
2.9 中 具有 性 质 4 的 矩阵 的 公式 进行 计算 , 其 相应 渐 近 收敛 速度 的 损失 并 不 是 很 大 的 。 

定理 2. 持 的 证 明 , 可 参阅 [13] 第 116 页 , 定理 2.10 的 证 明 , 可 人 参阅 [26] 。 

(3) 最 优 松 弛 因子 的 试 算 确 定 。 

最 后 我 们 简单 讨论 一 下 松弛 因子 的 试 算 确定 问题 。 这 一 问题 对 于 实际 计算 是 很 有 意义 
的 。 一 方面 由 于 大 多 数 符 阵 目前 还 没有 计算 松弛 因子 最 优 值 的 理论 公式 ,只 能 用 试 算 确定 。 
另 一 方面 , 即使 有 理论 计算 公式 ,其 中 往往 有 一 些 参数 (例如 8 (已 ) 等 ), 难于 事先 确定 ， 通 常 
也 需要 用 试 算 的 办 法 来 估计 它们 , 即 真 正 求 得 wor 也 是 与 试 算 分 不 开 的 。 

最 简单 的 试 算 确 定 办 法 ， 是 从 同一 初始 向 量 出 发 ， 取 不 同 的 松弛 因子 ww 迭代 相同 次 数 
(注意 , 迭代 次 数 不 应 太 少 ! ), 然后 比较 其 相应 剩余 或 误差 ,并 选取 使 剩余 或 误差 之 模 最 小 的 
松弛 因子 作为 最 优 松 弛 因子 的 近似 值 。 这 一 方法 虽然 简单 , 但 往往 是 有 效 的 , 特别 是 当 使 用 
者 需要 求解 多 次 具有 相同 系数 抢 阵 的 方程 组 时 更 是 如 此 。 另外 , 如果 使 用 者 对 于 所 求解 的 
方程 组 有 较 深 入 了 解 或 者 积累 了 一 定 经 验 ， 常 常 可 以 事先 定 出 一 个 包含 wors 的 不 大 的 区 员 


一 -一 一 一 一 一 一 一 一 “一 一 一- 
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[oo ob], 这 样 , 就 可 以 大 大 减少 试 算 的 次 数 , 较 快 地 确定 wors 的 近似 值 。 自 然 , 也 可 以 采用 
优选 法 的 原则 来 从 区 间 [os，o] 中 选取 进行 试 算 的 w 值 , 以 便 更 快 地 找到 wor 的 近似 值 。 由 
于 这 些 作 法 是 明显 易 懂 的 , 这 里 不 再 歼 述 。 

另 一 个 试 算 确定 方法 , 是 以 知道 最 优 松 弛 因子 wors 的 某 些 性 质 为 前 提 的 。 例 如 , 知道 其 
理论 计算 公式 (8.2.37)， 又 如 ,知道 wo 恰 为 使 也。 的 按 模 最 大 特征 值 由 实数 变 为 复数 ( 当 
w 由 小 增 大 时 ) 的 临界 值 等 等 。 这 时 , 可 以 将 求解 方程 组 的 欠 代 过 程 与 估算 wot 的 过 程 统一 
起 来 进行 , 使 得 估算 wo 不 致 花费 许多 无 用 的 计算 时 间 , 以 达到 节省 计算 量 的 目的 。 具 体 来 
说 , 可 任 选 一 个 松弛 因子 由来 进行 迁 代 , 在 迭代 过 程 中 , 从 逐次 近似 解 间 的 增 量 4 来 判断 
该 松弛 因子 是 否 需 要 修改 , 如 果 需 要 , 则 将 其 按 某 一 办 法 修改 之 , 然后 继续 迭代 下 去 。 这 样 
反复 修改 多 次 后 , 就 可 找到 一 个 与 oor 较为 接近 的 松弛 因子 , 以 后 的 迁 代 过 程 就 用 这 个 松 继 
因子 计算 下 去 , 直到 最 终 求 得 解答 为 止 。 修改 松弛 因子 的 原则 ， 需 视 wor 的 具体 性 质 而 定 ， 
例如 , 当 wors 满足 关系 式 (8.2.37) 时 ,我 们 可 以 用 4 来 估算 几 之 近似 值 , 从 而 求 得 worr。 
由 于 4xo 一 忆 。4U4-， 所 以 , 当天 相当 大 时 , 厂 .。 的 按 模 最 大 特征 值 Ms |4ucj7/14ue-zb| 
(自然 , 这 只 在 w<aors 时 才 成 立 )。 这 样 ， 在 迭代 足够 多 次 后 , 就 可 计算 出 bs 14uemly 
[422 并 用 公式 : 

/4 忆 (大 十 外 一 人 ) 

来 估计 Ja， 然 后 ， 再 用 公式 (8.2.37) 算 出 oor 的 近似 值 w。 自然 , 还 可 以 对 由 重 复 上 述 过 
程 , 直到 求 得 一 个 较 好 的 松弛 因子 为 止 。 另 外 ， 如 果 不 知 道 形 如 (8.2.37) 的 关系 式 ， 仅 知道 
woy 为 也。 的 按 模 最 大 特征 值 由 实数 变 为 复数 的 临界 值 时 (例如 ， 对 于 某 些 大 地 测量 问题 中 
的 法 方程 式 就 是 如 此 )， 我 们 可 在 和 迭代 过 程 中 检查 4zm 的 变化 情况 来 判断 五. 的 按 模 最 大 
特征 值 的 性 质 。 芳 4xeo 之 分 量 周 期 性 地 改变 符号 , 则 表明 该 特征 值 为 复数 , 应 将 所 用 松弛 
因子 减 小 一 些 。 若 4xw) 之 分 量 按 比 例 下 降 , 则 该 特征 值 为 实数 , 应 将 松弛 因子 增 大 。 如 此 
反复 修改 多 次 , 最 终 即 可 估 得 一 个 较 好 的 松弛 因子 。 总 之 , 根据 要 求解 的 问题 中 最 优 松弛 因 
子 的 性 质 , 利用 和 迭代 过 程 中 的 信息 , 将 它 估计 出 来 , 使 得 估算 过 程 不 致 占用 过 多 的 计算 时 间 
是 试 算 确 定 松弛 因子 的 第 二 个 方法 的 要 点 。 读 者 可 以 根据 这 一 精神 灵活 运用 于 实际 问题 中 
去 。 若 对 方法 的 细节 感 兴趣 , 可 以 参阅 [19、20、24], 这 里 不 再 费 述 。 

应 该 指出 ， 对 于 某 些 特殊 问题 (例如 某 些 简单 的 椭圆 型 方程 边 值 问题 )， 先 阵 召 的 按 模 
最 大 特征 值 心 可 以 用 某 种 办 法 事先 估算 出 来 。 这 时 , 即 可 按 公式 (8.2.37) 算 出 oor 的 近似 
值 直 接 用 于 和 迭代 过 程 中 去 。 关于 各 的 一 些 事先 的 估算 办 法 , 可 参阅 [13、19]。 

最 后 , 还 要 指出 , 对 于 具有 性 质 “4 的 矩阵 在 求 得 wors 的 近似 值 后 , 应 该 用 比 其 稍微 大 
一 点 的 值 作为 实际 计算 的 松弛 因子 。 这 是 由 于 图 8.9 中 所 示 幅 线 的 性 质 和 考虑 到 应 使 | 忆 。| 
尽 可 能 小 的 缘故 。 实 践 经 验 亦 表明 这 样 作 是 有 利 的 。 


8.2.8 一 阶 线性 定常 迁 代 法 的 加 速 一 一 切 比 雪夫 半 迁 代 法 


对 于 任何 一 个 一 阶 线性 定常 迭代 法 \8.2.7)， 一 般 来 说 , 我 们 都 可 以 构造 一 个 与 之 相关 
联 的 非 定常 迭代 法 , 使 其 比 (8.2.) 收 敛 得 更 快 一 些 。 这 个 非 定常 迭代 法 就 是 通常 所 谓 的 基 
于 一 阶 线性 定常 迭代 法 (8.2.7 的 切 比 雪夫 半 和 迭代 法 。 

当 (8.2.7) 的 迭代 拖 阵 G 的 特征 值 均 为 实数 时 ， 切 比 雪夫 半 和 迭代 法 能 够 取得 较 好 效果 。 
但 若 G 之 特征 值 为 复数 ， 且 不 能 包含 在 复 平面 上 一 个 比较 扁平 的 椭圆 内 时 (如 按 模 最 大 的 





某 几 个 特征 值 之 虚 部 与 实 部 相 比 较为 相当 大 而 又 较 分 散 时 ), 切 比 雪 夫 半 和 代 法 是 难于 奏效 
的 。 我 们 将 重 所 讨论 @ 有 实 特征 值 之 情形 。 

如 果 方 程 组 的 系数 矩阵 4 对 称 正定 , 但 不 具有 前 节 所 述 的 那些 性 质 (如 性 质 4， 非 负 
性 等 )。 用 松弛 法 来 求解 时 , 可 能 收敛 较 慢 。 如 果 此 时 使 用 某 种 切 比 雪夫 半 迭 代 法 ， 却 可 能 
取得 较 好 效果 , 这 一 点 希望 读者 注意 。 

下 面 来 讨论 构造 切 比 雪夫 半 和 迭代 法 的 一 般 原 则 和 它 的 一 种 常用 形式 。 

《一 ) 一 般 原则 

先 从 加 速 实数 序列 收敛 的 问题 说 起 。 通 常 ， 给 定 一 个 实数 序列 zo，2za za”…… 若 其 不 收 
敛 或 收敛 很 慢 , 我 们 就 可 由 它 构造 一 个 新 的 序列 go， ya，…，, 使 得 { 寺 是 收敛 的 或 是 较 
{o 村 收敛 更 快 。 最 简单 的 例子 是 : 

bo 一 0o0 


三 X0 十 21 
4 0 


oa 一 Xo0 士 04 十 Vs 
_ X0 十 01 十 was 十 0a3 
ee 


容易 证 明 , 若 {} 收敛 , 则 {gj 亦 收 伍 ,并且 , 当 {} 不 收 策 时 ,fg} 亦 可 以 是 收敛 的 。 
构造 新 序列 芭 村 的 更 一 般 的 办 法 , 可 按 下 列 原则 进行 。 考 虑 下 列 三 角形 系数 表 : 
- 二 C00 
Clio 0C11 
Ca0 Cs Co 


C30 CQ3st Q33 Cs33 


其 中 袜 mmz=1 (m =0, 1 2 …) (8.2.42) 
新 序列 tu} 与 序列 {zj 间 的 关系 即 可 表 为 

= 袜 mmem (和 一 0, 工 2， 0 
即 是 说 ， 和 显然 ， 当 auz=0 
(< 由 及 mm 工时 , (的 就 是 tn}。 当 aue= 一 工 工 (所 有 为 时 ， 包 就 是 前 面 例子 中 的 序 


列 。 为 了 保证 新 序列 与 原 序列 有 相同 极限 , 通常 应 如 以 限制 条 件 (8.2.42) 。 

完全 类 似 , 我 们 可 将 上 面 关于 实数 序列 的 原则 应 用 到 向 量 序列 上 来 考虑 求解 线性 代数 
方程 组 4& 一 坊 的 一 阶 线性 定常 迁 代 法 (8.2.7)， 假 设 由 其 定义 的 向 量 序列 wo ucb，uc， 
.…. 收 伍 于 方程 组 4u = 五 的 真 解 ws, 则 可 定义 新 的 向 量 序列 {po)} 为 ; 


8(n) 一 袜 ooera (8.2. 43) 





其 中 系数 wm 满足 条 件 (8.2.42)。 
(8.2.43) 所 定义 的 过 程 叫 作 关于 一 阶 线性 定常 迭代 法 (8.2.7 的 一 种 半 适 代 法 。 为 了 保 
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证 向 量 序列 {o”} 也 收敛 至 真 解 妈 2， 必 须 对 (8.2.43) 中 的 系数 amz 加 以 限制 条 件 (8.2.42)。 
因为 车 取 &' 为 真 解 bs 则 从 (8.2.7) 知 ze 一 (对 所 有 ae)。 此 时 , 自然 也 要 求 


pp) 一 3 0 2 一 ( 习 je 一 2 
于 是 , 推 知 条 件 (8.2.42) 必 须 成 立 。 
容易 看 出 , 在 条 件 (8.2.42) 的 限制 下 , 我 们 总 可 适当 选取 系数 cnw 使 得 序列 {o”} 收 敛 
于 方程 组 4 一 六 的 真 解 ws*。 为 说 明 这 一 点 , 我 们 令 : 
Sm) 一 2 一 11x 一 (TFTm ec(0) 
000 一 区 (nn) 一 天 


从 (8.2.42) 和 (8.2.43) 式 ,我 们 有 : 


了 志 
个 ) 一 人) 一 人 * 一 六 ampe8L() 一 第 # 一 癌 art 2 一 下 写 cms 
X=0 = 


习 (0 ” 一 和) 本 3 amxz。&4 一 凡 asrGn) &(0) 
一 Pu (C) 信人) (因为 8(0)=- 26(0)) 08.2.40) 


其 中 Pu(G)= 袜 ov-G: 

为 使 qim->0, 显然 只 需 lim Pu(G) = 0。 满 足 这 一 要 求 的 多 项 式 是 很 容易 找到 的 ,最 
简单 的 就 是 Pan(z) 一 2。 此 时 on(C) = 一 C” 由 于 @ 之 特征 值 之 模 小 于 六 自然 就 有 
jim Pun(C) = 0 即 Vo ->2*。 究 竟 应 该 怎样 选取 多 项 式 Pu(z) (注意 ! 条 件 (8.2.42) 现在 变 
为 Pd1) = 了 二 这 是 对 多 项 式 Pn(z) 必须 加 上 的 限制 条 件 ), 才能 使 序列 w%” 收敛 最 快 ? 要 解 
决 上 述 问 题 , 首先 应 该 型 清楚 非 定常 迭代 法 的 收敛 快慢 如 何 衡量 。 

为 说 明 简 单 ， 假 定 符 阵 C 的 特征 向 量 %，Zo，…，W。 是 线性 无 关 的 ， 其 相应 特征 值 为 
Mi，HNa…，Hme。 于 是 ,可 将 从 表 为 : 

们 (一 oO1 十 as 十 十 on 


从 (8.2.44) 便 有 : 
四 汪 三 二 (1) 011 十 天 nm (Na) 0303 十 ,十 也 (1 ) On 


显然, 9m) 收敛 于 零 的 速度 由 zaax| Pu 人 hu) | 决定 。 所 以 ,为 使 送 代 过 程 收 伍 最 快 ,只 需要 选 
取 Pu(z) 为 所 有 汉 阶 多 项 式 中 使 下 式 达 极 小 值 者 即 可 : 
8(CPa(G)) 一 maz|Pu(D1=mn (8.2.45) 
也 (1 一 工 2 

和 8.2.2 节 中 讨论 渐 近 收 敛 速度 时 类 似 ， 定 义 如 下 数量 为 非 定常 选 代 法 (8.2.43) 的 渐 近 收 
敛 速度 : 
BR(P。(G)) -lim(- 二 In8(Po(G))) (0846) 
容易 验证 , 当 Pu(z) =zn 时 , (8.2.46) 与 (8.2.23) 是 相同 的 , 所 以 是 其 自然 的 推广 。 

由 于 记事 先 不 知道 , 所 以 极 小 化 问题 (8.2.45) 不 能 求解 。 为 实际 应 用 方便 ， 总 是 将 其 
蔡 之 以 如 下 极 小 化 问题 
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| max | 三 m(A) | 一 min 《mm>0) 
PT=1 
其 中 8e 为 包含 矩阵 @ 所 有 特征 值 心 的 最 小 凸 域 。 今 后 只 讨论 极 小 化 问题 (08.2.47)， 并 以 
其 解 管 卫 ， (2) 作为 要 求 的 最 优 多 项 式 。 自然， 我 们 有 ， 
InaX| 下 mw (Ha | ”Smax| 研 mA” (8.2.48) 
(二 ) 切 比 雪 夫 半 迁 代 法 
假定 矩阵 @ 的 特征 值 上 均 是 实数 ,并 满足 如 下 不 等 式 : 
xc<AMmsB8<T (ea<B) (8 2.49) 


(8.2.47) 


”这 里 , a 可 以 小 于 一 。 我 们 将 指出 , 在 这 种 情况 下 , 用 切 比 雪夫 多 项 式 构 成 的 半 迭 代 法 , 将 


使 原来 送 代 过 程 得 到 加 速 。 通 常 就 称 这 样 的 半 和 迭代 法 为 切 比 雪夫 半 送 代 法 。 
首先 引入 新 变数 7 


7 从 一 人 全 人 (8.2.50) 
显然 , 有: y(a) = 一 卫 y(B) = 二 且 当 几 满 足 (8.2.49) 时 ， 一 1<y<tl 同时 , 也 很 容易 验证 
5 -人 >1 (8.2. 晤 ) 


将 新 变数 ?7 代入 多 项 式 上 mw(Ay 中 ， ea 仆 7 的 多 项 式 &n (7/: 


这 样 一 来 ， 便 有 ， 
max |m 人 AD) | = Inaxi|Qn(7)| (8.2.52) 


于 是 , 极 小 化 问题 (8.2.47) 将 变 为 : 


maxz |Qn(?7)| =min (mm 疡 0) 
(8.2.53) 
本 用 Qn (2) 一 工 
这 个 问题 的 解答 是 : 

Qn (7) 一 Toa(7)VATm(z) 《8.2.5 二 ) 

其 中 ，4m O) 就 是 既 阶 切 比 雪 夫 多 项 式 , 其 表达 式 为 : 

| cos (marc cos2) ”ltzlsi 
To 人 (一 J)mscogh (2。 arocoghjzl) 17| 疡 工 ws 


(这 一 事实 的 详细 证 明 , 可 参看 [ 力 第 和 页 或 [19]pp. 302) 。 所 以 有 : 


Pa -Qu0D -go 人 (2 二 作 寺 人 


代 


此 外 ， 
min( max|1Pa(OD 一 ma Pa( -王八 二 人 ) /Po 人 | 一 古 (8.2.5) 


实际 计算 we 时 , 将 采用 切 比 雪夫 多 项 式 的 如 下 三 项 递 推 关系 式 ; 


本 刘 - 、， -rd Agrr orgrye ny ro moremt 





To(z) =1， Ta(o) 一 2 
t | G.2.50) 
于 是 


六 on+D 一 Te 2C 二 二 0 了 ) ,1 (2) -8(0) 


2C 一 (8 十 oa) 2 一 (8 十 a) 了 了 
-jl2(22 二 全 汪 ) To 人 一 5 一 ) 
划 20 一 9 ， 
Te 一 ] (2) | BE(0) 
_of 2 一 (8B 十 oa) 了 mm (2 ) m) 了 mi(Z) mm- 
中 有 一 0 | 二 了 m+1 | 卫 。G: 了 加 了 wii 责 di 7? 
将 9) 一 0 一 2 代入 上 式 ,并 注意 到 从 (8.2.7) 有 : 
站 2 人 Znmtz) 7 
请 一 G 


人 2) BC 一 0 了 n+1(2) 








并 利用 (8.2.56) 式 便 可 得 











0 风 BTa 全 (2) 放 了 -1(2) (wm- 4 Tm(2) 7 
0 
1)》_ 2 _ 语 十 Cw 0 
本 一 了 Go 二 d) 计 人 ) 
芒 令 pl= 工 pm 一 227， 1(2) /了 (2)， 从 递 推 关系 式 (8.2.56) 容易 证 明 ap 有 如 下 递 推 关系 式 : 
22 


丰 二 1 :全 Re 
es (8.2.57) 


An+i =-(1- 二 po (一 2， 35， …) 
前 面 的 计算 v” ?的 公式 现在 即 可 写 为 
SS 了 {[28 一 (8+a) 丰 om) 十 20} 十 (一 on)D 0 (8.2.58) 
(8.2.57) 和 (8.2.58) 两 式 就 是 对 于 一 阶 线性 定常 闪 代 法 (8.2， 太 7 的 切 比 雪夫 半 迁 代 法 
计算 公式 。 
现在 来 说 明 切 比 雪夫 半 选 代 法 将 使 原来 的 迭代 过 程 加 速 收敛 。 从 (8. 2 伯 ) 、\8.2. 和 9) 
及 (8.2.55) 知道 ; 





”SCP。(G))< 大 
但 是 


/4 (2) = 二 (CR 人 12 十 e-m'eos 人 
(因为 > 已, 利用 关系 式 
cogsh-z2z=jn(z 十 \W 沁 一] 

立即 可 以 推 得 : 





OO) 








CT 
一 -一 一，G 一 一 
其 中 了 十 \/ 工 一 a5 
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从 半 迭 代 法 渐 近 收 伍 速 度 的 定义 (8.2.46) 得 知 ， 
1 工 277 
BCPn(G))>lim 人 一遍 到 万 Te lim( 一 元 一世 
另外 有 
了 (CC) 入 有 RCPG)) 往 一共 





2 一 jg 
TI+ 主 ”9 


这 样 一 来 ， 便 有 : 


及 (PC 一 ]g 立 三 口 有 
旋 而 SC YY 人 沿 ) 


也 就 是 说 , 当 接近 于 工时, 切 比 雪夫 半 先 代 法 的 渐 近 收 僵 速度 将 较 原来 -- 阶 线性 定常 适 代 
法 (8.2.7) 的 渐 近 收敛 速度 大 得 多 。 这 样 , 当 CG 的 特征 值 都 是 实数 时 , 采用 切 比 雪夫 半 和 迭代 
法 来 加 速 原 有 的 一 阶 线性 定常 选 代 法 , 总 是 会 得 到 收敛 速度 的 改进 的 。 

当 @G 的 特征 值 为 复数 时 切 比 雪夫 半 迁 代 法 的 加 速效 果 将 大 为 减 小 。 如 果 包含 矩 阵 @G 
全 部 特征 值 的 最 小 凸 集 8e 与 某 个 较 扁 平 的 权 圆 相近 (例如 G 的 特征 值 的 虚 部 均 较 小 )， 可 
以 证 明 , 适当 选取 参数 及 B 后 , 前 述 的 切 比 雪夫 半 迁 代 法 仍然 是 收敛 的 , 但 加 速效 果 已 天 
为 降低 。 随 着 该 棋 圆 扁平 程度 的 减少 ， 加 速 的 效果 愈 降低 ,直至 该 查 圆 变 为 某 个 圆 |z| < 
时 ， 根 据 函 数 逼近 论 的 熟知 结果 , 在 复 平面 的 圆 |z| 三 叉 上, 与 零 偏 差 最 小 的 和 次 多 项 式 为 
s"。 即 可 看 到 , 前 述 的 加 速 迁 代 过 程 的 办 法 将 是 无 济 于 事 的 , 此 时 最 有 效 的 是 将 原来 的 迁 代 
过 程 本 身 重复 咱 次 。 

(三 ) 简 单 迭 并 法 的 切 比 雪夫 加 速 

如 前 节 所 述 , 切 比 雪夫 半 和 迭代 法 仅 对 矩阵 @ 的 特征 值 全 为 实数 时 才 是 有 效 的 。 所 讨论 
过 的 几 种 一 阶 线性 定常 迁 代 法 中 ， 逐 次 松弛 法 的 迭代 答 阵 当 w~ wo 时 ， 一 般 具有 复 特征 
值 ， ee 
经 切 比 雪夫 加 速 后 
凡生 We 这 里 , 仅 讨 论 基于 简单 迭代 法 的 
切 比 雪夫 半 和 迭代 法 。 

假定 方程 组 4u& = 五 的 系数 符 阵 是 对 称 正定 的 。 其 相应 的 简单 迭代 法 可 以 表 为 : 

2 一 用 2 十 C 

其 中 召 = 7 一 : 4 万 =diag(cs) 为 正定 的 对 角 线 矩 阵 ，c 一 刀 -:.6。 

由 于 容 - 及 再 万 于 一 7 一 万 4 万 至 为 对 称 和 矩阵， 所 以 ,各 的 特征 值 为 实数 ， 从 而 思 
的 特征 值 均 为 实数 。 同时 ， 由 于 刀 4 刀 是 正定 抢 阵 ， 召 的 特征 值 还 应 该 是 小 于 工 的 
实数 。 这 样 一 来 , 便 可 以 找到 常数 和 6, 使 得 召 的 特征 值 内 满足 关系 式 (8.2.49)。 根据 
(8.2.57) 和 (8.2.58), 采用 简单 迭代 法 的 切 比 雪 夫 半 迭代 法 就 可 表 为 : 


(w+IL) 一 _pPm+l Gm) 二 ， ( 费 一 1) 
2 人 081] ”十 2} 十 (人工 一 nt (8.2.89) 


= 一 1， 9) 





其 中 pn 按 (8.2.57) 计 算 。 
如 果 和 矩阵 4 是 彩 如 (8.2. 36) 的 具有 相 容 次 序 和 性 质 “42 的 矩阵 ， 从 定理 2.9 得 知 矩阵 


名 对 于 这 一 极限 关系 的 详细 计算 , 可 参阅 [19] Pp. 853。 
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如 的 谱 半径 8( 吾 ) <1， 故 可 以 令 68= --a=8(B)。 因 此 ， 切 比 雪夫 半 迭 代 法 的 计算 公式 可 
写 为 ; 
bn 一 pn (到 omTc) 十 代 一 pa。OmD (mm 一 0 1 2 …) 
Pi 一 二 
p3 一 2/ (2 一 8( 轧 )) 
po 一 (1 一 卫 .8(B)2 pn) (Cn=2. 3 …) 


(8.2.60) 


根据 前 节 的 讨论 , 其 渐 近 收敛 速度 应 为， 


S( 了 3) /TI 一 (万 5 
Rn(B))> 一 -ERE-- ER 5 


但 从 (8.2.41) 得 知 , 此 时 逐次 松 弛 法 (o=am 时 ) 的 渐 近 收 敛 速度 为 


及 (Zooot) 一 一 ]g(oowr 一 力 一 -z( 行 ， 5) 
所 以 , 当 和 抢 阵 4 为 对 称 正定 量具 有 性 质 “4 和 相 容 次 序 的 符 阵 时 ,从 渐 近 收 倒 速 度 来 说 , 逐 
次 松弛 法 (@= wort) 为 基于 简单 迭代 法 的 切 比 雪夫 半 选 代 法 的 两 信 。 

我 们 也 可 以 根据 二 循环 和 抢 阵 的 特点 , 将 切 比 雪夫 半 和 迭代 法 的 公式 加 以 改写 , 使 其 收敛 速 
度 增 加 一 倍 , 从 而 达到 与 逐次 松弛 法 相同 的 效果 (详细 讨论 可 参见 [13] pp. 138) 。 不 过 , 其 
使 用 起 来 不 够 方便 , 故 这 里 不 再 讨论 。 总 之 , 当 系数 和 矩阵 4 为 对 称 正 定 抢 阵 且 具有 性 质 “4 
和 相 容 次 序 时 , 采用 逐次 超 松弛 法 一 般 说 来 是 较为 有 利 的 。 

如 果 矩 阵 4 是 对 称 正定 矩阵 , 但 不 具有 性 质 “.42 或 非 负 性 等 特点 , 则 一 般 来 说 ,逐次 松 
弛 法 将 收敛 较 慢 。 此 时 ， 采 用 切 比 雪夫 半 迭 代 法 可 能 获得 较 好 的 效果 。 但 按照 (8.2.59) 计 
算 时 , 其 存储 需要 量 将 有 所 增加 (需要 存放 相 邻 两 次 的 近似 向 量 gw、pm-D) 。 也 可 以 导出 
只 需要 一 片 存储 区 的 切 比 雪 夫 半 和 迭代 法 公式 , 其 收敛 速度 仅 稍微 降低 一 些 ( 详 见 本 书 第 十 三 
章 )。 可 视 具体 情况 来 决定 迭代 方法 的 选取 。 





8S.2.4 分 块 送 代 法 

(一 ) 分 闫 迭代 法 的 计算 过 程 

前 面 讨论 的 和 迭代 法 通常 称 之 为 显 式 (或 点 ) 和 迭代 法 。 其 特点 是 求 新 的 近似 解 时 逐个 分 量 
地 决定 , 即 是 说 , 每 次 从 已 有 的 近似 解 分 量 求 出 一 个 新 的 近似 解 分 量 , 如 此 逐个 地 求 下 去 , 直 
到 求 得 全 部 分 量 为 止 。 然 后 , 重复 此 过 程 。 由 于 每 次 只 求 一 个 分 量 , 故 可 直接 显 式 地 求 出 其 
值 ,所 以 称 为 显 式 迭代 法 。 又 由 于 一 个 分 量 通常 与 本 加 型 偏 微分 方程 边 值 问题 数值 求解 中 
一 个 网 格 点 上 的 未 知 数 相对 应 , 所 以 又 称 为 点 迭代 法 。 

这 里 要 讨论 的 分 块 送 代 法 在 确定 新 的 近似 分 量 时 是 分 组 确定 的 。 即 先 将 要 求解 方程 组 
的 所 有 方程 式 和 未 知 数 进行 分 组 ,使 每 一 方程 式 和 未 知 数 均 属 于 且 仅 属 于 一 个 组 。 进行 适 
代 时 ,从 每 一 个 方程 式 组 中 同时 确定 相应 的 一 组 新 前 近似 解 分 量 , 如 此 按 组 计算 下 去 , 直到 
求 得 全 部 新 的 近似 解 分 量 为 止 。 然 后 重复 此 过 程 。 从 符 阵 形式 来 看 ,就 是 先 将 系数 矩阵 4， 
解 向 量 & 和 自由 项 六 进行 分 块 ， 然 后 将 每 一 子 块 视 为 一 个 元 素 ， 并 按 想 点 迭代 法 的 类 似 公 
式 进行 迭代 。 例 如 , 将 (8.2.1) 的 系数 矩阵 , 解 向 量 和 自由 项 进行 如 下 分 块 : 





41，41，…， 4 1 三 7 
4 4 ””) sx 7 ， ， (8.2.61) 


na …，4 人 ur 7 媚 
其 中 ， 4 为 u 阶 方 阵 ; Li 、 尼 为 四 维 向 量 ; 45 为 站 xX 几 维和 矩阵 。 然后 ， 将 4 及 Li 8 
等 视 为 元 素 。 仿 照 (8.2. 相 式 , 即 可 得 到 分 块 简单 迭代 法 的 下 列 计算 公式 . 
1 一 一 4 这 .40 加 十 … 一 4 违 ,4arD7 罗 十 4 二 , 玉 : 
和 一 4 二 .407 总 一 4 过 4317 凤 … 一 4 所 十 4 已 


和 


LU 人 = 一 4 DZ 史 一 4 动 4 07 一 … 一 4iaar。 4aur-i Li 十 生 码 .3 
或 者 写 为 : 
4 = 一 4s17 纪 一 … 一 4axD7 史 十 万 ， 
17Yt 一 一 4 一 4ss17 和 一 … 一 4art7 央 十 已， (8.2.62) 


人 


at7UiD= 一 4rt7 色 一 it 一 … 一 4xx_it7 罗 十 五 ， 

进行 迭代 时 ， 可 可 以 从 第 一 组 方程 式 解 出 m 个 未 知 数 PE ， 然 语 从 第 二 组 方程 式 解 册 
%s 个 未 知 数 !7&+, 如 此 等 等 。 

由 于 从 每 一 个 组 中 解 出 相应 未 知 数 雷 要 求解 某 蔚 阶 数 拉 低 的 方程 组 LTP 不 
能 象 点 选 代 那 样 将 未 知 数 显 式 地 解 出 来 ,所 以 这 种 送 代 法 称 为 隐 式 选 代 法 。 此 外 , 由 于 和 矩阵 
的 子 块 或 解 向 量 的 子 向 量 与 点 迭代 法 中 矩阵 元 素 或 向 量 分 量 的 位 置 相当 ， 故 又 称 为 块 迁 代 
法 。 在 解 边 值 问题 时 ， 常常 把 一 条 或 几 条 网 格 线 上 的 所 有 未 知 数 分 在 一 个 组 内 ， 故 又 称 为 线 
和 送 代 法 。 

可 以 用 直接 法 求解 块 闪 代 过 程 中 的 低 阶 方程 组 。 由 于 这 些 子 方程 组 阶 数 较 低 日 往往 具 
有 某 种 特殊 形状 , 例如 三 对 角 线 型 等 等 , 故 其 求解 是 容易 的 。 这 就 使 得 块 选 代 法 有 时 较为 有 
效 。 

(二 ) 闫 松弛 法 

现在 来 讨论 一 种 比较 常用 的 分 块 送 代 法 一 一 块 松 弛 法 。 

假设 方程 组 hu 一 已 的 系数 抢 阵 4, 解 向 量 & 及 自由 项 员 有 形 如 (8.2.61) 的 分 块 形式 。 
如 果 我 们 将 子 块 hv、Z7、 瑟 , 视 为 元 素 , 完全 仿 黑 逐次 松弛 法 (8.2.26; 的 计算 公式 ,立即 可 
以 得 出 如 下 块 松弛 法 的 计算 公式 ; 四 

heD8- 人 L- 屿 40 二 吉 丽 -号 408 一 六 4DP .2.63) 
(=1 2 …， 11) 
其 中 中 为 松弛 因子 。 

求解 PH 时 ,可 以 采用 高 斯 消去 法 。 许多 情况 下 ，4。 为 三 对 角 线 型 或 带 型 矩阵 这 
时 可 以 采用 本 章 .8$ 8.1+ 所 叙述 的 追赶 法 或 带 型 矩阵 消去 法 来 求解 。 当 和 矩阵 4 是 对 称 正 定 矩 
阵 时 ，4v 亦 应 是 对 称 正定 的 ， 追赶 法 和 消去 法 的 数值 稳定 性 均 能 得 到 保证， 其 工作 量 亦 比 
较 节 省 (参看 本 章 88.1)。 


如 果 4 人 对 角 线 型 矩阵 , 还 可 先 将 4， 分 解 为 如 下 形式 ， 
44= .DTz77 (8.2.64) 
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其 中 , 用 为 正定 对 角 线 型 矩阵 ; 人 为 单位 上 三 角形 和 矩阵 ( 仅 有 一 条 次 对 角 线 元 非 夫 )。 反复 
求解 QH 时 , 即 变 为 求解 方程 组 
人 7 (DT -D-b (8.2.65) 
其 所 需 完成 的 总 运算 量 将 更 加 减少 ( 详 见 [19] pp. 442)。 类 似 作法 ,也 可 应 用 到 4u 为 五 对 
角 线 或 多 对 角 线 的 情形 。 
块 松 好 法 的 收敛 条 件 与 逐次 点 松弛 法 类 似 。 例 如 , 完全 仿照 证 明定 理 2.6 的 办 法 , 可 以 
证 明 如 二 定理 : 
定理 2.12 车 4 为 对 称 怎 阵 ，4s 为 正定 矩阵 (= 1 2 …，M)， 且 0<o<2 则 逐次 
块 松弛 法 (8.2.63) 收敛 的 充 要 条 件 为 4 是 正定 矩阵 。 
逐次 点 松弛 法 中 的 “性 质 4" 亦 可 推广 到 逐次 块 松弛 法 中 来 ， 并 有 与 定理 2.9 类 似 的 结 
果 等 等 。 例 如 , 对 应 于 (8.2.64+) 中 和 矩阵 4 的 分 块 形式 ,我 们 可 定义 如 下 M 阶 和 矩阵 2: 
2 一 [2 ms 一 | 和 
二 车 4z0 
当 齿 阵 z 具有 “性 质 42? 时 , 我 们 就 称 矩 阵 4 有 “性 质 4x2。 当 和 拖 阵 z 有 相 容 次 序 时 , 和 抢 阵 
4 就 称 为 具有 zx 相 容 次 序 (我们 用 符号 天 表示 该 种 确定 的 分 块 方式 )。 对 于 有 性 质 4 的 
r 相 容 次 序 对 称 正 定 抢 阵 4 逐次 块 松弛 法 (8.2.63) 的 最 优 松 弛 因子 为 : 


(mg 2 
Co 泛 人 


(8.2.66) 


(8.2.67) 


相应 迁 代 和 了 上 的 谱 半径 为 : 
四 SC ) = 名 -1 (8.2.68) 

其 中 , 克 a 为 矩阵 罗 - 1 一 D-. 4 的 谱 半 径 ; 万 = diag( 4) 。 关 于 这 方面 的 详细 讨论 ,可 己 
人 参见 [19] pp. 445。 

逐次 块 松弛 法 的 实际 效果 有 时 是 较 显著 的 。 特别 是 采取 将 4x 分 解 为 也 Y77D 的 措 
施 后 , 每 迭代 一 次 的 工作 量 与 点 迭代 相 兰 不 多 , 但 收敛 速度 却 提高 了 , 因而 可 以 获得 较 好 效 
果 。 此 外 , 某 些 矩 阵 没有 性 质 4, 但 适当 分 块 后 却 具 有 性 质 4*) 例如 , 拉 普 拉 斯 方程 的 九 点 
差分 方程 式 以 及 重 调和 差分 方程 的 相应 抢 阵 就 是 如 此 。 这 样 一 来 ， 对 这 些 问 题 ， 就 可 以 应 
用 逐次 块 松 好 法 求解 它们 , 从 而 获得 比 点 松弛 法 较 高 的 收敛 速度 。 还 有 一 些 情 况 , 例如 边 值 
问题 的 求解 区 域 为 狭长 的 带 状 或 是 对 角 线 上 子 块 4u 的 模 比 较 大 时 , 使 用 逐次 块 松弛 法 也 
是 较为 有 利 的 。 所 以 , 根据 问题 的 具体 情况 , 适当 使 用 逐次 块 松 弛 法 , 有 时 可 以 获得 较 好 效 
果 。 但 是 ,应 该 指出 , 由 于 每 次 迭代 的 计算 工作 量 增加 , 尽管 收敛 速度 有 所 提高 , 但 有 时 却 得 
不 到 减少 总 的 计算 时 间 的 效果 ， 特别 是 当 乱 隆 4 的 形状 较 复杂 , 或 者 求解 它们 的 程序 效率 
不 高 时 , 更 是 如 此 。 

除 块 松 弛 法 外 , 还 有 一 种 对 某 些 特殊 问题 有 效 的 方法 , 即 所 谓 隐 式 交替 方向 迭代 法 。 它 
也 可 以 看 作 是 一 种 分 块 送 代 法 , 但 其 分 块 的 方式 不 是 固定 不 变 的 , 而 是 采取 两 种 分 块 方式 交 
替 使 用 的 办 法 ， 并 且 在 分 块 时 引入 了 某 些 加 速 收 全 的 参数 ， 故 与 一 般 的 块 移 代 法 又 有 所 不 
同 。 

交替 方向 法 对 于 满足 其 可 交换 条 件 的 某 此 问题 (例如 矩形 区 域 上 波 松 方程 第 一 边 值 问 
题 的 相应 差分 方程 ) 是 非常 有 效 的 。 此 外 , 实际 计算 的 经 验 表明 , 即使 可 交换 条 件 不 满足 , 交 
替 方 向 法 有 时 还 是 可 以 有 效 地 使 用 。 例 如 , 对 于 石油 工业 和 核反应 堆 物 理 中 的 某 些 问题 , 交 
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替 方 向 法 就 是 有 效 方 法 之 一 。 不 过 , 对 于 大 多 数 不 满足 可 交换 条 件 的 情况 , 交 夫 方 向 法 如 何 
有 效 使 用 的 问题 还 未 得 到 解决 。 由 于 这 一 原因 ， 交 蔡 方 丫 涂 的 使 用 范围 罗 为 狭 鹤 ， 这 里 不 皇 
讨论 。 读 者 可 以 参阅 [区 13、14、19] 。 


8.2.5 共 斩 斜 量 法 


共 扳 斜 量 法 是 一 种 非 线性 闪 代 法 , 它 适用 于 系数 矩阵 为 对 称 正定 的 情况 。 由 于 不 需要 
选取 任何 迁 代 参数 , 所 以 使 用 比较 方便 。 同 时 ， 如 果 没 有 舍 入 误差 , 理论 上 它 能 保证 最 多 从 
代 步 局 为 方程 组 的 阶 数 ) 便 求 得 精确 解 , 因而 实质 上 也 是 -一 种 直接 法 。 目 前 , 共 恩 斜 量 法 
的 使 用 已 较为 普遍 。 实 际 计算 表 明 , 与 前 面 讨 论 过 的 几 种 迭代 法 相 较 , 在 很 多 情况 下 其 优越 
性 是 显著 的 。 此 外 , 共 斩 斜 量 法 还 可 以 直接 推广 至 求解 非 线性 方程 组 和 求 函 数 极 小 值 问题 ， 
并 已 成 为 目前 求解 非 线性 方程 组 和 函数 极 小 值 的 有 效 方法 之 一 。 共 二 斜 量 法 的 主要 缺点 
是 与 其 它 欠 代 法 相 较 ， 需 要 的 存储 量 较 大 (大 约 需 要 3m 至 4n 个 单元 来 存放 近似 解 及 余 量 
等 ), 此 外 , 每 迭代 一 步 需要 的 计算 量 也 大 一 些 。 但 是 , 它 和 所 有 迭代 法 一 样 ， 对 于 高 阶 稀 政 
符 阵 问题 都 不 需要 反 个 单元 来 存放 和 矩阵 的 元 素 。 所以, 对 于 这 类 问题 来 说 ， 只 要 计算 机 的 
存储 容量 不 是 很 小 ,上述 存储 量 方面 的 侧 点 不 是 很 重要 的 。 

(一 ) 等 价 极 小 值 问 题 

如 果 我 们 要 求解 线性 方程 组 ， 


4 -5 或 衬 oomu-= (= 2 由 (8.2 .了 


并 且 在 本 节 中 我 们 假定 其 中 系数 答 阵 4 为 对 称 正定 矩阵 。 
这 一 问题 可 以 转化 为 寻找 下 列 二 次 函数 的 极 小 值 问题 ， 


万 (on) - 末 (44 t) 一 雪 - 豆 阅 oooun 三 Da (8.2.69) 


上 述 事实 的 证 明 是 很 简单 的 。 因为 利用 矩阵 4 的 对 称 性 ， 不 难 验证 二 次 函数 (x) 对 
w 的 偏 导数 为 : 
二 -站 六 一 一 和 
即 是 说 : 
grad 万 (&) 一 4U 一 太一 一 人 (8.2.70) 

所 以 ， 将 任意 向 量 & 代入 方程 式 (8.2.1) 中 所 得 的 剩余 向 量 了 一 8 一 4u 与 函数 忆 在 该 向 量 
处 的 梯度 向 量 反 号 。 当 函数 媚 在 某 个 向 量 处 取 极 小 值 时 , 自然 其 梯度 应 为 零 向 量 , 所 以 ,与 妈 
相应 的 剩余 向 量 Y 亦 为 零 向 量 , 即 & 为 方程 式 (8.2.1) 的 解答 。 另 一 方面 , 如 果 & 为 方程 式 
(8.2.1) 的 解答 ,那么 函数 已 在 向 量 2 处 之 梯度 应 为 零 向 量 ， 所 以 , & 是 函数 五 的 稳定 值 。 
但 是 , 因为 系数 矩阵 4 是 正定 矩阵 , 故 使 其 梯度 为 零 的 向 量 只 有 一 个 ; 并 且 用 泰 勤 展 开 的 办 
法 也 容易 验证 函数 九 在 该 处 只 取 极 小 值 。 这 样 一 来 ,我 们 就 有 如 下 定理 : 

定理 2.13 任意 向 量 & 为 对 称 正定 方程 组 (8.2. 刁 的 解 的 充 要 条 件 是 , 向 量 妇 使 
(8.2.69) 所 定义 的 二 次 函数 环 (&) 达到 极 小 值 。 

根据 这 个 定理 ,我 们 就 可 以 把 求解 对 称 正 定 线性 代数 方程 组 (8.2.1) 的 问题 转化 为 求 函 
数 丈 (az) 的 极 小 值 问题 。 从 这 个 思想 出 发 建立 起 来 的 迭代 法 ,一般 称 之 为 极 小 化 方法 , 苍 
斜 量 法 就 是 其 中 之 一 。 
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(二 ) 共 辑 斜 量 法 的 基本 步骤 及 计算 公式 

各 种 极 小 化 方法 , 例如 , 最 速 下 降 法 、 巷 方向 法 、 共 却 斜 量 法 以 及 对 称 正定 矩阵 的 松弛 
法 等 等 ， 其 计算 的 基本 步骤 大 都 是 从 任意 初始 解 向 量 & 出 发 ， 沿 着 某 个 适当 的 方向 向 量 多 
来 修正 它 , 从 而 得 到 一 个 新 的 近似 解 向 量 几 一 & 十 友 公 为 参数 ), 并 使 得 函数 王 在 经 处 的 值 
小 于 在 刀 处 的 值 。 然 后 对 妈 再 重复 类 似 的 步骤 。 这 样 不 断 地 对 其 修正 下 去 , 每 步 均 使 函数 
刀 之 值 减少 , 最 终 即 可 求 得 使 函数 不 (&) 达 极 小 值 的 解 向 量 .9w*。 关键 问题 在 于 每 一 步 的 修 
正方 向 多 如 何 选择 , 各 种 极 小 化 方法 之 间 的 区 别 也 在 于 此 。 为 了 说 明 共 斩 斜 量 法 中 修正 方 
向 了 的 选择 问题 , 必须 对 函数 环 (a) 的 值 在 修正 前 后 的 变化 有 进一步 的 了 解 。 

很 明显 , 我 们 有 如 下 等 式 : 


Pt) = 也 人 十 绍 ) 于 [4 人 十 押 )， (ae 十 声 )] 一 (52 十 雪 ) 
= 志 (4u， ee 思 ) 十 吉 蕊 (4 了 有 ) 一 (六 ，U) 一 碟 D， 力 ) 
一 于 2(4p, 了 ) 一 tr 加 十 GD (8.2.71) 
自然 , 决定 参数 了 的 办 法 是 使 下 (4 ) 尽 可 能 地 小 ， 这 样 便 有 如 下 条 件 : 


人 -14p， 用 ) 一 (7， 罗 ) 一 0 
由 此 得 知 ， 
TO) Ri 
如 in 1 其 中 ,9 一 0 4 《8.2.72) 





(注意 , 由 于 /di= (42D，2D) >0, 所 以 ,由 上 式 决 定 的 如 mn 必 使 丈 达 到 极 小 值 )。 
将 这 个 i 值 代 入 五 (&) 的 表达 式 (8.2.71) 中 , 很 容易 求 得 : 
4 太一 下 (十 to 多) 一 态 () = 一 部 于 20<0 ( 当 Cr, 个 关 0) (8.2.73) 
于 是 , 当 (PP， 且 ) 灶 0 时， 下 (tt') 之 值 总 是 小 于 也 (o) 的 。 自 然 , 修正 方向 也 不 能 与 被 修正 
向 量 妈 相应 的 余 量 值 7 正 交 , 否则 4 思 = 0, 便 得 不 到 任何 改进 。 但 是 , 可 以 证 明 ,， 相 应 于 修 
正 后 向 量 妈 的 余 量 名 一 5 一 4 必 与 修正 方向 正 交 。 这 是 因为 : 
(r， 2) 一 (0 一 4 了 D) 一 (0 一 (42 十 各 mv4P)， 有 ) 
一 (fr，2) 一 加 in(42D, 了 p) 一 0 
从 上 述 简 单 讨论 得 知 ， 只 要 修正 方向 卫 不 与 被 修正 的 向 量 & 相应 的 余 量 了 正 交 , 我 们 
总 可 以 使 函数 至 之 值 减 小 , 从 而 得 到 一 个 较 好 的 近似 解 色 。 人 们 自然 会 想到 , 函数 下 之 值 
增加 最 快 的 方向 是 其 梯度 方向 ,那么 , 取 函 数 媚 在 向 量 & 处 的 负 梯 度 方向 ( 即 剩余 向 量 ) 作 
为 修正 方向 畏 似 乎 是 最 好 的 。 按 照 这 个 思想 导出 的 方法 就 是 所 谓 的 最 速 下 降 法 ， 其 计算 公 
式 很 容易 从 前 面 的 讨论 和 (8.2.72) 式 推 得 如 下 ; 
任 取 初 始 向 量 We 
一 一 4 
(人 人， 们 ()) 
( 470)， 信 ()) 
254+1 一丝 人 ) 十 友 化 ) 


从 (8.2.73) 可 知 , 按 最 速 下 降 法 计算 一 步 , 函数 五 的 值 将 变化 4 


=012.) (8.2.74) 
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47 一 -- 亏 -和 宁 <0 (只 要 9) 关 0) (8.2.75) 
由 此 可 见 ， 函 数 环 之 值 将 单调 减少 直至 其 极 小 值 ; 2 7 亦 将 收敛 至 要 求 的 解 问 量 &。 
然而 ,理论 分 析 与 实际 计算 均 表 明 最 速 下 降 法 收敛 较 慢 。 特别 是 对 于 病态 的 方程 组 更 是 如 
此 , 因而 , 目前 最 速 下 降 法 使 用 得 较 少 。 
在 共 图 量 法 中 ,修正 方向 的 选择 是 按照 满足 所 谓 共 氏 关 系 的 原则 来 进行 的 具体 来 说 , 
从 初始 向 量 &5 出 发 ,第 一 步 仍 取 负 梯度 方向 为 修正 方向 , 即 取 2 一 ?一 一 grad 太 CU )。 
于 是 有 ; 
人 (人 ) = 2640) 十 01。 儿 风 人 (0) 十 0 1。 信 (0) 
| (0) (OO0) (90 ， 力 CD) (8.2.76) 
人 (Cr TD) 42 2D0) 
对 于 以 后 各 步 , 例如 第 天 步 人 这 2) ,修正 方向 不 再 取 为 9 而 是 在 通过 点 VE 1 并 由 
向 量 ?9 和 一步 的 修正 方向 2 所 作 的 二 维 平 r K- 1 
面 rz 内 ， 找 出 使 函数 刀 减 少 最 快 的 方向 作为 修正 方向 
2 忆 。 如 图 8.10 所 示 ， 通 过 点 We 并 由 疝 量 9 3 和 
24-35 所 作 的 二 维 平面 ro 与 ” 维 椭 球 面 且 (il) 一 下 (&c 3) 
相交 于 一 个 椭圆 (图 中 虚线 )。 由 于 &c 是 在 通过 2 2 
沿 25-0 方 向 的 直线 上 函数 之 极 小 点 , 所 以 ，D84 5 必 
与 该 梢 圆 相 切 于 点 &e -25。 在 平面 mx 上 函数 不 取 极 小 加 
值 之 点 显然 是 这 一 椭圆 的 中 心 M， 所 以 ， 我 们 应 取 图 中 图 和 
通过 中 心 点 的 方向 2 来 作为 修正 方向 。 这 一 方向 就 是 对 于 该 查 圆 来 说 与 切线 pe&- 共 
弧 的 方向 , 它们 将 满足 如 下 共 柜 关系 式 ( 见 [6] 8.68): 罗 
(4200 20 0) 一 (DC .42 二) 一 0 (8.2.77) 
由 于 20) 属于 平面 zz， 所 以 , 它 可 表 为 Ye- 和 20 5 的 线性 组 合 ， 且 re- 的 系数 必 不 等 
于 零 。 将 其 适当 归 一 化 后 20 必定 可 以 表 为 如 下 线性 组 合 形式 
一 十 ev240 (=2， 3 4 ，…) (8.2.78) 
同时 ， 从 pm 与 0- 志 满足 共 斩 关 系 (8.2.77), 即 可 推 得 : 
(GD)，47D 
ar- 一 一 TO 本 Do (2 3 和 (8.2.79) 
在 这 样 确定 的 修正 方向 2 上 找 出 极 小 点 来 , 就 得 到 如 下 关系 : 
弘 人) 一 到 伙 一 已 十 OU 用人 2 加 
形 一 工 基 
人 (2 3 .4 (8.2.80) 
以 上 这 些 就 是 共 生 斜 量 法 的 主要 计算 步骤 。 实 际 计算 中 , 常 将 上 述 公 式 进行 一 些 简化 , 从 而 
得 到 一 个 形式 上 更 为 简单 亏 对 称 的 计算 公式 。 
首先 , 从 (8.2.80) 有 : 
Yo) 一 六 一 4400 一 太一 一 8243 一 or 加 一 7 一 Ix， pm (8. 史 信 81) 
这 一 公式 可 以 用 来 递 推 地 计算 7。 由 于 42D4% 在 计算 or 人 所 以 不 必 将 8) 
再 代入 方程 中 去 计算 ?2, 因而 节省 一 些 计 算 工 作 量 。 
其 次 ,大 家 知道 &o 是 函数 环 在 整个 平面 咪 内 的 极 小 点 ; 向 量 ?CQ) 为 函数 五 在 点 89， 
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处 的 负 梯度 向 量 。 从 前 一 事实 我 们 得 知 平面 wx 必 与 椭 球 面 五 (to = 三 ( …) 相 切 于 点 经 。 
从 后 一 事实 得 知 fr ”… 必 与 函数 五 的 等 值 曲 面 和 正 交 于 点 & …， 即 全 ”将 与 平 
面 rz 正 交 。 这 样 便 有 

(7 信 (-1)) 大作 
(900，120TD) 一 0 (2，3， 4，…) (8.2.82) 
(7 厂 0D) 一 0 
利用 这 些 关系 ， 即 可 将 计算 er-1 及 9 的 公式 进行 简化 。 
由 (8.2.82) (8.2.78) 知 ， 
(人 4-D， 儿 (全 ) 一 《分 和 2) 十 ej- ea 2， 力 人 ED) 一 (人 0D， 休 汪 )) 


所 以 ,从 (8.2.80) 有 : 


ro- ， 们 (一 0 
由 (8.2.83) 和 从 的 正定 性 可 知 , 当 当 ra- ”0 时 ， 总 有 9z>0。 这 样 一 来 ， 从 (8.2.81)、 
(8.2.82) 又 可 得 : 


(0 (8.2.83) 


4740x-1D=- (个 尼 一 一 他 2)) (8.2.84) 
dd 一 1 
以 及 (人 人 k 一 1)， 1-D) 二 [(Yr-1 分 (一 2) E ( 信 1)， 1%-2) ] 


过 1 ro- 了 他 (一 2) 
1 


《0 4 EDP 多 ) 且 > (pe 们 一 仿 一 站 Go 信任 人) 
帮 一 工 


所 以 ， 我 们 可 将 计算 er-l 的 公式 (8. 7g) 化 为 
(rr-D，yG-D) 
Ex 一 (FE 六 GE-) 
同样 , 当 rz-i 夭 0 时 ,总 有 ex-i>0。 
综 上 所 述 , 利用 (8.2:83)、(8.2. 80)、 和 2.81) (8.2.85) 和 (8.2. 人 我 们 可 将 共 k 轧 余 
量 法 的 计算 公式 归纳 如 下 ; 
(1) 任 取 初始 向 量 wo 并 计算 
个 (0) 一 万 一 WO) 力 四 一 信 (9) 


(2) 对 于 /一 工 ， 2 2 重复 如 下 计算 : 


(本 下 : 则 全 082.85) 


(和 全) (和 必定 人 人) 
dx 一 CDe7 力 5 | 1 一 (PE3， 人 5) (9 
2 一 24-D 二 OopD Do 一 ro 十 el .DG 
六 一 六 -0 一 os42D00 或 者 [920， 作 人 -1)) (8.2.86) 

一 一 一 人 一天 一 ET 一 . 
(， 人 0D) (4P ,2 ) 本 

6 一 TFTD TOET &() 一 到 一 1 十 IOx。 “力作 ) 
及 +1T) 一 分 人 十 6x。 人 力 光 ) 人 


(三 ) 共 冰 斜 量 法 的 基本 性 质 二 
共 氏 斜 量 法 (8.2.86) 的 如 下 基本 性 质 对 于 理解 和 使 用 它 它 是 有 重要 意义 的 。 我 们 将 这 些 


性 质 归 纳 为 两 个 定理 。 
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定理 2.14 共 斩 斜 量 法 (8. 2 逐次 修正 向 量 1 2, …), 形式 一 个 共 生 
向 量 组 , 即 满足 关系 ; 


(pw pw- (Gz 放 (8.2.87) 
逐次 剩余 向 量 (= 0，1，2,，…) 形 成 一 个 正 交 向 量 组 , 即 ; 
(PrGO，19)) 一 0 ( 关 作 (8.2.88) 


根据 这 个 定理 可 以 得 知 , m% 十 工 个 向 量 90，902 …，9o) 中 必 有 一 个 零 向 量 。 因 为 它们 
是 交 维 空间 中 的 正 交 向量 组 ， 其 中 非 零 向 量 的 个 数 是 不 可 能 超过 m 个 的 。 若 某 个 8 一 0， 
自然 其 相应 向 量 &a) 就 是 要 求 的 解 向 量 &U*。 因 而 , 又 得 到 下 列 定理 。 

定理 2.15 ”按照 共 斩 斜 量 法 (8.2.86) 最 多 计算 m 步 (m 为 方程 组 的 阶 数 )， 便 可 得 到 方 
程 组 (8.2.1) 的 真 解 we*。 

定理 2.14 的 证 明 可 以 用 归纳 法 来 进行 ， 下 面 我 们 将 其 简 述 之 。 


归纳 法 的 假设 为 : 
在 第 不 步 作 关 蕊 计算 后 , 如 下 关系 成 立 : 
(re 990) 一 0 ij(0<5js1 08.2.89) 
(2 4p0) =0 5 月 (8.2.90) 
且 0，YG0)，。。 .人 () 均 不 为 零 向 量 。 
归纳 法 的 结论 为 
向 量 有 应 满足 如 下 关系 : 
(BarD， 4DO) =0 (J=1 2 0 (8.2.917 
Re 9 人 ) 一 0 9 0 1， 2，…， 侧 (8.2.92) 


证 明 ; 当 放 = 1 时 ， 贸 几 2oi 的 定义 (8.2， 78) 和 (8.2. 79) 容易 推 知 (8. 2. 9 了 是 成 立 的 。 
当 T<j < 时 ,从 (8.2.86) 和 (8.2.90) 得 知 : 
(DG+D，4D0) = (站 0D，420) 上 + DO) 一 (90D，4pGD) 
再 从 (8.2.84) 即 得 : 
(per 47p9G)) 二 [ (中 访 9)) 一 (人 (to)，Yr9-D)] 


由 归纳 法 假设 和 %j>0, 立即 可 得 上 式 为 零 ,于 是 (8.2.91) 得 证 。 
同时 , 由 共 统 斜 量 法 的 计算 公式 (8.2. 86), 可 以 得 到 : 
《90HD，Y0D) 一 (00)， qd) 一 一 gzt ( 六 9)) 
二 《se 7r9) -- gui 人 4D0 D45 一 DJ) (8.2.93》 
(他 +1)， ro - 二 (分 ()， 信 ()) __ gzii( DO+T， 22+D) 一 0 
当 时 , (8.2.93) 变 为 : 
二 Re 0 DCz+l)， 2204+D) 一 5j( 4D4i， 29))] 
一 gxri[(2utD，4D0+D) 一 ej( 力 tt， 429)] 1 
由 前 面 已 证 明 的 (8.2.91) 式 ,我 们 立即 得 知 上 式 为 零 。 
当 ?=0 时 , 因为 为 中 一 多 所 以 (8.2.93) 变 为 : 
Ce 一 一 gt( DO 用 0) 
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从 (8.2.91) 亦 知 其 为 零 , 这 样 , (8.2.92) 就 得 以 证 明 。 

此 外 , 当 5= 工 时 ,读者 易于 直接 验证 (8.2.89) 的 正确 性 , 至 于 (8.2.90) 则 无 需 验证 。 记 
以 定理 的 结论 当 8= 工 时 是 成 立 的 。 这 样 就 完成 了 定理 2.14 的 证 明 。 

上 述 两 个 定理 说 明 ,， 花 斜 量 法 本 质 上 是 一 种 直接 解法 。 它 在 有 限 步 (不 多 于 wm 步 ) 内 
即 可 求 得 真 解 。 实 际 计算 中 , 由 于 有 含 入 误差 存在 , 逐次 剩余 向 量 Ye) 间 不 能 精确 满足 正 交 
关系 ,所 以 , 一 般 来 说 re) 关 0。 并 且 , 系数 矩阵 愈 病态 , ro) 偏离 零 向 量 愈 远 。 但 是 ,共生 斜 
量 法 的 计算 公式 具有 迭代 格式 的 特点 , 我 们 也 可 以 把 它 看 作 一 个 迭代 解法 。 如 果 计 算 ” 步 
后 Y 四 关 0, 还 可 用 wo) 作为 向 量 &u-?5， 继续 计算 下 去 。 由 于 每 计算 一 步 时 只 要 7 关 0,， 函 
数 王 的 值 都 将 减少 , 所 以 , 这 样 继续 计算 下 去 , 直到 由 于 舍 入 误差 影响 使 得 解答 不 能 改进 为 
引 , 总 可 以 得 到 -- 个 更 好 的 近似 解 。 此 外 , 许多 情况 下 系数 矩阵 并 不 十 分 病态 , 我 们 往往 不 
需要 计算 m 步 , 余 量 ro 便 已 充分 小 , 这 时 就 可 停止 计算 , 而 将 对 应 的 向 量 ww 作为 近似 解 。 
应 该 指出 , 余 量 ro 的 模 通常 不 是 单调 下 降 的 。 尽 管 如 此 , 实际 计算 时 , 一 般 还 是 根据 余 量 
的 大 小 来 判断 是 否 停止 计算 。 

对 于 系数 矩阵 为 高 阶 稀 朴 矩阵 的 问题 ， 共 轰 斜 量 法 是 一 个 有 效 的 方法 。 由 于 主要 工作 
量 是 需要 完成 4.z 型 的 运算 , 所 以 , 不 必 存 放 系数 矩阵 4 的 全 部 元 素 ， 仅 需 保存 或 由 机 器 
在 计算 过 程 中 临时 产生 其 非 零 元 素 即 可 。 同 时 , 计算 经 验 表 明 ,， 对 于 不 是 非常 病态 的 问题 ， 
北 法 收敛 较 快 。 一 般 来 说 , 所 需 迭 代 的 次 数 远 小 于 矩阵 的 阶 数 ww 对 于 比较 病态 的 问题 , 重复 
足够 多 次 迭代 (和 迭代 次 数 有 时 可 能 等 于 阶 数 ”的 3~5 倍 ) 后 , 一 般 也 能 得 到 满意 结果 。 特 别 
是 使 用 共 斩 斜 量 法 时 ,不 需要 估计 和 抢 阵 特征 值 的 上 下 界 和 某 些 选 代 参 数 , 这 也 是 一 个 重要 的 
优点 。 其 主要 缺点 是 需要 3n( 或 4o) 个 工作 单元 来 存放 逐次 的 问 量 ?DC 2 (或 42D0)。 
此 外 ,每 步 的 计算 量 也 较 大 些 。 后 一 缺点 往往 由 其 欠 代 次 数 的 减少 而 得 到 弥补 。 在 目前 计 
算 机 存储 量 已 不 是 很 小 的 情况 下 , 前 一 缺点 也 不 是 十 分 重要 的 ,特别 是 比 起 其 它 直 接 法 来 说 
更 是 如 此 。 目 前 , 共 罗 斜 量 法 是 高 阶 稀疏 矩阵 问题 中 的 比较 常用 的 方法 之 一 。 

共 虑 斜 量 法 的 算法 语言 程序 见 本 章 最 后 所 附 程序 13。 


8 8.3 线性 矛盾 方程 组 的 最 小 二 乘 解 法 


本 节 简 单 讨论 一 下 在 计算 机 上 行 之 有 效 的 解 线性 矛盾 方程 组 的 方法 。 这 类 问题 在 实践 
中 是 经 常 遇 到 的 。 例 如 , 从 w 个 已 知 值 &( 测 量 值 或 其 它 ) 决 定 四 个 未 知 量 wm 的 问题 , 只 要 
已 知 值 的 个 数 呈 大 于 唯一 决定 未 知 量 妇 所 必需 的 方程 数目 mw， 就 会 得 到 一 个 矛盾 方程 组 。 
在 一 定 条 件 下 , 把 所 得 的 方程 组 线性 化 , 就 得 到 线性 矛 拓 方 程 组 。 大 地 测量 问题 、 曲 线 拟 合 
问题 以 及 某 些 统计 计算 问题 等 , 均 属于 这 个 类 型 。 

未 知 量 zw 与 已 知 值 w 本 来 应 该 严格 满足 某 些 方程 式 ， 但 由 于 已 知 值 总 是 包含 有 误差， 
并 且 方 程 个 数 多 于 未 知 数 个 数 ， 所 以 这 些 方程 式 中 必 有 “矛盾 "。 为 了 解决 “矛盾 ”在 确定 
2; 时 需要 考虑 各 方程 的 剩余 量 ， 和 并 使 这 些 剩 余 量 符合 某 种 意义 下 的 极 小 性 。 一 般 可 以 采取 
使 剩余 量 的 最 大 绝对 值 为 最 小 的 原则 ( 即 切 比 雪 夫 原 则 ) 或 使 剩余 量 的 平方 和 为 最 小 的 原则 
( 即 高 斯 原则 , 又 称 为 最 小 二 乘 原则 ) 来 决定 来 知 数 %。 由 于 已 知 值 中 的 误差 (例如 测量 误 关 
等 ) 通常 将 满足 所 谓 高 斯 分 布 , 此 时 ,用 最 小 二 乘 原则 求 得 的 解答 由 将 具有 最 小 方差 。 所 
以 , 从 概率 论 的 角度 来 说 , 最 小 二 乘 原则 是 有 其 根据 的 。 同 时 , 从 计算 的 角度 来 看 , 最 小 二 乘 
原则 的 处 理 也 更 为 简单 和 易于 接受 , 故我 们 这 里 只 讨论 最 小 二 乘 原 则 。 
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”有 .8.1 法 方程 组 的 建立 


假定 我 们 要 求解 如 下 线性 予 盾 方 程 组 
C1101 十 Cla03 十 十 ctmZm 十 中 一 0 
Cal01 十 Cas0s 十 … 十 Com0m 十 0 一 0 


全 和 中 和 昌 四 直人 小国 申 估 


0 十 Cra0s 十 … 十 Con2mn 十 四 一 0 
其 中 d 为 已 知 值 , 系数 cy 亦 为 已 知 量 , 为 待定 的 未 知 数 , 采用 垂 阵 符号 可 以 表 为 : 
cZ 十 di 一 0 (8.3.2) 
矩阵 c 为 吕 XMm 长 方 阵 ， 其 元 素 为 cu， 并 且 假 定 和 矩阵 c 的 秩 为 凤 。2 为 待 求 的 思维 解 内 量 
(2 …，0m) 7 人 为 已 知 的 m 维 向 量 (d，da，…，q) 。 
由 于 上 述 方程 组 中 包含 着 矛盾 ， 因 而 , 严格 说 来 对 于 任何 248.3. D 均 不 会 成 为 真正 
的 等 式 。 为 此 ,我 们 引入 剩余 量 , 并 把 方程 写 为 : 
CU 十 CE = 六 了 一 (万 ， 户 7 (8.3.3) 
一 般 来 说 , 有 无 穷 多 种 了 的 取 法 均 可 找到 相应 的 w, 使 上 式 成 为 严格 的 等 式 。 所 谓 采 用 最 小 
二 乘 原则 来 决定 向 量 %， 就 是 要 求 找 出 使 疡 .j 最 小 的 解答 r。 这 时 ,2 将 瞧 一 地 确定 ， 央 
而 相应 的 了 亦 唯 一 确定 。 我 们 就 把 这 样 求 得 的 解 向 量 2 称 为 (8.3. 了 的 最 小 二 乘 解 。 从 
万 .=min 的 条 件 可 以 导出 最 小 二 乘 解 所 应 满足 的 方程 组 。 通常 称 这 种 方程 组 为 法 方 
程 组 。 
现在 就 来 建立 法 方程 组 ， 这 时 有 ， 


袜 形 =- 挛 .7 一 (cz 二 a)r (cz 十 ad) =wrcrvcm-oxzrcrd-ard (8.3.4) 
4 


这 是 一 个 wm 的 二 次 函数 , 如 果 我 们 求 出 这 个 函数 的 各 个 偏 微 商 ， 令 其 为 零 , 并 仿照 88.2.5 

的 讨论 , 便 可 得 到 要 求 的 法 方程 组 ， 但 是 这 里 有 更 简单 的 处 理 办 法 。 靠 直接 计算 便 容易 验证 

(8.3.4) 右 端 应 等 于 ; 

(crecY 十 cad)T(c re)- (co-cIG) 一 Crc(crc) -crC 二 crC 

同时 ,可 以 证 明 当 和 矩阵 e 之 秩 为 mm 时 ，cxrec 为 正定 矩阵 。 这 是 由 于 (crcw，zZ) = (cz，cz) 

为 非 负 二 次 型 ,并 且 仅 当 cew=-0 时 才 为 零 。 但 因 c 之 秩 为 m, 从 cz=0 将 得 出 =0。 所 以 

可 以 得 知 (crex，z) 为 正定 二 次 型 , 即 cre 因而 (crc)-: 为 正定 失 阵 。 这 样 一 来 ， 由 上 式 的 

后 两 项 与 o 无 关 ,第 一 项 又 应 非 负 , 知 其 极 小 值 必 在 其 第 一 项 为 零 , 即 crewe 十 cd= 0 时 达 

到 。 于 是 我 们 便 得 到 使 7"y 达 航 小 的 未 知 量 亦 即 最 小 一 科 角 应 满足 的 法 方程 组 
Ce 一 0 (8.3.5) 


o>m) (8.3.1) 


8.3.2 法 方程 组 的 求解 

法 方程 组 的 系数 矩阵 4= ec 是 对 称 正 定 的 , 因而 ,本 章 88.1 与 88.2 中 所 讨论 的 很 
多 方法 都 可 以 用 来 求解 它 。 例 如 ,8 8.1 讨论 的 各 种 直接 法 中 , 我 们 可 以 采用 平方 根 法 ,8 8.2 
讨论 的 各 种 迭代 法 中 , 可 以 采用 逐次 松弛 法 和 共 配 斜 量 法 等 。 但 是 , 由 于 法 方程 组 本 身 的 某 
些 特点 ， 直接 使 用 上 述 方法 有 时 会 得 出 不 好 的 结果 。 因此 , 还 需 对 如 何 求解 法 方程 组 的 问题 
作 进一步 的 讨论 。 
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法 方程 组 (8.3.5) 区 唱 于 一 般 方程 组 的 特点 有 两 个 。 其 一 是 形成 其 系数 乍 阵 4 时 需 作 
矩阵 乘积 crvc， 这 不 仅 会 引入 某 些 含 入 误差 , 增加 一 些 运 算 量 ,而且 少 时 还 会 破坏 原来 扯 阵 
e 的 某 些 有 用 的 特殊 形状 。 其 二 是 其 系数 矩阵 4--cr.c 往往 是 对 于 解 方程 组 来 说 的 病态 
失 阵 。 前 一 个 特点 是 明显 的 , 后 一 特点 可 从 下 述 例子 与 定性 说 明 中 得 知 。 

[例子 ] 考虑 从 六 十 1 个 给 定点 上 的 函数 值 w 去 确定 一 个 %<< 信 ) 阶 多 项 式 的 问题 。 
如 果 给 定 的 点 为 (人 =11): 
一 一 6， 一 5，…， 一 于 1 2，…，5, 6 

要 求 确定 8 次 多 项 式 p(Z) 一 ao 十 aiZ 十 das 十 … 十 Ga 的 系数 co 则 应 有 : 

Co 十 0 十 0 人 十 入 十 Ca 太一 0 (一 ， 2 …，12) 
或 者 写 为: CC 一 中 
相应 法 方程 为 : 
CC=crca=c79 
其 中 和 抢 阵 ec 之 元 素 oj 一 好 

这 样 便 有 如 下 条 件数 估计 : 

， (ec zc) 、 max(aua) 
P(4)= 卫 (c C ) 一 7 wrCzc) > in 


所 以 , 按照 88.1 所 列举 的 误差 估计 式 (8.1.59)， 在 字 长 为 十 一 位 十 进 抽 数 的 计算 机 上 求 名 
上 述 问题 的 法 方程 组 cccw=c 9 时 , 可 能 会 得 出 完全 错误 的 结果 。 
显然 , 上 述 例子 中 的 法 方程 组 可 以 说 是 “病态 的 ,因而 ， 其 求解 有 一 定 困难 。 原来 的 巴 
盾 方程 组 并 不 十 分 “病态 ”, 为 什么 其 法 方程 组 变 为 病态 的 “ 呢 ? 这 里 仅 给 予 一 些 粗略 说 明 。 
原来 的 矛盾 方程 组 cw 二 &=0 的 病态 程度 (即将 其 系数 和 抢 阵 或 自由 项 作 微小 改变 后 , 其 
解答 变化 的 程度 ) 在 一 定 条 件 下 可 用 下 列 方式 定义 的 条 件数 x(c) 来 近似 地 衡量 : 
x{(c) 一 Ia 工 |oz| aymimlocls 一 Ha/ (8.3.6) 


其 中 二 有 一 AV/ Te 5 


也 就 是 说 , 若 给 矩阵 e 及 自由 项 地 以 微小 变化 sc 和 0q, 则 在 一 定 条 件 下 , 其 最 小 二 乘 
解 么 的 变化 3z 将 满足 下 列 形 式 的 不 等 式 : 


~ 和 4.96 x103 





lazlyleljsx(e) (二 直 汪 旦 二 人) (8.3.7) 
但 是 , 若 将 问题 化 为 求解 法 方程 组 时 , 可 以 验证 其 系数 年 阵 么 的 条 件数 将 为 
P(4)= Pere) = (oa/pax(e (8.3.8) 


所 以 , 一 般 来 说 ， 化 为 法 方程 组 后 其 系数 托 阵 的 条 件数 将 变 为 原来 的 平方 ， 即 “病态 "程度 将 
大 大 增加 。 正 是 由 于 这 个 原因 ， 许 多 本 来 不 太 “ 病 态 ” 的 问题 ， 化 为 法 方程 后 就 变 得 相当 病 
态 。 自然 , 上 述 的 说 明和 所 得 结论 均 是 很 粗略 的 。 详细 的 严格 论证 ,可 以 参看 [22] 的 第 五 
段 。 
由 于 法 方程 组 的 这 一 特点 ， 有 必要 采用 具有 更 高 数值 稳定 性 的 计算 方法 来 解决 问题 。 
目前 ,一般 使 用 镜像 映射 法 和 正 交 化 法 ,并 已 获得 了 很 好 的 效果 。 下 面 将 讨论 这 两 个 方法 。 
此 外 , 实践 中 也 有 许多 问题 的 法 方程 组 并 不 是 十 分 病态 的 , 这 时 , 仍 可 使 用 88.1 或 88.2 中 
的 某 些 解法 。 为 了 避免 得 出 cr.c 的 运算 , 此 时 我 们 可 将 原来 的 计算 公式 加 以 变形 。 共 配 斜 
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量 法 最 适宜 于 达到 这 个 目的 ,计算 实践 也 证 明 其 数值 效果 良好 。 它 将 在 正 交 化 法 之 后 给 
讨论 。 至 于 其 它 解法 , 可 以 参见 本 章 的 前 两 节 。 

(一 ) 镜像 映射 法 

我 们 知道 ， 严 交 变 痪 下 任何 向 量 的 殉 氏 长 庆 是 不 改变 的 因而 ， 著 @ 为 mx 正 交 和 扼 
阵 , 则 有 : 

lc+czls=1e@'(d+cz)ls = 一 ed+eczl (8.3.9) 

于 是 , 寻求 使 1d 十 czl。 极 小 的 解答 的 问题 与 求 出 使 qd 二 cz 极 小 的 解答 是 等 从 的， 
而 这 一 解答 正 是 我 们 廊 要 求 的 最 小 二 乘 解 Y。 

如 果 我 们 能 够 找到 一 个 正 交 和 抢 阵 @@, 使 得 : 


辣 到 下 又 入 
Q.c 尺 - -人 (8.3.10) 
0 


其 中 玲 为 xm 上 三 角 型 矩阵 。 再 将 @ = Q@.d 的 前 认 个 分 量 记 为 e， 后 (mn 一 mm) 个 分 量 记 
为 9， 那么 便 有 : 


arest-|(oh=+(z 站 


显然 ，(8.3.11) 的 极 小 值 应 在 g= 一 民 -ie 时 达到 ， 且 极 小 值 为 ，(9g7.g)12。 由 于 玉 为 
mX 亿 上 三 角 型 矩阵 , 所 以 , 计算 忍 -+.e 是 很 简单 的 [ 见 (8.1.7)]。 于 是 ,不 需 经 过 法 方程 组 
(8.3.5) ,而 只 要 直接 解 一 次 三 角 型 方程 组 玉 v 十 e= 0, 便 可 求 出 所 要 求 的 解答 z。 

满足 (8.3.10) 要求 的 正 交 和 抢 阵 @ 比较 容易 找到 。 8$ 8.1 中 讨论 的 镜像 映射 矩阵 即 可 用 
来 达到 此 目的 .以 上 这 些 就 是 镜像 映射 法 的 基本 概念 。 按 照 8.1.6 节 中 的 具体 作法 ,我 们 找 
出 一 系列 镜像 映射 矩阵 丽 来 左 乘 和 矩阵 c, 即 可 将 其 化 为 (8.3.10) 的 形状 。 只 是 现在 要 处 理 
的 矩阵 c 为 mxm 的 长 方 阵 ， 因 而 逐次 变换 矩阵 再 仍 为 xm 和 抢 阵 ， 但 变换 总 次 数 则 为 m 
次 。 所 以 , 经 思 次 变换 后 我 们 就 有 : 


本 ， 有 擅 又 了 
民 = 再。… 囊 pc 一 | 
0 


(8 一 忆 )X 坑 





一 [( 有 RD 十 e)7 (有 +Te) 十 9 .9]12 (8.3.11) 





(于 一 部 )X 及 


(8.3.12) 

册 入 . 

民 - 豆 。 达 。，…: 本 -了 -| 
9 


这 样 ,@= 五，… 刀 ，…… 克 2:. 瑟 :。 若 令 c=c”、 QX=d0， 完 全 仿照 (8.1.34) 式 的 符号 记 法 
和 推导 过 程 , 即 可 得 出 如 下 计算 公式 : 

ax 一 入 (ck ) ] 

人 一 (0，…，0，c 角 十 Sign (其 ) zc 后 1 

COx 一 2ox。 人 |o8e |) 

0 一 2008C /Oo 

/一 220508 /op 

CHD 一 CI 一 2 

Ci+1) 一 CD) 一 LRC 

(下 于 ，2，…，70) 


(8.3.18) 





本 12 
最 后 即 有 ， 斋 =co+D Com+3 
注意 到 @ 的 后 % 一 和 个 分 量 的 平方 和 就 是 (8.3.3) 中 的 衬 玉 的 极 小 值 [参见 (8.3.1 刀 ， 


在 求解 过 程 中 我 们 很 容易 同时 算出 它 , 无 需 将 解答 代入 原 方程 (8.3.3) 去 重新 计算 。 

本 章 最 后 所 附 的 程序 芭 便 是 用 镜像 映射 法 解 线 性 矛盾 方程 组 的 算法 语言 程序 。 

(二 ) 正 交 化 法 

可 以 用 所 谓 格拉 姆 - 施 密 特 (Gramm-Sohmid 正 交 化 过 程 ( 以 后 简 记 为 G-8 过 程 ) 来 求 
线性 矛盾 方程 组 (8.3.1) 的 最 小 二 乘 解 ~。 

将 G-8 正 交 化 过 程 用 于 抢 阵 c 的 各 列 co 便 可 得 出 一 个 列 正 交 ( 且 规 一 化 ) 的 同 维 矩 阵 
8g。 其 具体 步 又 如 下 : 

(也 将 ci 规 一 化 ,作为 8 的 第 一 列 st 

Si 一 Cl/1ii，M1 一 人 /Cr Cl 
(2) 对 于 8 一 2 3，…， mw 按 下 列 公式 求 出 gs 的 第 到 列 Sn 
ee 一 亿 ras y1 帮 一 S1Cz 【〈7 一 1， 2， ,8 一 工 ) 


Si 一 Dr]rxzi Yiz 一 人 /下 
注意 到 向 量 妨 是 与 8:，8s，…，8$xz-i 诸 向 量 正 变 的 。 所 以 ,8 将 是 与 si，8a，…，8Sx-l 正 
交 的 规 一 化 癌 量 。 四 
把 上 述 过 程 改 写 一 下 即 得 : 

C1 一 1181 

Co 一 71381 十 yas83 

Ca 一 ?1381 十 Is383 十 3s83 


Cn 一 TimSi 十 fam8s 十 … 十 rom8n 
用 和 扼 阵 符号 即 可 记 为 : 
C 一 六. 开 (8.3.14) 
其 中 , 民 = [ro 为 吧 Xm 上 三 角 具 阵 ; 仿 为 xm 列 正 交 ( 规 一 ) 怎 阵 , 即 S7.S= 了 7。 
从 (8.3.14) 可 知 ，G-8 过 程 用 于 抢 阵 c 之 各 列 时 ， 相 当 于 将 c 分 解 为 列 正 交 阵 和 上 三 
角 阵 的 乘积 。 将 分 解 式 (8.3.14) 代入 法 方程 组 (8.3.5), 便 得 到 
开 37S8D 二 用 =0 
由 于 c 的 秩 为 mw, 抢 阵 如 应 为 非 奇 的 ,用 ( 羽 9) -+ 左 冬 上 式 两 端 即 得 : 
有 二 AS =0 (8.3.15) 
所 以 , 求 得 玉 入 "vd 后 ,只 需要 解 一 次 三 角形 方程 组 (8.3. 巧 ) 即 可 求 得 最 小 二 乘 解 Y。 
实际 使 用 G-8 正 交 化 过 程 时 ， 发 现 前 述 的 计算 格式 ( 即 每 次 将 e 的 一 列 cs 加 入 到 前 面 
求 得 的 正 交 向 量 组 8. 中 , 并 保持 未 加 入 的 c: 各 列 不 变 者 ) 数 值 稳定 性 较 差 。 因 而 , 目前 采用 
精度 高 得 多 的 所 谓 “ 修 改 的 G-8 正 交 化 过 程 “。 其 具体 计算 步骤 如 下 : 
(人 将 co=c 的 第 一 列 c 呈 规 一 化 作为 及 的 第 一 列 Si: 
81 一 C 人 /ri 人 1 一 、 人 cm，cf7) 
然后 将 将 c@) 的 第 2 至 列 分 别 与 si 正 交 化 , 得 出 向 量 组 ， c 包 ，c 包 p，…，cR。 即 是 说 ， 
令 : 





313 


C 六 一 c 克 一 81 7U 一 (SI，CP) (一 2，3，…， 和 ) (8.3.16) 
(2) 类 似 于 步骤 (人 ,对 于 8 =2，3，…，m, 执行 下 列 运算 ， 
8 一 CO/YHR YE 一 人 (Ci5 和 5，C82 ) 
CH 和 一 C 久 一 98 9 一 (St cm) (7 一 8 十 二 有 二 2 0) (8.3.17) 
重 得 到 正 交 规 一 化 的 向 量 组 8z(6 一 1 2，…，) 。 
38) 计算 SC， 并 解 三 角形 方程 组 : 
开 二 STCE=0 天 一 [yi] (8.3.18) 
即 得 最 小 二 乘 解 2= 一 尼 -1STd。 
在 计算 ss 时 , 也 可 以 在 c 风 (7= 克 天 十 …， 吧 ) 中 挑选 一 个 模 较 大 者 来 作为 ec& (进行 
列 交换 )。 这 样 ， 处 于 分 母 上 的 "zz 将 有 较 大 的 模 ， 有 利于 控制 含 入 误差 的 增长 。 这 一 措施 
叫做 选 主 列 。 对 于 镜像 映射 法 也 可 作 类 似 处 理 。 计算 实践 表明 , 这样 作 对 精确 度 提 高 并 无 
太 大 好 处 , 反而 使 程序 复杂 化 和 增加 运算 量 , 所 以 , 实际 计算 中 常常 不 采用 选 主 列 措施 。 
修改 正 交 化 法 解 线性 矛盾 方程 组 的 算法 语言 程序 可 见 本 章 最 后 的 程序 15。 
正 交 化 法 或 镜像 映射 法 与 对 于 法 方程 组 使 用 平方 根 法 求解 有 密切 的 关系 。 在 表 8.1 中 ， 
对 照 地 列举 了 两 个 方法 的 计算 步骤 。 


表 8.1 
法 方程 组 平方 根 法 正 交 化 法 
4=cz7.c; 0 一 crd 
4xz 十 5=0( 法 方程 ) 
4 一 六 7. 灵 (平方 根 分 解 ) c 一 S. 尺 | 

正 交 化 过 程 

用 78 十 5 一 0( 解 中 间 变 量 ) gg= 一 S7.d 
玉 z 一 8 一 0( 回 代 ) 改 z 一 9 一 0( 回 代 ) 





从 表 中 可 以 看 出 ,两 个 方法 的 计算 步 又 是 有 类 似 之 处 的 。 实际 上 可 以 证 明 两 个 方法 中 的 
”上 抑 阵 玉 是 相同 的 ， 回 代 过 程 亦 完全 一 样 。 证 明 很 简单 ， 若 在 正 交 化 法 中 有 c=S. 慌 ,， 则 
4-crc 一 三 .SS. 玉 :一 天. 玉 : 。 但 在 平方 根 法 中 亦 有 分 解 式 4= 慌 8. 玉 2。。 从 分 解 式 的 
唯一 性 很 容易 推 知 ， 玲 := 玉 *。。 此 外 , 平方 根 法 中 的 向 量 9V= --( 民 7)-1.0= 一 尼 -Tcr.d 
一 一 尼 下 . 玉 7.STG = 一 SO 一 9。 所 以 ,两 者 的 回 代 过 程 也 完全 相同 。 这 样 , 我们 可 以 认为 两 
个 方法 在 数学 上 是 等 价 的 。 但 是 , 从 数值 计算 的 角度 来 看 , 两 个 方法 却 有 本 质 的 差别 。 前 面 已 
经 提 到 , 化 为 法 方程 组 后 , 系数 矩阵 的 条 件数 P(4) =*(c)2 故 其 病态 程度 大 为 增加 。 而 在 正 
交 化 法 (或 镜像 映射 法 ) 中 ， 只 需要 求解 一 次 三 角形 方程 组 : 玉 z 一 g = 0， 其 系数 矩阵 的 条 件 
数 也 ( 慌 ) = [asx( 慌 7. 慌 ) /uin( 民 ?7 展 )]12 一 [ass( 民 7S7S 民 ) /as(Rr.STS 尽 )]172 一 x(SRR) 
=x%(c)。 即 保持 条 件数 不 变 。 这 样 ， 我 们 就 避免 了 处 理 更 为 病态 的 法 方程 组 的 步 又。 所 
以 , 正 交 化 方法 (或 镜像 映射 法 ) 从 数值 计算 方面 来 说 较为 优越 一 些 (注意 ! 严格 说 来 , 前 述 
结论 只 在 与 最 小 二 乘 解 ” 相应 的 剩余 量 了 的 模 很 小 时 才 成 立 。 当 原来 方程 组 中 的 “矛盾 ” 
较 大 ， 即 yj 较 大 时 , 正 交 化 法 或 镜像 映射 法 中 所 得 解 ” 的 相对 误差 仍 与 x(ec)2 有 关 , 详 见 
[22] )。 计 算 实 践 也 表明 正 交 化 法 和 镜像 映射 法 的 数值 稳定 性 较 高 , 特别 是 当 剩 余 量子 的 模 
较 小 时 ( 即 原 方程 组 中 的 “矛盾 ”不 大 时 ) 正 交 化 法 或 镜像 映射 法 的 精确 度 比 直接 解法 方程 组 


机 rap re 一 一 一 一 一 一 -一 一 一 一- 一- -一 一 一 一 一 一 一 -0 
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的 各 种 直接 法 高 得 多 ( 详 见 [23])。 综 上 记述, 在 解 线性 了 矛盾 方程 组 时 , 应 该 十 分 注意 问题 的 
提出 和 数据 的 加 工 , 以 便 使 得 所 形成 的 矛盾 方程 组 中 “了 矛盾 "尽量 地 小 。 然 后 ,再 用 镜像 映射 
法 或 正 交 化 法 求解 所 得 的 矛盾 方程 组 。 这 样 , 一 般 来 说 是 可 以 获得 满意 结果 的 。 
最 后 还 要 指出 , 利用 正 交 化 法 中 的 分 解 式 8 还 可 以 求 出 一 些 有 用 的 结果 。 例 如 : 
det(cT.c) 一 (riloyss 人 
(CT.Cc) -1 一 is -1 一 天 -展开 
由 于 民 是 上 三 角形 矩阵， 如 下 格式 还 可 以 同时 算出 各 一 及 (cc) 二 的 元 素 。 为 简单 
起 见 , 现 以 三 阶 和 矩阵 为 例 来 加 以 说 明 ， 
令 (crT.c) 开 一 生 


则 从 (8.3.19) 第 二 式 有 : 


(8.3.19) 


用 天王 民 于 
注意 到 和 为 对 称 和 矩阵 ， 玉 … 为 下 三 角 和 矩阵 , 其 对 角 线 元 为 T/re 故 对 于 三 阶 情形 , 我 们 有 ， 


了 工 0 0 
人 


扣 
1 全 13 人 13 011 013 013 

荆 
0 1s3 Yo3 |*| 213 0 aa | 一 | 有 一 - 


0 0 人 33 





0213 YY33 033 


首先 可 以 从 下 式 解 出 忆 的 第 3 列 ， 


化 19 1 
且 大 化 29 一 
人 23 
化 33 刀 ,， 


但 由 于 mas 已 求 得 (所 以 丽 s= roserss 亦 为 已 知 ), 这 样 , 从 上 式 可 以 直接 求 出 ma， msa。 完 全 
类 似 地 , 由 于 vis、2is 已 求 得 ， 故 有 ai 一 Yasa*213;i 太一 Js3213 十 933013， 于 是 我 们 可 以 从 下 式 
解 出 入 的 第 一 列 第 一 个 元 素 ci; 





工 
Vi1 了 
1 
天 | 尼 13 | 一 丸 ;; 
仑 13 玉 ， 


上 述 计算 det(c c) 和 (ec c) :的 办 法 ,在 某 些 统计 计算 问题 中 是 有 用 处 的 。 

《三 ) 共 轰 斜 量 法 

8.2.5 节 中 讨论 的 共 斩 斜 量 法 可 以 用 来 求解 法 方程 组 (8.3.5)。 当 法 方程 组 的 系数 和 插 
阵 不 是 非常 病态 时 ， 其 收敛 速度 和 精确 度 均 是 较 高 的 。 特别 是 当 怎 阵 c 是 高 阶 的 稀 琉 矩阵 
时 , 采取 适当 修改 措施 后 , 巷 斜 量 法 的 计算 公式 中 可 以 避免 形成 法 方程 组 系数 失 阵 cc 的 
运算 , 而 仅 需 作 符 阵 ce 与 某 些 向 量 的 乘积 。 即 是 说 , 我 们 可 以 保持 系数 矩阵 c 的 稀 朴 特点 ， 
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更 有 效 地 处 理 禹 阶 问题 。 因而 , 共 斩 斜 量 法 在 求解 线性 矛 盾 方 程 时 是 经 党 使 用 的 。 下 面 ,我 
们 就 来 导出 修改 后 指 芯 犯 斜 量 法 的 计算 公式 ,并 对 其 作 简单 讨论 。 
显然 , 共 配 斜 量 法 中 的 主要 计算 量 花费 在 计算 420 上 ,而 公 2p02 在 计算 公式 中 共 出 现 
两 次 ( 见 (8.2.86) )。 在 计算 (4pw， 20) 时 ， 因 如 = crvc, 自然 可 以 化 为 (cp cpe) 的 形 
式 , 从 而 避免 算出 cc。 计算 ”2 的 公式 则 可 换 为 : 
fO 一 CT 太一 cT(cw 十 地) (8.3.20) 
由 于 ZD 一 20-D 十 oo200， 所 以 cz 一 czZk- 十 oscp。 将 此 式 两 端 均 加 上 @， 色 可 
看 出 了 ”就 可 用 如 下 递 推 公式 计算 : 
= 十 gr(C DO) (8.3.21) 
有 了 Je 后 ,用 (8.3.20) 即 可 求 出 r, 因而 , 也 避免 了 计算 crvc。 所 以 ,用 共 罗 斜 量 法 解法 
方程 组 ccZ 十 cd=0 的 计算 公式 可 以 归纳 为 ; 
1) 选择 初始 向 量 Z@, 并 计算 太一 CC 十 寺 
2) 对 于 7=1， 2，… 计算 下 列 各 式 ， 
划一 1 一 CT 一) 


(一 ， 人 化- 
2 (>>g) 


2 
o-[ 信 屎 一 (大 一 半 ) 
和 一 ro- 二 el iopu-D (> 外 (8.3.22) 


条 人 (一 了 ) 
wo) 一 0 (0 
下) 一 矿 &-2) 十 0xzeC 用 0) j 
上 述 算 法 在 数学 上 与 对 于 法 方程 组 直接 使 用 共 斩 斜 量 法 (8.2.36) 是 等 价 的 。 因而 , 大 
不 考虑 舍 入 误差 的 影响 , 最 多 计算 mm 步 就 得 出 真 解 。 此 外 , 还 可 以 证 明 它 有 如 下 重要 性 质 : 
定理 3.1 由 共 图 量 法 (8.3.22) 计 算 而 得 的 误差 向 量 序列 { 矿 小, 其 模 必 定 是 严格 地 
单调 减 小 的 。 
证 明 ， 从 (8.3.22) 中 注 2 的 递 推 公式 , 容易 得 到 : 
(Je 1 = (Co yo) 一 2 cpo) 十 胰 (cpo cpo) 
注意 到 7” 与 2 是 相互 正 交 的 , 则 有 : 
(fm cpgm) = (cy pm) 一 (rm) 一 0 


&k 一 


所 以 ， 
(Fe on) = (Fa-D Fu-D) 一 9. (cpD，cDpOD) 

只 要 weur-D 不 等 于 (8.3. 四 的 真 解 g， 则 rw- 必 非 零 , 从 而 ,根据 (8.3.22) 知 po 亦 非 堆 
( 因 了- 与 扩 0-9 正 交 )。 再 从 ec 之 秩 为 mm 得 知 cpm 关 0, 同时 wz 亦 非 零 。 因 而 ,上 式 说 明 
je 之 模 是 严格 地 单调 减 小 的 , 这 就 是 要 证 明 的 结果 。 

上 述 定理 在 实际 计算 时 是 有 用 的 。 如 果 按 (8.3.22) 式 计算 若干 步 ( 少 于 略 步 ) 后 , 误差 
向 量 的 模 |JFoof 已 满足 给 定 的 精度 要 求 ,那么 , 根据 这 个 定理 , 我 们 就 可 以 停止 计算 ， 因 为 尽 
管 还 未 求 得 真 解 , 但 若 继续 计算 下 去 , | Fw| 不 会 再 超过 指定 的 精度 要 求 , 故 已 不 必要 了 。 许 

名 这 里 的 rw 与 (8.2.86) 中 的 反 号 。 


朴 ss lp ARE Byqpfer ， 让 pr AprrgaPEPAPEF Sr0TH9E9E 打 样本 o1999PYr ri Ar 
1 * 单间 是 





3S16 
多 实际 问题 中 , 往往 计算 步 数 比 秋 少 得 多 时 就 已 达到 | 的 精度 要 求 。 及 时 停止 计算 常常 
会 节省 大 量 的 运算 时 间 。 

从 (8.3.22) 式 还 可 看 出 ， 共 斩 斜 量 法 比较 适合 于 处 理 托 阵 c 为 高 险 稀 玻 卸 阵 的 问题 。 
由 于 每 步 计算 只 需 作 和 拖 阵 c 与 向 量 p% 以 及 矩阵 c" 和 向 量 六 的 乘积 ,我 们 只 需 将 c 之 
全 部 非 零 元 素 及 其 位 置 表 存放 起 来 (或 由 程序 临时 产生 这 些 元 素 ) ， 就 可 以 简单 地 完成 这 些 
运算 。 这 样 , 无论 存储 量 及 运算 量 均 较 节省 。 同 时 , 由 于 计算 过 程 中 总 是 与 原始 怎 阵 e 发 生 
联系, 从 数值 稳定 性 的 角度 来 看 亦 是 有 利 的 。 再 加 上 这 个 方法 也 可 以 看 作为 一 个 欠 代 过 程 ， 
如 果 法 方程 组 比较 病态 ， 计 算 m 步 后 可 能 得 不 到 满意 解答 ， 那 么 ， 还 可 以 继续 计算 下 去 ， 
只 要 法 方程 组 不 是 十 分 病态 , 一般 来 说 , 是 可 以 求 得 满意 结果 的 。 因而 可 以 说 ,对 于 高 阶 稀 
焉 的 但 不 是 十 分 病态 的 问题 ， 共 斩 斜 量 法 是 较 好 的 方法 。 本 章 最 后 所 附 的 程序 16 是 按照 
《8.3.22) 编制 的 苍 斜 量 法 解 线性 矛盾 方程 组 程序 。 





附录 “线性 代数 方程 组 的 求解 程序 


一 、 列 主 元 素 消去 法 解 线性 代数 方程 组 程序 
CC4DCU 和 Neps) 


使 用 说 明 
本 过 程 是 应 用 列 主 元 素 消去 法 解 线性 代数 方程 组 ，4 = 刀 。 使 用 带 有 回 代 过 程 的 高 
斯 消去 法 , 并 人 允许 带 有 了 个 右 端 项 。 
其 中 “六 一 一 方程 组 的 阶 数 ; 
必 一 一 右 端 项 的 个 数 ; 
4 一 一 系数 算 阵 ,并 按 行 存放 , 存放 的 形式 为 : 
Cl11，0T13，，…，C1N，C3a1，033，…，Q3N，"…， CN1，CN3 CNNS 
4 的 定义 为 4 和 :六 工 :六 ]; 
2 一 一 右 端 项 矩阵 也 按 行 存 放 , 存放 的 形式 为 : 
411，013 “1H， 化 21，0i332， “人 2“ xl VN3 。“， 人 NM 
zy 表示 第 个 方程 的 第 ) 个 右 端 项 ，z 的 定义 为 zL1:N, 1 了]; 2 又 作为 存放 相应 结果 的 
单元 。 
eps 一 一 主 元 素 不 能 小 于 的 数值 , 如 某 个 主 元 素 的 绝对 值 小 于 ezs 则 产生 停机 , 继续 启动 
后 返回 主 程序 ; 
程序 
过 程 GAU(A, , N，M，EPS); 
值 NN，M， 了 EBP8S; 场 A， 有 Xi 
始 简 变 B，MA 和 久 ，J 玫 ; 
对 于 及 =1 到 六 步 长 1 执行 
始 0 二 MAAX; 
对 于 J= 习 到 瑟 步 长 1 执行 
若 8SABS(A[I, K]) 和 MAX 则 否 始 J 汪 JEK; SABS(A[J， 0 终 ; 
苦 MAX<EPS 则 始 停 11 转 工 终 否 ; 
1/AT[JK, I 匡 一 MAX; 
对 于 可 = 工 到 步 长 1 执行 
始 A[JK, 刀 *MAX=>B; Af 玖 , 刀 全 AUKK 四; BA[ 区 , 思 终 ; 
对 于 J=I 到 六 步 长 执行 
始 驻 [JEK, 由 *MAX->B; X[ 区 ,了 由 全 XUJK, 四 B-X[ 区 ,四 终 ; 
对 于 工 - 政 十 I 到 XN 步 长 工 执行 
， 始 A[LL 上] 一 B; 
对 于 了 = 及 十 1 到 太 步 长 1 执行 AU 由 一 A[ 攻 ,中 *B 一 AL J]; 
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对 于 J=1 到 M 步 长 1 执行 和 [LI 由 -和 [KK, 四 *B 一 X[L 必 
终 
终 ; ” 注 《消去 结束 ,下 面 进行 回 代 工作 } 
对 于 IT- 入 到 2 步 长 工 执 行 
对 于 J= 革 到 M 步 长 了 执行 
对 于 下 = 工 到 工 一 工 步 长 工 执 行 
X[K, 妨 -A[K, 刀 *[I 已 全 入 [攻略 ; 
二 : 
终 ; 〈 注 ,过程 GAU 结束 ) 


二 、 全 主 元 素 消 去 法 解 线性 代数 方程 组 程序 
04LU8(4， 和 人 ，N，1，e15) 


使 用 说 明 
本 过 程 是 应 用 全 主 元 素 消 去 法 解 线性 代数 方程 组 4 瑟 = 三 ， 使 用 高 斯 - 若 当 方法 ,并 多 
许 带 有 对 个 右 端 项 。 
其 中 祥 一 一 方程 组 的 阶 数 ; 
媒 一 一 右 端 项 的 个 数 ; 
4 一 一 系数 矩阵 , 并 按 行 存放 , 存放 的 形式 为 ， 
CQ341，C13，。 CN，Cat，0C22， “CEN CNI，CN3 ”CNN; 
4 的 定义 为 4[LL:A TY]; 
右 端 项 矩阵 也 按 行 存放 , 存放 的 形式 为 : 
11，U13，“" 1，X21， 作 92 化 93 化 1 CN2， “全 V31 
26 表示 第 ; 个 方程 的 第 ) 个 右 端 项 ，z 的 定义 为 zLL:W, 1:24];， 2 又 作为 最 后 存放 求 得 的 
相应 结果 的 单元 。 
es 一 一 主 元 素 不 能 小 于 的 数值 , 如 某 个 主 元 素 的 绝对 值 小 于 eps 则 产生 停机 , 继续 启动 
”后 返回 主 程序 ， 
过 程 GAUS(A, 和 N，M，EPS); 
值 NM，EPS 场 A，X; 
始 简 变 B, MAX，，JK; 
对 于 &=1 到 信步 长 工 执行 
始 0 一 MA 及 ; 
对 于 I=- 玉 到 机 步 长 1 执行 
对 于 J=1 到 步 长 执行 
若 8ABS(AU, 妨 ) 和 MA 和 则 否 始 全 JI; J 全 JE SABSCADL 中) 一 MA 人 终 ; 
若 MA 和 <EES 则 始 停 1 转 荆 终 否 ; 
1/AUEK,J 攻 一 MAAXi 
对 于 J=- 工 到 蕊 步 长 1 执行 








化 





始 ATK, 四 *sMAX->B; A[K, 四 一 AT[IK, 四 ;BAT[K, 四 终 ; 
对 于 J=1 到 M 步 长 1 执行 
始 双 [TIE 四 sMAX=>B; 和 [KK, 所 一 XIIK, ]]，B 一 和 [了 思 终 ， 
对 于 [= 工 到 入 步 长 工 执行 
若 1 王 上 则 否 始 ALLJK]>>B 
对 于 J= 工 到 信步 长 1 执行 AU, 中 一 A[ 攻 , 几 *B 一 人 A[I, 力 ; 
对 于 J= 工 到 M 步 长 1 执行 久 [L 中 一 和 [下 , 中 *B 一 和 X[ 工 ,已 
八 


终 ; 注 { 求 出 方程 组 的 解 , 下 面 对 结果 进行 排列 , 排列 的 原则 是 按照 系数 和 矩阵 中 工 出 现 的 位 置 来 进行 } 
对 于 I= 工 到-I 步 长 1 执行 
始 对 于 天 =-I 到 玉 步 长 1 执行 
若 8ABSCA[, 局)<0.5 则 
否 始 若 科 = 工 则 
否 始 对 于 J=I+I 到 N 步 长 工 执行 
AU, 骨 一 AT[， 几 ; 
对 于 J=1 到 M 步 长 1 执行 
始 叉 [下 , 骨 一 B; 又 [LU 骨 一 和 [上 骨 ; B 一 和 [TIL 中 终 


终 ; 转 La 
]Ls: 和 
终 ; 
志 ， 
终 ; 注 (过程 SAUS 结束 ) 
三 、 直 接 分 解法 解 线性 代数 方程 组 程序 
LA Cd DB，N， 1 CNT， eps) 
使 用 说 明 


本 过 程 使 用 IC 分 解法 解 线性 代数 方程 组 4 下 = 召 。 它 分 成 两 个 部 分 ， 首 先 把 系数 
和 矩阵 熏 分 解 为 一 个 下 三 角 和 矩阵 了 和 一 个 主 对 角 线 为 工 的 上 三 角 和 抢 阵 到 积 ; 4= 克 已。 第 
二 部 分 求解 也 忆 有 = 孔 。 
其 中 “和 一 一 方程 组 的 阶 数 ; 

忆 一 一 右 端 项 的 个 数 ; 

4 一 一 系数 矩阵 , 并 按 行 存放 , 存放 的 形式 为 ， 

CH11，C13，“” CHIN，C21，C32， “CON，… CNI，CN3， ”CNN 
4 的 定义 为 4LL:A, TANJ; 以 后 4 存放 了 及 I。 
2 一 一 右 端 项 矩阵 , 也 按 行 存放 , 存放 的 形式 为 : 


Di， 01s， 3 DOP， 0s1， ba2， 站 Dap， bx1， Da， “》 Dxzes 


05 表示 第 《个 方程 的 第 ) 个 右 端 项 , 如 的 定义 为 : BLL:N 1: 有 ; 卫 及 最 后 存放 相应 的 结 村。 
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TNWI 一 一 一 个 六 个 单元 的 数组 ， 作 为 工作 单元 使 用 ,， 它 存放 选取 的 主 元 所 在 行 号 的 序 
列 ; 
C 一 一 使 用 本 过 程 的 标记 ， 当 C=0 时 ， 则 本 过 程 的 两 部 分 内 容 都 要 进行 运算 ; 而 当 
C= 上 时 , 则 表示 4 和 挺 阵 已 分 解 为 卫 及 已， 并 仍 存放 在 4 中 , JIAXT 中 也 产生 了 必要 的 信息 ， 
即 已 经 二 次 以 上 使 用 本 过 程 , 仅仅 换 了 右 端 项 和 矩阵。 可 直接 解 方程 组 到 尽 外 一天， 从 而 节省 
了 时 间 。 
6108 主 元 素 不 能 小 于 的 数值 ， 如 果 主 元 素 的 绝对 值 小 于 eps， 则 产生 停机 , 继续 启动 
后 返回 主 程序 ; 
程序 
过 程 UNSYM(A，B, N R, GO INT EPS); 
场 A，B,， INT; 值 可 R，C，EPS， 
始 简 变 又 Y， 睫 : 
若 C=0 则 否 转 Cn; 
对 于 II= 工 到 六 步 长 十 执行 
始 0 全 Y， 对 于 J= 工 到 太 步 长 1 执行 Y+AU， 术 *AU， 用 全 Yi SQRTCY) 一 
JNT 工 [ID 
终 ; 
对 于 下 = 到 信步 长 工 执 行 
始 长 = 上，0 一 又 ; 
对 于 I= 共 到 信步 长 上 执行 
始 ~A[I 必 ]- 立 
对 于 J= 二 到 五 一 1 步 长 TI 执行 了 +AL 由 *AL 天] 之 了 辣 一 全 人 AU 开 ]; 
SABS(YxINTII)-Y 
若 双 <Y 则 始 Y=>X; = 终 否 
终 ; 
若 二 = 天 则 否 始 对 于 J 王 到 N 步 长 执行 
始 A[ 开 , 胃 一 Ti AU 几 人 A[ 下 , 几 ; Y 一 人 A[L， 胃 终 ; 
INT[K1 一 JINTLLI 
终 ; 





L 一 INTIK]; 
若 双 一 8*EPS 则 始 停 11; 转 BRAIL 终 否 ; 1/A[K，K] 一 X; 
对 于 J== 下 十 1 到 N 步 长 工 执行 
始 一 A[ 区 , 帮 僵 Y; 
对 于 I= 工 到 玉 一 工 步 长 工 执行 了 十 A[ 区 , D*ALL 帮 僵 Y; XeY=>A[K, 四 

终 ; 注 { 水 过 程 第 一 部 分 分 解 完毕 ,下面 是 第 二 部 分 } 
Cl， 对 于 下 = 工 到 步 长 执行 

若 INTIE] = 买 则 

否 对 于 J= 工 到 及 步 长 于 执行 
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始 也 [K, 杂 人 Yi B[IINTI] ,中 一 BT[K, 帮 ; 
Y 一 BTIINTIK] ,加 
终 ; 
对 于 及 == 工 到 及 步 长 工 执 行 
始 对 于 I=1 到 六 和 步 长 本 执行 
始 BILE K] 人 一 Y， 对 于 J=1 到 IT-1 步 长 1 执行 YA[ 妃 *BU， 到 一 YY/A 
[TI, 了 一 BII 玫 ] 
终 ; 
对 于 [= 六 到 工 步 长 一 工 执 行 
始 BLL KJ]”>Y， 
对 于 J=I+L 到 N 步 长 1 执行 Y 二 AL 刀 *BUJ, I 一 Y;， -~-Y>B[IL 区] 


终 ; 


FAIL， 
注 【过程 UNSYM 结束 } 


四 、 平 方 根 法 解 对 称 正定 线性 代数 方程 组 程序 
FTDTSC， 忆 SOF 4，B，D1，D92) 


使 用 说 明 


本 程序 是 用 平方 根 法 求解 对 称 正定 线性 代数 方程 组 ， 可 以 同时 处 理 鼠 个 (好 > 芒 自由 


项 , 求解 过 程 中 附带 算出 系数 符 阵 的 行列 式 值 det4=2 x 四 。 如果 使 用 本 程序 之 前 ， 系 数 
矩阵 已 进行 过 分 解 ， 可 令 参 数 8b 了 =1， 程序 自动 跳 过 分 解 步 骤 去 解 相 应 的 三 角 型 方程 组 。 
如 果 在 舍 入 误差 范围 内 系数 符 阵 是 奇异 的 ,程序 执行 过 程 中 将 出 现 停机 (停机 号 码 为 555)。 


输入 人 参数: 
% 一 一 方程 组 的 阶 数 。 
4- 一 一 存放 系数 矩阵 上 三 角 部 分 元 素 的 一 维 场 ， 其 定义 为 4[1:nx (na 士 17 3。 元 
素 按 行 存 放 , 其 次 序 为 Cat，qi9，…，Qin，0as，…，Gan，033，… Caono 
忆 - 一 一 目 由 项 的 列 数 。 
了 一 一 存放 自由 项 矩阵 〈 其 每 一 列 为 一 个 自由 项 ) 的 元 素 的 二 维 场 ， 其 定义 为 
B[LL:n，LI: 忆 。 自由 项 元 素 按 行 存 放 ， 其 次 序 为 ， bt，paa，…，bur、pa， 


pos， … 0sr， 。 Di1， 人 Dr 





Sb 一 一 车 867 一 0， 表 示 系 数 撼 阵 需 要 进行 分 解 。 若 89= 1 表示 系数 怎 阵 已 进 
行 过 分 解 ， 并 将 上 三 角 因 子 IT2z 的 元 素 按 行 存 于 场 4。 程序 执行 过 程 中 将 
自动 跳 过 相应 分 解 步骤 。 

输出 人 参数， 


22 一 一 存 系数 垂 阵 行列 式 值 的 二 进 制 比例 因子 的 阶 码 。 
DT 一 一 存 系数 扼 阵 行列 式 引 入 比例 因子 后 的 值 , 即 det 4=2” xd。 
8 一 一 程序 工作 完毕 后 , 存放 方程 组 的 解答 x。 其 存放 次 序 与 自由 项 相同 。 
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程 售 
过 程 LLTS(CN， 有 R，80L，A，B，DI1，D2); 
值 N，R，8SOL; 场 A，B; 
简 变 D1，D2; 
妈 简 变 8S， 及 
若 SbL= 工 则 转 SELL 否 ; 
1=>D1i 0=->D2; 
对 于 I=1 到 N 步 长 1 执行 
对 于 J= 工 到 信步 长 1 执行 
始 0=->Si 0 一 > 又 ; 
对 于 及 = 工 到 I- 工 步 长 工 执行 
始 叉 十 AL 二 S*AEJ 二 引 一 Xi SS 二 N 一 人 K=>S 
终 ; 
A[J 二 NS] 一 令 一 令 ; 
若 I=-J 则 
始 若 X<0 则 停 起 5 否 ; 
DIx* 又 一 > 了 D1; 
SN， 若 1<D1 则 
始 DIi*0.125 一 D1 
D2 十 3-D2; 
转 SN 
俩 
MN， 若 D1<0.125 则 
始 Dix8S-D1i 
D2 一 3 一 D92; 
转 MN 
终 
俩 ; 
1/SSQRT(CX) 人 一 人 A[II 十 引 
终 知 
又 xA[I 二 SS] 一 A[J 二 SS] 
终 ; 
8SL， 对 于 J= 并 到 及 步 长 革 执 行 
始 对 于 工 = 工 到 信步 长 1 执行 
始 0 汪 S 了 奶 一 及 ; 
对 于 玉 一 上 到 工 -- 工 步 长 革 执 行 
始 一 ALI+S <*B[K， 用 一 又 SAN 一 人 =>S 
终 ， 


到 9 
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Xx*A[I 二 入 一 BIT,， 刀 ; 
IT-HS-3S 
终 ; 
对 于 工 =N 到 工 步 长 一 工 执行 
始 BIT 刀 僵 X; 
对 于 =-N 到 I+IL 步 长 一 1 执行 
始 X_A[S]*B[K, 刀 王 XI 8 一 1>8 
终 ; 
Xx*A[S] 一 B[IL 中; 
S 一 1->S 
终 


we 


五 、LDIL2 分 解法 解 对 称 正 定 线性 代数 方程 组 程序 
1.JJLTO， 忆 3S61，4，B，DTI，7D2) 


使 用 说 明 
本 程序 是 用 工 盖 大 分 解法 解 系数 抢 阵 为 对 称 正定 插 阵 的 线性 代数 方程 组 。 计 算 公式 见 
公式 (8.1.26) 。 本 程序 除 假定 系数 矩阵 盘 的 下 三 角 部 分 以 按 行 排列 的 次 序 存 于 场 和 外 ,其 
它 规定 完全 与 程序 四 相同 ， 故 这 里 不 再 说 明 。 矩阵 4 的 元 素 存 于 场 4 中 的 次 序 为 ， aa 
des aa ass aa aa 和， aa oo as 所 以 场 生 的 定义 仍 为 4[l:msGe+ID73]。 
程序 
过 程 LDLTUN, 及 S6L， A，B,，D1 D9); 
值 人 R 86TL 场 A，B; 简 变 D1，D2; 
始 ” 简 变 又 . ]K, JK, Y, Z 
若 SbL=0 则 转 SOLE 否 ; 
1->D1;，0->D2; 
对 于 I=-1 到 步 长 工 执行 
始 G 一 /2->IKE: 
对 于 J=1 到 I-1 步 长 1 执行 
始 JxG 二 172-JEK; ATIK 二 也 全 X; 
对 于 用 =1 到 J 一 1 步 长 土 执行 
六 二 有 仙人 二 六 ATIEJ 
终 ; 
A[IK 十 口 =X; 
对 于 及 = 工 到 IT 一 工 步 长 1 执行 
始 AUK+K]->Y; Y/A[IEKx( 了 -1/3 王 2 222A[IIEK+K]; 和 -TeZ 区 
《人 禄 。 . 


9 
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X 一 AUKR 二 有 DT* 入 一 DT 
若 又 = 0 则 始 0-D2; 停 555 终 否 ; 
LL， 若 1 和 8ABSGCOD1) 则 始 Dlx0.125 一 D 
D2 十 3=>D2; 转 工 
终 
否 ; 
L2， 若 8SABS(D1) <0.1 则 始 D1x8->D1i 
D2 一 3 一 D2; 转 工 2 
终 
全 
终 ; 
ROLE， 
对 于 [= 到 贡 步 长 工 执 行 
始 Ts 代 一 1/2->IK; 
对 于 Q=1 到 尼 步 长 执行 
对 于 到- 工 到 I 开 步 长 工 执行 
BL Q]--AUE 二 KJ]*B[E，QJ 王 BL QI] 
终 ; 
对 于 [= 工 到 信步 长 T 执 行 
始 Is(I 一 /2->IEi 
对 于 Q=I 到 玉 步 长 1 执行 BU，QJ/AUET+ 玫 一 BU，QJ] 
终 ; 
对 于 I= 和 到 工 步 长 -]1 执 行 
始 Jx (IE 一 1 /2 一 工 KK; 
对 于 Q=1I 到 屋 步 长 上 执行 
对 于 玉 = 工 到 I 一 上 步 长 工 执行 
BLIEK,QJ-AUEKE 二 上]J*BL QJ 一 B[KE QI] 
终 


二 


六 、 解 线性 代数 方程 组 的 镜像 映射 法 程序 
有 BUS(4，B,， 和 有 PS，TN，m， 让 


使 用 说 明 

使 用 者 在 套用 本 程序 前 , 必须 先 在 主 程序 中 定义 场 4、B、z 三 个 场 分 别 用 来 存放 系数 
阵 4 右 端 矩阵 吾 及 解 矩 阵 及， 都 是 按 列 存 放 。 

形式 人 参数 TIN 用 作 标 志 。1TN 为 正 值 时 程序 执行 三 角 化 过 程 ; TIX 为 负 值 时 程序 跳 过 三 
角 化 部 分 而 直接 进入 回 代 求 解 。JX 要 按 需 要 给 以 正 值 或 负 值 ,0 作 正 值 处 理 。 

形式 参数 五 PS 的 值 为 机 器 表示 的 最 小 正 数 。 当 程 序 中 发 生 38 戏 < 天 8 时 ,系数 阵 4 
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在 含 入 误差 范 半 内 是 奇异 的 , 将 出 现 程序 停机 。 
使 用 者 需 自 编 印 刷 语句 打印 解 r。 
形式 参数 
输入 参数 ， 
4 一 一 4[1:mw 二 四 ,用 来 存放 系数 阵 的 场 , 按 列 存放 。 
B 一 一 B[l:m, 站 ,存放 右 端 甜 阵 的 场 , 按 列 存放 。 
妃 PS- 机 器 表示 的 最 小 正 数 。 





TN 一 作 标 志 用 ，TN<0 时 不 作 三 角 化 直接 求解, 否则 作 三 角 化 并 求解 。 
wx 一 一 方程 组 的 阶 数 。 
m 一 一 右 端 向 量 个 数 。 
输出 参数 : 
“一 一 z[l:m 芋 呵 ， 存 放 方程 组 解 的 场 , 按 列 存放 。 
程序 
过 程 HOUS(A,，B, 又 ，EPS, IN，N，MD); 
场 A， 吕 ， 又 ; 


值 EPS，IN， 瑟 ，M; 
始 ” 简 变 ALJ，AQJ，BETA，SM; 
场 阅 ADLL:N]; 
若 IN<0 则 转 89LVE 否 ; 
对 于 J= 工 到 入 步 长 1 执行 
始 0 一 SMi 
对 于 I=J 到 N 步 长 革 执行 
A[J, 了 下 个 2 二 SM=>SMi 
若 SM<TPS 则 停 否 ; 
坟 { 当 SM<HPS 时 ，A 为 奇异 , 程序 停机 》 
A[J, 咱 全 AQJ; 
若 AQJ 一 0 则 8SQRT(SM) 一 AILJ 
否 8SQRT(SM) 一 ALJ 
AILJ 一 AD 
1/(SM_ AQJxALJ) 一 BETTA; 
AQjJ 一 ALJ 人 AU，J]; 


若 J<N 出 
始 对 于 玉 =JT+TT 到 玉 步 长 1 执行 
始 0 一 SMi 


对 于 I=J 到 玉 步 长 上 执行 

AT[J, 门 *ATK, 了 中-SM->SM;， BETAxSM-> 了 [K]， 
对 于 I=jJ 到 太 步 长 工 执行 

AT[K, 了 -YIKJxA [J 了 之 A[K， 了 


raarererorr mrrerrr 一 一 一 -一 一 一 一 一 一 一 
1 的 和 Ap 全 1 下- 二 一 dr 和 ET 





终 否 ; 
广 《上 面 对 第 了 +1 列 到 第 X 列 作 变 换 。 下 酒 寺 右 端 卸 年 已 作 疗 翌 变 的 》 
对 于 区 =1 到 M 步 长 1 执行 
始 0=>SMi 
对 于 工 =-J 到 太 步 长 上 执行 
AT 了 xxB[K 了 二 SM=>SM， 
了 BT 工 AxSM 一 >SMi; 
对 于 工 -=-J 到 步 长 工 执行 
BTK 中 ~SMx*ATJ 口 >B[K, 吕 
终 


终 ; 
S 幻 LV 卫 . 
对 于 I= 和 到 工 步 长 一 ] 执行 
对 于 J= 工 到 M 步 长 革 执行 
始 B[J, 中 /ADD 一 BIJ, 
也 [JJ， 孔 之 又 [J， 卫 ; 
车工 < 工 则 
对 于 玉 = 工 到 N 步 长 执行 
B[J, I- 汪 一 A[ 开 , I-*BLJ 天] 一 BIJ，I 一 丑 


否 
终 
终 ; 
七 、 对 称 正定 矩阵 原 地 求 逆 程 序 
CG.JTINTFER CGO， 4d) 
使 用 说 明 


本 程序 是 用 高 斯 - 若 当 顺 序 消 去 法 对 于 对 称 正 定 矩 阵 进行 原 地 求 送 。 求 着 过 程 中 每 一 
中 间 和 矩阵 均 是 对 称 的 ,所 以 只 存储 其 上 三 角 部 分 元 素 。 如 果 在 舍 入 误差 范围 内 乍 阵 是 奇异 
的 ,程序 执行 过 程 中 将 出 现 停机 (停机 号 码 为 555)。 
人 参数 玫 
n- 一 一 矩阵 的 阶 数 。 
4 一 一 存放 矩阵 上 三 角 部 分 元 素 的 一 维 场 ， 其 定义 为 4[1:m* (n+ 十 IT/2]。 元 素 按 行 存 
放 ， 其 次 序 为 ， ai，als，a13，…，Cln，Ga3，0a3，…，G3ah，033，“ Cnao 程序 工作 
完毕 后 , 场 4 中 按 上 述 同样 顺序 存放 道 矩 阵 上 三 角 部 分 的 元 素 。 
程序 
过 程 GJINVER(ON，A)i 
场 A: 值 Ni 
始 简 变 了 Q， PP, QQi; 场 EUIN] 
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对 于 上 人 = 和 N 到 1 步 长 - 工 执行 
始 A [一 P; 
若 P< 和 0 则 停 555 否 ; 
对 于 =2 到 下 步 长 1 执行 
始 AD 一 Qi; 
若 下 <[ 则 Q=QqQ 否 -QQ 一 QQi QQ/P> 互 四 ;0 一 PP; 
对 于 J=2 到 工 步 长 工 执 行 
始 PPE+N 一 J+l 一 PP AL+PE] +Q* 百 [J 人 AII+TPP 一 NHJ 一 外 
终 
终 ; 
了 WP->ATN 二 PP] 
对 于 J= 工 到 六 一 工 步 长 1 执行 
始 PP 一 J=>PP; HIN 一 J 二 下 一 AIN 二 PP] 终 


八 、 全 主 元 素 消去 法 求 六 怎 阵 程序 
Cd (4，N，e75) 


使 用 说 明 
本 过 程 是 应 用 全 主 元 素 消去 法 求 和 矩阵 4 的 道 和 矩阵 ,使 用 了 2*W 个 工作 单元 ， 是 一 种 原 
”地 求 道 的 方法 。 
其 中 一 一 矩阵 的 阶 数 ; 
4 一 一 被 求 着 的 矩阵 , 并 按 行 存放 ， 人 


C11，C13，"”…，CIN，C31，033，。…，CaN， CN1，CN，。。，CNN3 


人 的 定形 网 吕 人 人 ]; 筷 最 后 存放 逆 矩 阵 。 


NE 








于 eps, 则 产生 停机 ， 您 续 月 动 





后 返回 主 各 序 ; 
程序 
过 程 GASI(A, N，EPS); 
场 A; 值 WN，EPS; 
始 ” 简 变 MAX,，B,， JIK, JK; 场 Z[1: 2xN]; 
过 程 了 (天 ); 值 玉 ; 
始 若 I 长 = 下 则 否 对 于 J= 工 到 XNK 步 长 工 执 行 
始 ALIIEK, 帮 一 B; A[K, 刀 人 AIIK, 刀 ; B 僵 A[K， 刀 终 ， 
若 J 攻 = 下 则 否 对 于 J= 工 到 N 步 长 荆 执 行 
始 A[J, JK] 一 B; AU 匡 ] 一 A[J J 区 K]; BA[J 用] 终 
级 . 


号 


对 于 玉 = 革 到 三 步 长 二 执行 





始 0 一 MAXi 
对 于 TI= 天 到 信步 长 执行 
对 于 J 一 及 到 玉 步 长 1 执行 
若 8SABS(AIL 四 ) 入 MAX 则 否 始 IIK; JJEKISABS(ATL 四) 一 MAX 终 ; 
车 MAX<EPS 则 始 停 11; 转 工 终 否 ; 
1/ATIIE, 攻 ] 一 MAX; 1 全 ATIK, JI]; 
TIK->Z[2x 玫 一 刁 ; J 下 一 Z[2*K]; 了 (区 ); 
对 于 J=1 到 碎 步 长 1 执行 A[, 四 *sMAX 一 A[K, 中 ; 
对 于 I= 工 到 和 步 长 上 执行 
若 I= 玫 则 否 始 A[L K]->MAX; 0->A [II 民 ]; 
对 于 J=I 到 瑞 步 长 攻 执行 AU 员 MAX*A[K, 太一 AL 已 
终 
终 ; 注 { 已 求 出 道 矩阵 , 下 一 步 进行 排列 } 
对 于 开 =NTN 一 工 到 工 步 长 一 1 执行 
始 Z[2*K] 一 IK; Z[2*K 一 眉 一 JEK; 了 (K) 终 ; 
LL: 
终 ; 注 { 过 程 GAS 结束 } 


九 、 平 方 根 法 解 带 型 对 称 正 定 线性 代数 方程 组 程序 
BDIDTCO。 mr mm 807， 4 了 B，d1， do) 


使 用 说 明 
本 程序 是 用 平方 根 法 求解 带 型 对 称 正定 线性 代数 方程 组 。 由 于 系数 矩阵 的 带 型 特 点 ， 
本 程序 只 要 求 存放 系数 挎 阵 上 三 角 部 分 处 于 非 零 元 素 带 以 内 的 元 素 。 也 可 以 同时 处 理 王 个 
(> 已 目 由 项 ,求解 过 程 中 并 附带 算出 系数 甜 阵 的 行列 式 值 det4=22xd。 如 果 使 用 本 
程序 之 前 , 系数 符 阵 已 进行 过 分 解 (例如 , 对 于 同一 系数 失 阵 第 二 次 使 用 本 程序 ), 可 令 参 数 
8O= 二 程序 自动 跳 过 分 解 步骤 去 解 相 应 的 三 角 型 方程 组 。 如 果 在 含 入 误差 范 围 内 系数 矩 
阵 是 奇异 的 , 程序 执行 过 程 中 将 出 现 停机 (停机 号 码 为 555)。 
输入 参数 ， 
% 一 一 方程 组 的 阶 数 。 
mm 一 一 系数 符 阵 的 半 带 宽 (带宽 为 2m 十 。 
4 一 一 存放 系数 矩阵 上 三 角 部 分 的 非 零 元 素 带 的 二 维 场 ,其 定义 为 : 4[1:m, 0:m]。 元 
素 按 行 存 放 ， 其 次 序 为 : clil，aia，…， CH, 和 n+1，C29， aaa， 3 3 
Cam+3 Co 0O，0 0。 详 见 式 (8.1.40)。 
叹 个 
BR -一 自由 项 的 列 数 。 
妈 一 一 存放 和 月 由 项 矩阵 (其 每 一 列 为 一 个 自由 项 ) 的 元 素 的 二 维 场 ， 其 定义 为 ， 
ZLH:nw, 工 :2。 上 自由 项 元 素 按 行 存放 ， 其 次 序 为 ， bi，pis，…，Dip，… “，021， 


pss， 人 Dap， 0 Di1， OP。 
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4 一 一 若 S0= 0 表示 系数 矩阵 需要 进行 分 解 , 若 01= 二 表示 系数 您 阵 已 进行 过 
分 解 ， 并 将 上 三 角 因 子 志 的 元 兹 按 与 原始 矩阵 同样 方式 存 于 场 4。 程序 执 
行 过 程 中 将 自动 跳 过 相应 分 解 步骤 。 
和 输出 参数 : 
ee 二 进 制 比 例 因 子 的 阶 码 。 
即 det4=22xd。 
2 存放 方程 组 的 解答 习 ， 其 存放 次 序 与 用 由 项 相同 。 





程序 
过 程 BDLTON, R，M,， 8bL，A，B,，D1，D2); 
值 本 及 ,MX SOL; 场 A，Bi 
简 变 D1，D2?; 
始 ” 简 变 8 工 ，X; 
若 86L= 工 则 转 8 否 ; 
1=>D1;， 0 一 D2; 
对 于 IT= 工 到 六 步 长 上 执行 
始 若 I<N 一 M 则 M=>8 否 一 [一 S 
对 于 J=0 到 8 步 长 工 热 行 
始 若 IJ 和 <M 则 I 一 1 江 否 M 一 J 人 Di AI 思 一 X; 
对 于 = 工 到 工 步 长 执行 与 一 A[I-- 术 , K]*A[II 一 人 玉 十 也 =X; 
若 J=0 则 
始 车 和 入 0 则 停 555 否 ; 
D1xX=>D1i 
SN.， 若 1<D1 则 始 Dlx0.125->D1; D2+3- 全 D2; 转 SN 
终 
合 ; 
MN， 若 D1<0.125 则 始 Dlx*8->DlHi D2 一 3 一 D2; 转 MN 
终 
否 ; 
1/8SSQRTT (CX) 一 人 [0] 
合 4 
Xx*A[IIL 0 一 A[L 中 
终 
终 ; 
SL， 对 于 J=1 到 及 步 长 硅 执 行 
始 ”对 于 I=1 到 太 步 长 执行 
始 B[L 丸 一 Xi 
若 TI<M 则 I1>8 否 M 一 S， 
对 于 习 =1 到 8S 步 长 了 执行 


PRPIEEREEEERE 人 ER RE EPE agri AdaegprryrrepeiiRrRisiiHETPPPYPPTTTIirriiprh mr 
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又 一 AUI-- 玉 , 天 ]*BII 一 和 胃 僵 Xi; XxA[II 0 一 BLL 胃 
终 ; 
对 于 工 = 和 到 1L 步 长 一 上 执行 
始 B[II 刀 一 X; 
若 IN 一 M 则 M 一 8 否 N 一 I>S; 
对 于 下 = 工 到 S 步 长 1 执行 
久 一 AL 开 ]* 昌 ID 十 玉 , 骨 全 Xi; 和 xxA[LI 0]> 一 BE 吃 


终 


十 、 变 带宽 对 秘 正 定 线性 方程 组 求解 程序 
SLDITO,; 玉 8 4 BF，D4) 


使 用 说 明 
本 程序 是 用 了 DZ” 分 解法 求解 系数 抢 阵 为 变 带 宽 型 对 称 正 定 称 阵 的 线性 方程 组 , 可 以 
间 时 处 理 鼠 个 ( 尽 > 巧 自由 项 。 如 果 使 用 本 程序 前 , 系数 矩阵 入 已 进行 过 分 解 , 并 按 要 求 方 
式 存 于 场 4 中 , 则 可 令 台 =0, 程序 执行 过 程 中 自动 跳 过 相应 的 分 解 步骤 。 
为 了 节省 存储 单元 ， 本 程序 采取 紧缩 存储 方式 。 即 将 怎 阵 4 下 三 角 部 分 的 每 一 行 中 ， 
从 第 一 个 非 零 元 素 开 始 至 对 角 线 元 素 为 止 的 所 有 元 素 依 次 存放 于 一 维 场 4 中。 场 4 的 定 
义 为 : 4[L1:NS]， 其 中 WAS 为 所 需 存 储 的 元 素 总 个 数 。 为 了 标明 各 行 元 素 在 场 4 中 的 位 
置 , 另外 用 一 个 一 维 场 六 4 记录 各 行 对 角 线 元 在 场 4 中 的 位 置 , 其 定义 为 D4[0:。 例 如 ， 
若 抢 阵 4 为 下 列 形式 : 
” 工 | 
0.2 2 对 称 
0 0.1 3 
0 0.3 0.5 4 
0 0.2 0 0.4 5 
0 0 0 0 0 6 
0 0 06 0 0 1 工 了 
则 妮 4 中 存放 的 元 素 为 二 0.2，2,， 0.1 3，0.3，0.5 4 0.2 0 0.4 5，6，0.6，0，0， 
1 7。 场 了 4 的 内 容 为 : 0 二 3，5，8, 12，13，18 (为 方便 起 见 , 我 们 假定 D4[0]=0)。 按 
照 这 一 存储 格式 , 容易 看 出 怎 阵 航 的 ? 行 9 列 元 素 在 场 4 中 的 位 置 为 ，D4[ 可 一 4 十 9。 
如 果 用 W 表示 乞 阵 4 盘 第? 行 第 一 个 非 零 元 素 的 列 号 ， 根 据 式 \8.1.26) 可 以 推 知 此 时 
有 如 下 计算 公式 : 
人 一 了 1 
二 -li] 为 单位 下 三 角形 矩阵 
人 一 diag(qi) 
其 中 元 素 , 必 的 计算 公式 如 下 ， 





到 


2831 
令 7 全 D8 隐 (WN 多 入 7) ; Qi 2 1570yo 
省 人 1 ~ 全 。 
1 启 ,api 太一 Qi/ (7= 和 Ai Ab 7 一 二 


和- 
帮 一 05 一 之 042。 pi 
一 1 


(和 一 工 2，.…， 风 ) 
求 得 元 素 太 及 后 ,再 解 如 下 方程 组 即 得 最 终 解 答 所 ， 
用.G= 罗 
| 于 一 和 
一 
输入 参数 ; 


% 一 一 方程 组 的 阶 数 。 
玫 一 一 月 由 项 的 列 数 。 
4 一 一 存放 和 矩 阵 4 下 三 角 部 分 元 素 的 一 维 场 ,其 定义 为 ， 4LL:NS]， 其 中 NS 为 需 
存放 元 素 的 总 数 。 元 素 存放 的 方式 见 前 面 的 使 用 说 明 。 本 程序 工作 完毕 后 ， 
场 4 中 按 同样 方式 存放 着 下 三 角 因 子 了 和 对 角 阵 忆 的 元 素 。 卫 的 元 素 处 于 
原来 甜 阵 舟 对 角 线 元 位 置 ， 工 的 元 素 ( 指 4>7 的 部 分 ) 存 于 抢 阵 4 的 相应 元 
素 位 置 上 。 
了 4 一 一 存放 符 阵 入 对 角 线 元 素 在 场 4 中 位 置 的 一 维 世 , 其 定义 为 : D4[0: 由 。 本 程 
序 要 求 D4[0] 存 以 零 。 从 D4 引起 , 依次 存放 各 行 对 角 线 元 素 的 位 置 ( 见 前 
面 的 例 )。 
刀 一 一 按 行 存放 自由 项 系 阵 (其 每 一 列 为 一 个 目 由 项 ) 元 素 的 二 维 场 ， 其 定义 为 : 
也 [1:mw， 1 。 元 素 人 存放 次 序 为 : 011， 01s， ”””》 bar， 031，… 0sr， 7 0 ”3 
loro 
一 一 戎 8 一 0， 表 示 和 拖 阵 舟 已 进行 过 分 解 ， 并 已 将 二 及 已 的 元 素 按 前 述 规定 存 于 
场 4, 程序 执行 过 程 中 自动 跳 过 相应 的 分 解 步 又。 否则 , 程序 执行 分 解 矩 阵 各 
的 步骤 。 
输出 参数 
3 一 一 本 程序 工作 完毕 后 ， 场 了 3 中 存放 着 要 求 的 解答 并 ， 其 存放 方式 与 月 由 项 相 
同 。 
程序 
过 程 SLDLTUN,， 有 人 有 8，A，B，DA); 
值 N， 及 ，8; 
场 入 B，DA; 
始 简 变 NL NJ, 可 , JL 下, J 攻 ,YA 
若 8=0 则 转 SOLE 否 ; 
对 于 I=1 到 太 步 长 工 执行 
始 I 一 DA 二 DAUI 一 已 十 1NH DADU 一 >[K; 
对 于 J=NI 到 工 步 长 于 执 行 


2 





始 J-I+DA 呈 一 IJ J-DA[ 四 +DA[IJ 一 思 二 1=>NJ; 
若 NI<NJ 则 =>J 否 NI->JI DA[ 丰 一 二 >JK; 
对 于 玉 =J 朵 到 jJ 一 工 步 长 1 执行 
始 ATIK 十 及] 之 
若 J= 工 则 始 A[IJEK+HN]/AIDA[IER]]-=>7Z; 2Z->ATJK 二 KK] 终 
否 A[JKT+I] 一 2 
A[I 丰 一 YxZ->AUIJ] 


对 于 I= 工 到 步 长 工 执 行 

始 I-- DAJ 也 十 DAI 一 刁 十 1 人 NT DA 一 世 IK; 
对 于 Q=LT 到 忆 步 长 工 执行 
对 于 开 =NI 到 I- 革 步 长 1 执行 
B[I Q]-ALIE+K]*PB[K， Q] 一 B[IL Q] 

终 


2 忌 } 


对 于 I=1 到 巴 步 长 工 执行 
对 于 Q=T 到 及 步 长 1 执行 BILL Q]/AIDADDD]=>B[IL Q] 
对 于 I=N 到 工 步 长 -1 执行 
始 I-DA 国 +TDAU-- 刀 二 1>NT DA [ --I> 了 有; 
对 于 Q=1 到 了 及 步 长 了 执行 
对 于 到 =NI 到 I-- 工 步 长 1 执行 
B[K,QJ 一 AUE 十 上 ]*BLU QQ] 一 B[ 和 ，Q] 


终 ; 
十 一 、 造 赶 法 解 三 对 角 线 方程 组 程 序 
7TZDT4C (Cd 和 N) 
使 用 说 明 


本 过 程 是 应 用 追赶 法 求解 三 对 角 线 的 方程 组 4 下 =F。 其 中 六 是 方程 的 阶 数 ; 4 为 系 


数 和 矩阵 
| 人 CT 
Cs 0s C3 0 
f 人 Cr- 
ao 


| 


0 
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秆 按 对 角 线 存放 ，ci，ca，…，adn，D1，b3，…，b，ci，co， "04 并 令 =o 一 0。 4 的 定义 
形式 为 4[1:3, 1:N]; 场 习 为 存放 右 端 项 五 用 , 又 作为 存放 方程 组 的 解 羡 用 , 其 定义 形式 
为 区 [: 福 ]; 
程序 
过 程 TRDIAG(A,， 又 ，N); 
场 A,， 有 X; 值 Ni 
始 对 于 工 = 工 到 和 一 工 步 长 工 执行 
始 一 AL3, 了 /AP2, 忆 字 AL3 了 A[03, 也 *ALL 工 二 十 A[2, 工 上 所 之 AL2， 工 十 导 
终 ; 
双 [ 志 /人 /A[2, 居 一 民品] 
对 于 [I= 工 到 N 一 革 步 长 工 热 行 
( 工 十 皇 一 往 丰 *A 夺 , 革 下 )/ AL2，I 十 要 一 民 填 轿 ; 
对 于 I=-T 一 到 上 步 长 一 工 执行 
又 [十 可 *A[3, 卫士 入 [有 一 肥 [ 


】 


十 二 、 列 主 元 素 法 解 非 对 称 带 状 方程 组 程序 
DNSB (4，B， 刀 PS，m，r，may，71e) 
使 用 说 明 本 
本 程序 适用 于 求解 非 对 称 带 状 方程 组 并 w= 召 , 其 中 4 是 非 对 称 带 状 矩阵 , 即 当 和 > 
mi 或)>4 二 oa 时 的 一 0。 交 的 形状 为 


Rs 
SR AS 
Id 条 1 INNNN 
SR 
NONNNN aa 条 
SRARS 
DR 


系数 阵 谨 存 放 在 一 个 mx (ma 十 ma 十 了 的 场 4 中 ,和 定义 为 [l:m 一 mx:ma], 使 用 者 先 
把 矩阵 记 的 左上 角 和 右 下 角 补 0 使 成 为 如 下 形状 ; 


SR 
ATSSNN 





SR 
ER 
他? 十 9 十 二 条 
然后 按 行 存放 在 场 4 中 。 
至 是 右 端 失 阵 ， 存 于 场 召 中 , 也 是 按 行 存放 。 在 套用 本 程序 前 使 用 者 还 需 在 主 程序 中 
定义 简 变 五 PS, 在 用 过 程 语句 前 必须 对 到 8 赋值 ,其 值 为 机 吉 表 示 的 最 小 正 数 , 当 程 序 中 


二 人 一 Ta 和 人 六 让 全 全 下 辣 4 本 
0 六 放 表 和 和 于 村 和 人 且 和 全 “有 作 这 认 et 二 rod FS 
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出 现 Z< 厂 PS 时 ， 者 示 考 虑 到 舍 入 误差 的 影响 ， 方 程 组 的 系数 阵 奇异 ， 此 时 本 程序 不 能 求 
解 , 出 现 程序 停机 。 
作 好 上 述 准备 后 , 使 用 者 可 用 前 面 的 过 程 语 句 求解 ,求解 后 须 自 编 印 刷 语 名 打印 结果 ， 

解答 存放 在 场 刀 中 。 
形式 参数 才 

4 一 一 4[L:n， 一 ma:a, 存放 系数 矩阵 , 存放 方式 如 说 明 所 述 。 

2 一 一 8ELL:w， lt: 人 ,存放 右 端 矩阵 , 按 行 存放 。 

一 -一 方程 组 的 阶 数 。 
对 角 线 下 面 的 条 数 , 即 下 带宽 。 
对 角 线 上 面 的 条 数 , 即 上 带宽 。 
PS 一 一 机 器 表示 的 最 小 正 数 。 
输出 参数: 

83 一 一 380:n， 1 人 门 ， 求 解 后 存放 解 窍 阵 。 








位 红 





?2 


程序 
过 程 UNSB(A，B，EPS，N，R，MI，M92); 
场 A，B; 
简 变 EPSi， 
值 N R，M1，M2， 
始 简 变 又 ，L，35 
MI 
对 于 [I= 工 到 MI 步 长 革 执 行 
始 对 于 J=1- 工 到 M2 步 长 工 执行 
用 和 条 2 人们 于 二 人 和 1 
对 于 J=M2- 工 到 M2 步 长 1 执行 
0->A[L 本 
终 ; 
注 ，{ 上 面 这 段 程序 把 A 的 前 M 1 行 元 素 左 移 ,右边 补 
MI 二 Li， 
对 于 玉 一 1 到 N 步 长 1 执行 
始 AIK，--MH] 二 X; -T; 
若 二 <N 则 工 十 1 否 ; 
对 于 J= 开 二 到 工 步 长 1 执行 
若 SABS(X)<SABS(A[J, 一 MD]) 则 
始 A[J -MX 本 >T 
终 “ 否 ; 
注 《 选 列 主 元 , 中 为 主 元 , 正中 是 主 元 对 应 的 行 号 } 
” 著 8ABS(X)< 了 PS 则 停 否 ; 
注 {S$ABS(X) < 了 PS 时 ,在 含 入 误差 范围 内 方程 组 的 系数 阵 奇 异 ,程序 停机 } 





若 工 = 于 则 人 

始 对 于 jJ= --- ML 到 M2 步 长 工 执行 
始 A[ 了 KK, 帮 僵 Xi; A[T, 由 一 A[ 有 , 几 ; 和 X 一 ALT,， JJ] 
终 ; 
对 于 J=1 到 了 及 步 长 1 执行 
始 B[ 民 , 中 一 X; BT, 由 僵 B[K,， 败 ; 一 BLT, JJ] 
终 


终 ; 
注 { 进 行 行 交 换 } 

对 于 I= 开 二 到 工 步 长 1 执行 

始 A[L _MI/A[K， -MD ->X: 
对 于 J=1 一 ML 到 M2 步 长 1 执行 
AT[I 四 一 XesA[K, 四 AIL J- 刁 ;023A[L M2]; 
对 于 J=1 到 步 长 上 执行 
BIT 刀 XsB[K, 四 一 B[L 如 

终 


本 


注 _ 供 行 消去 步骤 ,下 面 是 回 代 求解 
终 ; 
SOLVTE， 
对 于 J= 工 到 及 步 长 1 执行 
始 --M1 一 Li; 
对 于 I=N 到 工 步 长 一 执行 
始 B[II, 丸 一 X; I+M1 一 >T; 
对 于 开 =J 一 ML 到 了 工 步 长 革 执 行 
X -AII KK]*B[K+T, 刀 全 X; X/AU， -MIH] 一 BILE 叫 ; 
若 荆 <M2 则 工 十 >? 工 否 


十 三 、 共 叔 斜 量 法 解 线性 代数 方程 组 程序 
CO (4，L7，DP，m2，e7s) 


使 用 说 明 
本 程序 是 用 共 椰 斜 量 法 解 线性 代数 方程 组 4 芒 一 至 , 其 中 , 4 是 m 阶 对 称 正定 矩阵 ; 
妞 是 w 维 向 量 。 为 了 克服 计算 中 容易 发 生 溢出 的 缺点 (及 、 忆 的 欧 氏 模 平方 都 容易 上 滋 、 下 
洲 ) ,本 程序 引入 一 个 比例 因子 使 得 修正 向 量 书 的 绝对 值 最 大 的 分 量 接近 于 假定 初始 向 
量 为 零 , 算法 可 写 为 下 列 形 式 : 
(D 由 =2"=max(|b|); 其 中 心 是 整数 。 


ie ee 
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2(1) 一 RRo 二 万/ 
(2) 对 于 天 = 二 2，3，… 执行 
0 (Be-D，Ba-D)1(4Po，Po) 
0 一 010tz 
TD= 了 ww 十 ok 恶 w) 
民 轨 一 咏 4-0 一 0 AP 人 
5 一 (天 0， 羽 轨 ) /( 玉 w-D， 忆 4%-D) 
PUtb 一 办 十 6 天 ( 


qxti 一 2 二 max(C| 2 |) 


万 人 + 一 万 /0 河 
开 o 屎 Ge) /0 
0 一 0isa 
计算 直到 下 列 条 件 之 一 满足 后 停止 。 其 中 条 件 (3) 表 示 计 算 结果 不 能 满足 要 求 。 
1) 【〈 瑟 ， 玫 ) 委 eDs8， 
2) (4 天 书 ) 委 eps; 
3) 友 代 次 数 一 3m 
计算 结果 存储 在 场 坟 中 
形式 参数 表 
4 一 一 场 4[l:wx (十 1)/2， 系 数 矩 阵 ， 按 上 三 角形 存放 为 : ail，cla，…Qan 023， 
二 
一 一 场 BL1: 四 常数 项 , 按 次 序 排 为 04， 0a，…，0。 
%- 一 一 值 ” 方程 组 阶 数 。 
e03~ 一 一 值 ep8 方程 剩余 的 平方 和 (一 局 ) 或 (4P， 症 ) 的 允许 误差 。 
er 一 一 友 代 次 数 。 
7 一 一 场 ZLL: 中 方程 组 的 解 。 
程序 
过 程 MA(A,， 太 ，Y); 
场 A， 有 又，T; 
始 简 变 且 ，W; 
对 于 I=1 到 步 长 工 执行 
始 (I 一 T*N 一 (一 七 * TI/2 一 Wi 0 一 可 
对 于 J= 到 气 步 长 了 执行 
车 I 委 JJ 则 百 二 AIW 十 中 * 和 [中 一 也 
否 吾 +A[L(J 一 也 *N 二 I 一 (J 一 轧 灯 /人 * 和 [太一 也 ;也 全 YY 加] 
终 


ne 


终 ; 


注 { 过 程 MA 是 提供 给 过 程 CQM 作 立 =-AX 运算 用 的 ,其 中 A 按 上 三 角形 存储 。 根 据 A 的 特殊 形状 ， 使 用 者 本 
另行 改编 } 


过 程 CGQM(A，U，B，N，EPS); 
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值 R，EPS， 
场 A，U，B; 
始 ” 简 变 Q,，Q1L Q2,，E, E1，W,， ITER,，D，G，EPS， 
场 S，R， 了 APIIL:N]; 
0=> 了 D; 
对 于 工 = 工 到 N 步 长 工 执行 
始 8ABSCGBD) 一 Gi 
若 G 和 D 则 否 G 一 了 D 
终 ; 
SLN(D) /0.693 一 W; 
SENTI(W) 之 W; 21 W 二 Di 
对 于 I=- 工 到 玉 步 长 工 执行 
了 B [7]D 一 RDD，R 人 一 P; 0->Q1， 0 一 U; 
对 于 II= 工 到 步 长 工 执 行 
Q1 二 RD 人 2->QL 
对 于 于 = 上 到 3xN 步 长 工 执行 
注 { 迁 代 开始 , 并 限定 次 数 不 大 于 3N} 
始 EP/D/D-=>EPS; MA(A,，P,，AP); 0 一 Q2， 
对 于 工 = 工 到 步 长 1 执行 
Q2 二 APLIIx*PLD 一 Q2; 
若 Q2<0 则 停 23 否 ; 
若 Q2 一 上 EBPS 则 转 END 否 ; 
Ql/Q2->Q; 0->FE1，QxD 二 6 
对 于 =1 到 六 步 长 1 执行 
始 U[I 了 十 GxP 加 U[D; RD 一 QxAPD 二 W，W=RID; ELI+TWxeW=>El 
终 ; 
若 ER1 一 了 PS 则 转 END 否 ; 
1 /QT 一 > 了 下， 一 >Ql; 
对 于 I 一 工 到 和 步 长 上 执行 
且 同 十 上 < 了 [全 PP D 下 0=>D; 
对 于 T= 工 到 入 步 长 工 执行 
始 8ABSCGPHU )>G: 
若 G 委 D 则 否 G=>D 
终 ; 
SLN(D)/0.693 一 Wi 
SENTI(CW) 一 W; 2 人 W 二 Di 
对 于 I= 荆 到 RN 步 长 上 执行 
始 上 [ 本 /7D 一 了; RU7D 一 人 
娘 


一 尽 3 
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QI/D/D 一 Q1 D* 了 一 Di 注 { 假 定 小 于 10- 的 数 看 作 0 
若 D 和 (10 个 (-9)) 则 转 END 否 ; KK 一 ITER 
终 ; 
END， 印 二 ITER 
终 ， 


四 吧 


十 四 、 解 线性 矛盾 方程 组 的 镜像 映射 法 程序 
BFBUS (Cd 万 和 PS, 尼 D，m 7 


使 用 说 明 

使 用 者 在 套用 本 程序 前 ， 必 须 先 在 主 程序 中 定义 场 4、 有 号、 下 和 简 变 已 PS、RD, 场 冯 
用 来 存放 系数 矩阵 4， 其 元 素 按 列 存放 。 即 以 cii，csi，…，dma，ai …，am 的 次 序 存放 。 
简 变 刁 P8 需 由 使 用 者 在 调用 本 程序 前 赋值 ,其 值 为 机 器 表示 的 最 小 正 数 。 

计算 结果 放 在 场 z 中 ,BO 中 是 余 量 模 的 平方 , 即 外 鼠 一 4 旦 |。 

当 程 序 中 发 生 8M < 巡 E8 时 ， 系 数 阵 的 计算 秩 小 于 w 此 时 方程 没有 唯一 的 最 小 二 乘 
解 , 程序 停机 。 

使 用 者 需 在 主 程序 中 月 编 印刷 语句 , 打印 解 > 及 余 量 有 RD。 


4 一 一 44:w 1 存放 方程 组 的 系数 阵 的 盘 , 按 列 存放 。 
B- 一 3B[L:], 存放 右 端 向 量 的 场 。 
了 9 一 一 机 器 表示 的 最 小 正 数 。 
mm 一 一 方程 的 个 数 。 
% 一 一 未 知 数 的 个 数 。 
输出 参数 
2 一 一 2[L: 刘 ,存放 解 向 量 的 场 。 
了 7 一 一 存放 余 量 模 的 平方 。 
程序 
过 程 HGUS(A，B, 和 EPS，RD，M，N); 
场 A，B， 广 ; 
简 变 了 PS，RD; 
值 M，N; 
始 简 变 ALJ，AQJ，BEITA，SM; 
场 Y，ADLL:N]; 
对 于 J= 革 到 步 长 1 执行 
始 0 一 SMi 
对 于 II=J 到 M 步 长 工 执行 
A[J, 卫 个 2 二 SM=>SM; 
若 SM< 上 PS 则 停 否 ; 





注 《{ 简 变 SM 中 为 cg, 当 SM< 了 PS 时 , A 的 计算 秩 小 于 N， 此 时 方程 没有 唯一 解 , 程序 停机 。 


A[J, 刀 一 AQJ; 
若 AQJ<0 则 8SQRT(SM) 一 AIJ 
否 SSQRT(SM) 一 ALJ 
ALJ 一 AD [中 ; 
1/(SM 一 AQJx*AILJ) 全 BETA; 
AQJ--ALJ=>A[J,， 杂 ; 
若 J<N 则 
始 对 于 玉 =J+IL 到 N 步 长 1 执行 
始 0 一 SMi; 
对 于 工 -j 到 M 步 长 工 执行 


A[J 中 *Af[EK, 了 上 +SM=>SM; BETAx*SM=>Y[K]， 


对 于 I=J 到 M 步 长 1 执行 
AT[K, 了 -YIxAT 中 一 A[K 吕 
终 
终 


2 


俩 ; 
) 


注 { 上 面 玉 循环 是 对 第 了 十 工 列 到 第 N 列 作 HOUSEHOLDHER 变换 } 


0=>SMi; 
对 于 I=J 到 M 步 长 1 执行 
Ar[J, 相 *BfI 十 SM 一 SMi; 
BEETAxSM 一 ASM; 
对 于 I=J 到 忆 步 长 1 执行 
BIDI 一 AU, 卫 *SM 一 BT 
注 《对 右 端 B 作 同 样 的 变换 } 
终 ; 
注 { 三 角 化 步骤 已 完成 , 下 面 用 加 代 过 程 求 解 ?} 
对 于 I=N 到 工 步 长 一 执行 
始 B 思 /ADH 僵 BD; BUDD 一 入 中 ; 
若 上 < 工 则 
对 于 玉 = 工 到 和 步 长 工 执行 
BT[I 一 刁 一 A[ 玫 , 工 - 切 *B[] 一 BUI 一 昼 
否 
终 ; 
注 { 求 解 结束 , 下 面 计 算 余 量 } 
0 一 人 JD; 
对 于 I=N-+I 到 M 步 长 工 执行 
B[ 了 个 2 十 RD 一 RD 


终 ; 


和 | 和 


4 ea 人 
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十 五 、 解 线性 矛盾 方程 组 的 正 交 化 法 程序 
到 CS 〈 圭 ， 六 ， 7D， 五 PS， 力 ，7) 


使 用 说 明 
使 用 者 在 套用 本 程序 前 ， 必 须 先 在 主 程序 中 定义 场 4 忆 到 、 天 场 4 台 分 别 存放 系 
数 符 阵 和 右 端 向 量 ,系数 阵 4 按 列 存放 在 场 4 中 。 
本 程序 带 选 主 元 的 ， 以 未 正 交 化 的 各 列 中 模 最 大 的 列 作为 主 列 ， 场 呈 中 先是 存放 各 列 
模 前 平方 ,后 存放 对 应 的 主 列 的 列 号 , 作 恢 复 解 分 量 的 次 序 用 。 
在 程序 中 M4< 瑟 PS 时 ， 系 数 阵 盘 的 计算 秩 小 于 % 方程 组 无 唯一 的 最 小 二 乘 解 ， 
将 出 现 程序 停机 。 
使 用 者 需 自 编 印 刷 语 句 , 打印 结果 。 
形式 参数 2 有 PS 的 值 为 机 器 表示 的 最 小 正 数 。 
形式 参数 才 
= 1:2], 存放 方程 组 的 系数 阵 ， 按 列 存放 。 
23 一 一 2H:, 存放 右 端 向 量 的 场 。 
mm 一 一 方程 的 个 数 。 四 
一 一 未 知 数 的 个 数 。 
2 一 一 DLL:m, 先 存放 各 列 模 的 平方 ,后 存放 主 列 的 列 号 , 作 恢 复 解 分 量 次 序 用 。 
刀 PS 一 一 机 器 表示 的 最 小 正 数 。 
输出 参数 


化 


Z[: 人 ,存放 解 问 量 。 





程序 
过 程 MGS(A，B, X, PEPS，M，N); 
场 A，B， 广 ，P; 
值 EFPS,，M，N; 
始 简 变 8&, 了 MAX， 
对 于 I=- 工 到 步 长 工 执行 
始 0 一 SS; 
对 于 J= 工 到 M 步 长 工 执行 
ATI 刀 人 2 十 8 一 SS， 8 一 >PT[ 
终 ; 
入 《上 面 计算 各 列 的 模 的 平方 , 以 便 选 主 元 } 
对 于 I=- 工 到 信步 长 工 执行 
始 0 一 MAX; 
对 于 jJ= 工 到 六 步 长 了 执行 
车 MAX 一 了 [ 相 则 
始 了 [机 之 MAX;, J=?T 络 





伸 ; 
若 MAX<EPS 则 停 否 ; 
注 {MAX 中 为 主 元 列 的 模 的 平方 , 当 MA 和 < 了 PS 时 ,方程 没有 唯一 解 ,程序 停机 》 
下 4 
T 一 PD]; 
对 于 J= 工 到 M 步 长 奔 执 行 
始 A[ 骨 一 8 A 困 , 几 人 AL 咱 ; SA [JJ 
终 


注 《上 面 是 选 出 主 元 列 后 , 把 有 关 的 列 的 元 素 及 信息 进行 交换 } 

MAX 一 [|; 

对 于 开 =I+ 工 到 步 长 工 执 行 

始 0 一 8; 
对 于 本 -1 到 M 步 长 执行 
A[IL 中 *A [了 也 十 S=>8;， 8 一 X[K]i SA/MAX 一 T; 
对 于 J=-1 记 M 步 长 上 执行 
A[, 妃 -A[L 相 xT-A[K, 妃 ; P[K] -TexS=>P[IK] 


终 ; 
注 { 上 面 对 第 I++1I 列 到 第 N 列 作 正 交 化 , 同时 计算 各 列 的 模 平 方 } 
0=>S; 


对 于 J=-1 到 了 步 长 1 执行 
AT[I 妃 *B[ 刀 十 S->8; 
对 于 了 =I 工 到 太 步 长 1 执行 
又 [K]->A[I K]，gS-X[ 
终 ; 
注 { 正 交 化 步 骏 完 成 , 以 下 是 回 代 求 解 尽 } 
SBLVE. 
对 于 I- 革 到 工 步 长 ~] 执行 
始 和 [ID 一 8S， 
对 于 J=I+I 到 六 步 长 工 执行 
S--Af[L 刀 *X[ 丰 二 8; 
8S/AT[LI 呈 之 X[DD; 
PDD ->T， 
入 [ 丫 8; 
和 [四 一 文 [站 
8S 一 和 XI] 
注 { 后 四 个 语句 是 按 选 主 元 列 时 的 信息 饮 复 解 X 的 原始 次 序 } 
多， 


1 
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十 六 、 共 邦 斜 量 法 解 线性 矛盾 方程 组 程序 
GT 广 (2，7D，c，zZ，d) 


个 用 说 明 
本 程序 是 用 共 斩 斜 量 法 计算 矛盾 方程 组 
志和 十 肪 一下 
的 最 小 二 乘 解 入 。 其 中 人 C 是 叹 xm 阶 和 矩阵 玉 是 弃 维 向 量 , 下 是 m 维 向 量 。 若 C 的 秩 < 一 则 
计算 将 停机 。 
形式 参数 表 ; 


和 


C 





场 “Li:m，1:m] 按 行 排列 为 ， cl， cta， …， CU， Calt，Caa，…， Can， Cab 
所 
d 一 一 场 v 时 :方程 常数 项 。 
2 一 一 值 m，c 的 行 数 。 
% 一 一 值 %，. 的 列 数 。 
208 一 一 值 eps， 是 2 的 允许 误差 。 
2 一 一 场 z[L:， 解 问 量 。 
4tey 一 一 欠 代 次 数 。 
程序 
过 程 NGO 和 LO， 又， 六 ); 
场 C， 叉 ，Y; 
始 0=>Y; 
对 于 工 = 工 到 M 步 长 1 执行 
对 于 J=I 到 步 长 上 执行 
YY 本 二 CCL 岂 * 双 [中 全 YY[] 
终 ; 

注 { 过 程 MOCX 是 提供 给 过 程 CGV 计算 YY 一 QX 芍 } 
过 程 MOTE(O，EF,， 有 R); 1 
场 C, 也， Ri 
始 “0 一 Ri 

对 于 J=1 到 六 步 长 1 执行 

对 于 = 工 到 M 步 长 1 执行 

了 匡 ] +TCL 骨 * 下 [有 -RR[J 
终 ; 
注 { 本 过 程 是 提供 给 CQGY 程序 计算 及 = 一 CR 用 的 } 
过 程 CQV(M, N,， EPES, CO, 和， D); 
值 M N，EPS; 
场 0, 和，D， 
始 简 变 Q，Q1，Q2，HE1，E2, 有， REJ，RE2，ITER， 


人 TY 





场 S  F, R[I1:N], P, OP[1:M]; DEF; 0=>RE2; 0=>Z 
对 于 愉 =I 到 3*N 步 长 1 执行 
注 { 限 制 迭 代 次 数 小 于 3N 上 1 次 } 

始 KITTER， MOTEF(O, 了 ，R)，0 一 了 

对 于 I 王 工 到 N 步 长 革 执 行 
RE1 十 及 [ID 个 2 一 El 
若 下 = 上 则 - 
始 对 于 II=1 到 信步 长 于 执行 
-及 [站 一 PDD; 转世 
终 
否 ; 
若 EB2 一 (10 人 (一 9) 则 转 END 否 ; 
注 { 假 定 小 于 10-9 的 数 都 看 作 零 } 
E1/E2->Ei 

对 于 I= 工 到 和 步 长 工 执 行 
-了 I++EsPT[D=PDDi 
L1:E1->E2，MOX(GO, P, OP); 0=>Q2 
对 于 工 = 工 到 M 步 长 荆 执行 
Q2 上 OP 个 2->Q2; 
若 Q2 一 0 则 停 123 否 ; 
若 Q2< (10 人 《一 9)) 则 转 END 
否 ; 
EL Ql 一 Qi; 
对 于 I=1 到 玉 步 长 1 执行 
X 了 十 QxP 四 一 X 加 ;0 人 RELi 
对 于 J= 工 到 M 步 长 1 执行 
始 下 [四 二 QxCOP[ 刀 二 F[ 刀 , REL+R[ 了 个 2>REL 
终 ; 
若 SABS(KE1I-- RE2)<SABS(REL*EPS) 则 转 END 否 ; 
REI=>RE2 

终 ; 

END， 印 TITER; 

终 ; 
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第 九 章 “ 非 线性 方程 和 非 线性 方程 组 的 解法 


$91 引言 
在 科学 研究 和 工程 设计 中 常常 遇 到 求解 一 非 线 性 方程 或 非 线性 方程 组 的 问题 。 例 如 求 
解 方程 


24 一 10z3 十 3522 一 50z 十 24=-0， (9.1.1) 
或 


co 一 sn( 于 )=-0 .1 

方程 (9.1. 的 左 端 是 未 知 量 = 的 多 项 式 , 这 类 方程 称 为 高 次 代数 方程 ; 在 方程 (9.1.2 
中 , 因 左 端 包含 的 指数 和 正弦 函数 是 属 超越 函数 , 这 样 的 方程 称 为 超越 方程 。 

下 面 我 们 用 符号 j (o) 来 表示 方程 左 端的 函数 , 于 是 可 写 方程 的 一 般 形 式 为 

F(z)=0 (9.1.3) 

方程 的 解 通常 称 为 方程 的 根 , 或 称 为 函数 jz) 的 零点 。 

方程 的 根 可 能 是 实数 也 可 能 是 复数 ,相应 地 称 为 实 根 和 复 根 。 如 果 对 于 数 < 有 F(a) = 
0- Poz0(P (Ge) 表示 jc) 的 一 阶 导数 )， 则 c 称 为 单 根 ， 如 果 有 ja) = 户 (a) =…= 


”5 woD=0 但 frb(a) 关 0 则 a 称 为 因 重 根 ( 此 处 je2(a) 玫 示 jz) 的 磊 阶 导数 )。 


对 于 高 次 代数 方程 ， 其 根 ( 实 或 复 的 ) 的 个 数 与 其 次 数 相同 。 如 方程 (9.1.1) 是 4 次 方 
程 , 就 有 4 个 根 。 至 于 超越 方程 ,其 解 可 能 是 一 个 或 几 个 , 也 可 能 是 无 穷 多 个 。 

常见 的 求解 问题 有 如 下 两 种 要 求 ， 一 种 是 要 求 定 出 在 给 定 范围 内 的 某 个 解 ， 而 解 的 粗 
略 位 置 事先 已 从 问题 的 物理 背景 或 应 用 其 他 方法 得 知 。 另 一 种 是 定 出 方程 的 全 部 解 ,或 者 
定 出 在 给 定 区 域内 的 所 有 解 , 而 解 的 个 数 和 位 置 事先 并 不 知道 , 这 在 超越 方程 的 情形 是 比较 
困难 的 。 

求解 非 线性 方程 ， 除 少数 特殊 方程 (例如 二 次 多 项 式 方程 ) 可 以 利用 公式 直接 定 出 它 的 
零点 外 , 一 般 只 能 采用 某 种 迭代 解法 ， 即 从 预知 的 解 的 初始 近似 值 (简称 初 值 ) 开始 ,利用 某 
种 迭代 格式 构造 一 近似 值 序列 2Z0，21，。%…，2xz，2541 …， 逐步 逼 近 于 所 求 的 解 案 a。 

这 个 序列 是 否 确 能 收敛 于 解 , 以 及 是 否 很 快 地 逼近 于 所 求 的 解 案 , 这 是 迭代 解法 的 收敛 
性 和 收敛 速度 的 问题 。 有 

对 于 一 种 解法 , 为 了 考察 它 的 有 效 性 , 一 般 都 要 讨论 它 的 收敛 性 和 收敛 速度 , 即 考察 在 
什么 样 的 条 件 下 构造 的 序列 是 收 么 的 ， 以 及 序列 中 的 近似 值 又 按 什么 样 的 误差 下 降 速度 和 逼 
近 解 。 

选 代 过 程 的 收敛 条 件 , 一 般 与 方程 的 性 态 ( 函 数 fc) 在 解 案 附 近 的 性 质 ， 零 点 的 分 布 状 
况 等 ) 以 及 初 值 的 近似 度 有 关 。 某 些 解法 仅 与 初 值 的 近似 度 有 关 , 故 有 时 亦 称 收 剑 条 件 为 收 
敛 范 围 。 

和 迭代 过 程 的 收敛 速度 , 是 指 在 接近 收敛 的 过 程 中 近似 值 误 差 的 下 降 速 度 。 一 般 说 来 , 它 
主要 由 方法 所 决定 。 方 程 的 性 态 也 会 起 一 些 影响 。 
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在 本 章 中 , 我 们 将 介绍 几 种 对 两 类 方程 均 适用 的 较 有 效 的 方法 。 对 于 高 次 代数 方程 沿 
有 不 少 特殊 的 有 效 方法 , 此 处 就 不 介绍 了 。 在 所 介绍 的 方法 中 , 除了 区 闻 分 半 法 仅 限 于 求实 
根 外 , 其 他 均 无 此 限制 。 这 几 种 方法 一 次 都 只 求 出 一 个 解 。 因此 , 我 们 将 在 $9.7 中 结合 二 
次 捅 值 法 和 线性 分 式 捅 值 法 介绍 关于 求 方程 若干 个 解 或 在 指定 范围 内 所 有 解 的 处 理 方法 。 


$ 9.2 求实 根 的 区 间 分 半 法 
9.2.1 方法 简 述 
作为 一 个 例子 , 让 我 们 求解 超越 方程 
二 一 加 ( 罕 )=0 
这 个 方程 在 0 与 工 之 间 有 一 个 解 , 要 求 将 解 定 到 小 数 点 后 两 位 的 精确 度 。 
记 J(z) =o* 一 sin ( 丈 ) 这 个 函数 是 连续 的 。 我 们 知道 对 于 连续 函数 / (z)， 如 果 在 


“一 4 和 2 一 5 处 的 量 值 fc) 和 (2) 有 相 异 的 符号 (简称 异 号 )， 那 未 根据 f (zc) 的 连续 性 , 在 
区 间 [fw， 人 据 此 ， 可 以 采用 如 下 的 过 程 来 定 出 解 的 精 确 位 


置 。 


对 算 出 7(w) 在 区 加 [0, 刁 端 点 处 的 量 值 : 


(9.2 .人 


人 


j(0) =1 CD =e 一 sm 瑟 s 一 0.632121 
”然后 将 区 间 [0, 妇 分 半 , 分 成 二 个 小 区 间 ， 
[0 0.5]j;， [0.5, 旨 


计算 jz) 在 小 区 间 端 点 z 一 0.5 处 的 量 值 

帮 (0.5) = 一 0.100576 
因为 (0) 与 沁 0.5) 异 号 ,而 70. 细 与 JGD) 同 号 ,因此 知 解 位 于 [0，0. 列 的 小 区 间 内 。 于 是 
定 解 区 间 的 长 度 缩小 了 一 半 。 然 后 , 再 对 小 区 间 [0，0. 殉 按 上 述 过 程 进行 。 如 此 继续 下 去 ， 
区 间 一 次 次 缩 半 , 直到 区 间 长 度 缩 到 0.01 以 下 时 为 止 。 其 具体 过 程 见 表 9.1。 


表 9. 工 有 区 同 分 半 法 定 方程 sin( 开 )-0 的 角 





7 GZ) 
0 2 
1 

0.5 

0.25 

0.375 
0.4375 
0.46875 
0.453125 
0.4453125 
0.44140625 


一 0.100576 
0.396117 


0.011255 
一 0.045775 
一 0.017534 
一 0.003208 


一 0.632121、 


0.131719 


[0 . 


[0. 
0. 
即 作为 所 求 的 解 


存在 解 的 区 间 


[0, 1 
[0，0.5] 
[0.25, 0.5] 
[0.375, 0.5 
[0.4375,，0 .5 





4375, 0.46875] 
4375，0.453125] 
4375，0.4458125] 
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上 面 结合 例子 介绍 了 区 闻 分 半 法 , 为 清楚 起 见 , 再 将 区 间 分 半 法 的 一 般 执行 步 又 归纳 如 


9.2.2 执行 步骤 
GD 计算 j(o) 在 区 间 [o, 如 (存在 解 的 ) 端 点 处 的 值 Co)，7(D); 
(2) 计算 7(z) 在 区 间 中 点 4 二 ”处 的 值 了 (4 二 


(8) 判断 ， 若 (2 二 ) 一 0 则 2 二” 即 是 解 , 否则 检验 ; 
若 了 (4 村) 与 ja) 蜡 号 , 则 知 解 位 于 区 间 |o，-4 二 >] 中 以 2 二 2 代替 瑟 


车 了 (2 二 ) 与 了 ( 异 号 , 则 知 解 位 于 区 间 | 4 十“，5] 中 , 以 22 代 苦 os 

反复 执行 步 又 (2) (3)， 直 到 区 间 长 度 缩小 到 多 许 误差 范围 之 内 ， 此 时 区 间 的 中 点 即 可 
作为 所 要 求 的 解 。 

上 而 介绍 的 区 间 分 半 法 ,每 迁 代 一 次 , 区间 缩 小 一半 , 也 就 是 说 , 解 的 不 定 范 每 交 只 纪 
小 一 半 。 因 此 , 它 是 一 种 收敛 比 较 缓慢 的 方法 , 并 且 , 它 只 能 用 于 求实 函数 的 实 零点 ,下面 再 
介绍 几 种 收 伍 比 较 包 的 并 且 适 用 范围 比较 广 的 解法 ， 这 些 方法 者 基于 构造 基 种 插值 要 的 
思想 。 























$ 9.3 ”线性 播 值 法 ( 芒 位 法 ) 
9.3.1 方法 简 述 
设 已 知 方程 
2) 一 0 《2 一 和 十 提 ) (9.3.1) 
的 解 x 的 两 个 近似 值 拉 、z， 设 它们 相应 的 函数 js) 的 值 分 别 是 户 、Fa， 即 
广 = 矿 2， JJ 一 za) 


通过 这 两 个 点 
(21， 万)， (2z2， 3) (9.3.2) 
构造 一 线性 函数 
有 了 (2) 一 02Z 十 六 (9.3.3) 
易于 定 出 此 线性 函数 为 
也 (2 王 天 + 有 2 二 号 (2 一 29) 加 (9.3.4) 
事实 上 , 将 点 列 @. 3. 2) 分 别 代入 关系 式 (9. 3. 3)， 得 到 二 元 线性 联 立方 程 组 
力 一 cz 十 0 | . 
加 =azo 十 0 | 


由 此 解 出 c、2， 便 得 (9.3.4)。 

当 * 为 实 变量 ”> 且 jz) 为 实 函 数 时 ， 线 性 函数 (cy 的 几何 意义 就 是 通过 范 玫 (加 
形 上 的 二 点 (2 廊 ) (za fa) 所 作 的 弦 线 ; 见 几 9.1。 

在 近似 值 、za 附近 , 以 线性 函数 卫 (2) 来 近似 函数 jz)， 且 以 研 (2) 的 零点 , 记 为 2a， 


了 一 全 一 一 一 
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2 一 2 一 太 (9.3.5) 

作为 解 w 的 一 个 新 的 近似 值 ( 在 几何 上 , 就 是 以 通过 
曲线 上 二 点 (Za 方 )、 (zs， js) 的 弦 线 来 近似 曲线 ， 且 
以 弦 线 与 轴 的 交点 zs 来 进一步 下 近 曲线 与 z 轴 
的 交点 w, 见 图 9.)。 

预期 为 比 思 2 更 接近 于 解 w， 于 是 将 新 的 近似 
值 2 代替 2。 重复 上 述 过 程 ， 又 得 到 zs， 如 此 反复 
执行 , 直到 充分 逼近 于 解 c 时 为 止 。 
线性 插值 法 , 通常 亦 称 芝 位 法 。 其 收敛 性 和 收敛 
速度 的 讨论 可 详 见 吕 ,下面 仅 引 其 结论 。 


fxz) 





(x:， j:) 





9.3.2 方法 的 收敛 性 


如 果 函 数 2) 在 零点 附近 存在 连续 的 二 阶 导 数 ， 且 初始 近似 值 二 ， 轩 充 分 接近 于 所 
求 的 零点 ， 有 示 线性 因 什 法 的 近代 过 各 是 收 全 的 其 收敛 速度 为 


lim _|2+1: 一 %| _ 1 一 0 开 


zeo | 入 一 Q 
或 者 说 ， 当 入 充分 接近 于 ax 时 有 
| 各 H1 一 w| 之 开罗 一 a 人 | (9.3.6) 
其 中 , 罗 表示 迭 代 过 程 中 的 第 次 近似 值 ; ost 玫 示 第 8 十 工 次 近似 值 ; 
oa) 0.618 
27 (wo 
广大 (分别 表 示 Jjo) 在 零点 % 处 的 一 阶 、 二 阶 导数 值 。 

关系 式 (9.3.6) 反 映 了 在 接近 收敛 的 过 程 中 , 用 线性 捅 值 法 每 迁 代 一 次 近似 值 误 差 的 缩 
减速 度 , 或 者 说 有 效 数 字 的 增长 速度 。 例 如 , 假设 


jx 一 | -0.0498 
[ai 


即 % 人 位 有 效 数字 , 那 末 从 式 (9.3.6) 有 : 


-aa = 开 0.0498tes=0.008K ( E~| 芭 他 | 
ia| 27 (al) 


如 果 羽 的 数值 不 大 , 那 末 ix We 由 此 看 出 ， 际 天 玉 的 影响 可 
忽略 , 那 示 近似值 误差 的 下 降 速度 主要 取决 于 式 (9.3.6) 中 的 朝 次 1.618。 这 个 宕 次 可 以 作 
为 衡量 收敛 速度 的 一 种 标志 数 , 一 般 称 为 收 倒 速 度 的 阶 。 

一 般 地 , 如 果 由 一 种 友 代 解法 构造 出 的 近似 值 序列 z， 罗 ，…， 此 与 解 的 误差 有 


Him -| 21 一 %| 一 玉 
”一 co | 加 一 air 


用 当 立 充 分 接近 于 解 < 时 有 关系 式 
[zz 一 a| 二 玖 | 区 一 G| (9.8.7) 
其 中 7 关 了 则 称 该 法 具有 % 阶 的 收敛 速度 。 
一 般 说 来 , 对 于 具有 7 阶 收 敛 速度 的 算法 ， 当 接近 收敛 时 其 近似 值 的 误差 将 按 窜 次 为 了 











0.  】) 
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的 速度 下 降 , 因此 > 越 大 , 误差 就 下 降 得 越 多 ， 收敛 速度 就 越 高 六 越 小 ， 误差 就 下 降 得 越 少 ， 
收敛 速度 就 越 低 。 
对 于 7 一 工 的 算法 ， 其 收敛 性 与 收敛 速度 就 取决 于 因子 玉 。 当 天天 时， 其 误差 将 按 数 
玉 比例 地 下 降 , 称 为 线性 收敛 速度 。 
式 (9.3.7) 中 的 因子 尺 是 与 函数 在 零点 附近 的 性 状 有 关 的 一 个 量 。 它 对 收 往 速 度 亦 会 
起 一 定 的 影响 。 例 如 在 上 述 例子 中 , 如 果 乓 = 二 则 在 友 代 一 次 后 有 
-2 一 0.008 


如 果 玉 =5， 则 为 


zzt 一 ca 0 04 
[a| 
与 第 不 次 近似 值 称 的 误差 
-0 0498 
全 
相 比 , 新 的 近似 值 rri 在 尼 一 [时 增加 了 有 效 数 位 ,在 忆 一 5 时 便 改 进 不 大 。 因 此 与 函数 性 
状 有 关 的 羽 对 收敛 速度 亦 有 一 定 的 影响 。 从 实际 计算 亦 玫 明 ， 对 于 同一 种 算法 ,用 于 不 同 


性 态 的 函数 其 收敛 速度 亦 存 有 差异 ,特别 在 ”不 大 时 此 种 现象 更 为 显著 。 事实 上 从 改写 
式 (9， 3.7) 为 


asa-al1E7Ge 一 ao 
话 可 看 出 如 果 区 的 量 信 较 大 或 阶 不 高 使 K7 比 工 大 得 多 时 ,其 收敛 速度 就 要 慢 一 些 , 如 


果 险 了 较 高 且 丈 的 量 值 不 太 大 ,有 刁 *=1, 则 玉 的 影响 将 较 小 。 此 外 ， 忆 值 的 大 小 还 影 
响 收 伍 范 围 。 事实 上 从 反复 利用 式 (89， 3. 们 可 导出 关系 式 

| 和 一 a| 二 开 5 汪 | 和 -al 一 开 -TT| ET (一 on 
此 处 假定 了 已 充分 接近 于 w。 如 果 选 择 初 值 x 使 有 


1 
|zo 一 a| 开 ?< 开 





即 忆 二 间 冯 人 区 二 
则 当 8-~>co 时 有 %-~>0。 由 此 看 出 , 当 习 值 越 大 ,要求 xm 越 接近 于 ac。 从 实际 计算 亦 表 明 ， 
一 种 算法 当 用 于 不 同性 态 的 国 数 ， 对 初 值 近似 度 的 要 求 亦 不 同 。 


9.3.3 计算 步骤 


(了 准备 ， 选 定 初始 近似 值 汪 、x, 计算 相应 的 函数 值 户 一 了 (zu)， 记 -7G。 
(2) 和 迭代 ， 按 公式 
aa2 一 户 / 在 -大 


23 一 24 
迭代 一 次 , 得 新 的 近似 值 sa， 计算 户 =j(za)。 
(8) 控制 ， 如 果 加 满足 18|<s 或 |jfs|~0， 则 认为 过 程 收 义 ， 终 止 迭 代 ， 以 za 作为 所 
求 的 解 案 , 否则 执行 步 ( 色 ,此 处 
8 是 允许 误差 ; 


aa Lv - 
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| 一 2， 当 |s|<e 时 
:| (9.3.8) 


1 和 当 |a|>e 时 


其 中 是 取 绝 对 或 相对 误差 的 控制 数 ， 二 一直。 
(4) 和 迭代 准备 ， 如 果 迭 代 次 数 超过 某 个 上 界 max 有 则 认为 过 程 不 收敛 , 计算 失败 ， 否 
则 以 (za，ja) 、(zs，j) 分 别 代替 (za 方 ) (za， 思 ) ,而 后 转 步 又 (2) 继 续 迁 代 。 


$94 牛 顿 法 
9.4.1 方法 简 述 


设 已 知 2 是 方程 
2) 一 0 
之 解 x 的 一 个 近似 值 。 假设 画 数 Jo 在 零点 & 附近 导数 存在 。 设 户 、 方 分 别 是 大 2 在 富 
处 的 函数 和 导数 值 , 即 户 =jF(c) ,及 = 户 (z)。 
构造 一 线性 函数 到 (2), 使 其 在 坟 处 取 值 访 ， 且 其 斜率 为 及。 易于 导出 这 样 的 线性 函数 
是 
C 也 (2) 0 十 广 9.4. 切 
(xu 用 ) 在 辐 附近 , 就 以 此 线性 函数 卫 (2) 来 近似 函数 
Fe2)， 且 以 了 (2 的 零点 , 记 为 2a， ， 


za 一 2 一 于 (9.4.2) 
荆 


作为 解 w 的 一 个 新 的 近似 值 。 然后 以 za 代替 2 
重复 上 述 过 程 , 得 到 za， 如 此 等 等 , 直到 近似 值 充 
分 接近 解 案 时 为 止 。 

人 当 * 为 实 变量 z，f (z) 为 实 函数 时 , 线性 函数 
7(o) 代 表 jz) 的 曲线 C 在 点 (ci， 廊 ) 处 的 切线 ， 见 图 9.2。 和 牛顿 法 的 几何 意义 就 是 ; 在 近 
似 值 襟 附近 , 以 曲线 在 点 (zi， 户 ) 处 的 切线 下 来 近似 曲线 C, 且 以 切线 与 z 轴 的 交点 作为 解 ， 
a 的 进 一 步 近似 。 如 图 9.2 所 示 。 








9.4.2 方法 的 收敛 性 


如 果 fj) 在 零点 附近 和 在 连续 的 二 阶 导数 且 初 始 近 似 值 2 充分 接近 于 启 求 的 解 ， 那 
来 牛顿 迁 代 过 程 是 收敛 的 , 且 其 收敛 速度 是 : 在 解 “ 为 单 根 的 情形 ， 有 
| 坟 t1 | _ (ao 
加 各 这 -| 友和 
或 者 说 , 当 . 罗 充分 接近 于 “时 有 


aols| 才 人 | 入 一 Cj (9.4.4) 


这 表明 ,牛顿 迁 代 法 具有 阶 为 2 的 收敛 速度 。 此 印 在 迭代 接近 收敛 的 过 程 中 ,近似 值 妆 的 
误差 将 是 平方 地 减 小 , 故 又 称 为 平方 收敛 速度 。 因 此 , 是 一 种 收敛 比较 快 的 方法 。 
在 解 w 为 寺 重 根 的 情形 , 有 








lim 12841 一 oa 五 一 工 


天 一 co | 光一 | 忆 





或 者 说 , 当 困 充分 接近 于 “时 ,有 
| 累 和 1 一 CQ] 馆 | 你 一 ga| (9.4.5) 





“这 表明 , 在 迭代 接近 收敛 的 过 程 中 , 近似 值 x“ 的 误差 按 一 亏 ” 的 比例 线性 地 下 降 ， 为 线性 


收敛 速度 , 因此 牛顿 法 遇 重 根 时 收敛 速度 大 大 下 降 , 且 重 数 王 越 高 , 收敛 越 慢 。 收 敛 性 的 证 
明 可 参考 [1], 此 处 从 略 。 


9.4.3 计算 步骤 


(由 准备 ， 选 定 初 始 近似 值 二 ， 计 算 方 = 太 za)， 万 一 记 (21)。 
(2) 和 迭代 : 按 公式 
22 2 由 

和 迭代 一 次 , 得 新 近似 值 sa， 计算 户 =j(s) ， 甩 = 乌 (z) 。 

(3) 控制 ， 如 果 和 满足 |181<e 或 fa 二 0, 则 过 程 收敛 , 终止 送 代 , 以 作为 所 要 求 的 解 
案 。 否 则 转 步 4) 。 此 处 , 95，e 的 意义 同 于 (9.38.8) 中 所 述 。 
本 (4 和 迭代 准备 :如 果 送 代 次 数 超过 上 界 或 者 户 = 9 风 方 法 失败。 下 凡人 es 7 世代 
闪 (zi， 太 及 )， 转 步 2 继续 迭 代 。 


$9.5 二 次 播 值 法 (Miller 法 ) 
9.5.1 方法 简 述 


设 已 知 非 线性 方程 
三 2z) 一 ， 
解 的 三 个 近似 值 汪 se、xs, 设 相应 的 人 六 ja 二 次 插 信 法 的 基本 思想 是 
通过 这 三 个 近似 值 点 ; 
人 /aq 
构造 二 次 函数 
了 (2) 一 4 和 2 十 呈 z 十 O 
( 当 > 为 实数 时 , 此 函数 图 形 即 是 通过 上 述 三 点 的 一 
条 抛物 线 , 见 图 9.3)。 在 近似 值 附近 就 以 此 二 次 函 
数 工 (z) 来 近似 非 线性 函数 F(z),， 并 以 二 次 函数 的 两 
零点 之 一 作为 解 的 进 一 步 近 似 。 下 面 ， 我 们 推导 它 
的 计算 公式 。 
利用 拉 格 朗 日 插值 公式 ， 作出 通过 人 5 中 三 
个 点 的 二 次 函数 
7 全 一 了 全 全 仆人 万 二 (2 一 24) (2 一 23) 十 (2 一 如 ) (2 一 2) 玉 (9.5.2) 


各 一 29)( 科 一 23) (sa 一 为 ) (za 一 3) (za 一 为 ) (za 一 22) 





9.3 
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为 计算 上 的 方便 , 引入 新 的 变量 


As (9.5.3) 
目 信 
入 二 -全 二 
sa| 明 (9.5.4) 
3 
改写 (9.5.2) 为 和 的 二 次 式 
二 克扣 (9.5.5) 
式 中 
0 一 广 )3 一 六 和 30s 十 Fas 
一 万 M3 一 833 十 js(Xs 十 33) | 《9.5.6) 
C 一 js03 
二 次 函数 却 () 存 在 两 个 零点 
关 二 二 人 


取 其 模 小 的 的 一 个 (有 分 的 正人 应 了 全 分机 为 的 个 )， 记 为 由 和 的 定 
义 得 

一 29) (9.5.8). 
作为 解 的 一 个 新 的 近似 值 。 然后 以 aa、 za 、 冯 代替 二、2、a ,重复 上 过 程 得 到 xi。 如 此 等 等 ， 
直到 近似 值 充分 接近 于 解 案 时 为 止 。 


9.5.2 方法 的 收 全 性 


如 果 2) 在 解 w 附 近 存在 连续 的 三 阶 导数 , 并 且 初 始 近似 值 充 分 接近 于 所 求 的 解 w, 屠 
未 二 次 插值 法 的 选 代 过 程 是 收 倒 的 , 且 其 收 全 速 度 ,在 解 为 音 根 且 当 办 充 分 接近 于 解 a 时 有 
12 一 a| 之 天 | 入 一 多 (9. 5. 9 ) 


-| 人 -如 六 


三 (oo 、7j"(o 分 别 是 F2) 在 解 x 处 的 一 阶 和 三 阶 导数 值 。 式 (9.5.9) 表 明 , 在 接近 收敛 的 过 
代 进 程 中 ,近似值 的 误差 将 按 阶 为 1.84 的 速度 下 降 ; 在 解 为 二 重 根 且 当 祝 充分 接近 于 解 a 
时 有 : 


式 中 











| 251 一 Z| 包 开 | 称 一 0 号 (9.5.10) 
式 中 (Ca ) 0.33 
CC 
K-| (一 亲人 ) 
式 (9.5.10) 表 明 在 二 重 根 的 情况 下 ， 二 次 插值 法 仍 有 超 线性 的 收敛 速度 。 收敛 性 的 证 明 可 
详 见 资料 []。 


上 述 结论 从 理论 上 说 明了 当初 始 近 似 信 充 分 接近 解 案 时 迭代 过 程 的 收 伍 性 。 从 实际 使 
用 表明 , 二 次 插值 法 对 初 值 的 要 求 并 不 苛刻 , 即使 初 值 不 太 好 也 常常 能 收敛 。 但 在 具体 使 用 
算法 时 , 为 保证 方法 的 有 效 性 , 尚 需 注意 以 下 细节 处 理 。 
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9.5.3 方法 的 若干 细节 处 理 


GD) 方法 的 异常 情况 和 处 理 

在 法 代 计 算 过 程 中 , 可 能 遇 到 使 公式 (9.5. 站 的 计算 发 生 困难 的 异常 情况 。 此 时 , 须 加 
特殊 处 理 方 能 使 迁 代 继续 进行 。 在 二 次 插值 法 中 , 共存 在 以 下 两 种 异常 情况 : 

(i) 广 = 户 一 太 在 几何 上 就 是 三 点 位 于 一 水 平 直 线 上 ， 此 时 作出 的 抛物 线 退 化 为 平行 
于 x 轴 的 直线 。 此 种 情形 在 计算 中 将 出 现 1 一 -二 和 一 co (cr*0)。 

(ii) 为 一 为 ， 即 三 点 中 有 二 点 相 重 , 此 时 出 现 量 值 不 定 。 

异常 情况 的 处 理 办 法 是 可 任 取 ) 优 , 各 如 可 到) 继续 进行 欠 代 。 

(2) 改善 收敛 性 的 处 理 

为 避免 适 代 计算 中 发 生 超 射 ， 即 新 的 近似 值 % 离 上 一 次 的 近似 值 am 不 适当 地 远 ， 从 而 
可 能 引起 发 散 。 我 们 在 得 到 新 近似 值 后 , 用 条 件 

| ea) 
区 人 








(9.5.11) 


加 以 控制 。 此 处 M 是 一 常数 ， 可 取 10 或 其 他 定 值 。 当 条 件 不 满足 时 ,就 缩小 Xe 以 豆 )。 


代替 4， 并 重复 判断 条 件 (9.5. ])， 直到 条 件 满足 为 止 。 

(3) 上 下 滋 处 理 

在 求 零 点 的 过 程 中 ， 函数 / (2) 的 量 值 变化 是 比较 大 的 ， 特别 是 当 jz2) 含有 指数 函数 或 
含有 > 的 高 宕 次 时 变化 尤 甚 。 因 此 , 在 用 计算 机 实现 算法 时 ， 常 需 考虑 上 下 滋 处 理 ， 以 避免 
由 此 造成 计算 中 断 ， 或 带 来 有 效 数字 的 损失 而 影响 方法 的 有 效 性 。 处 理 办 法 无 非 是 在 作 乘 
除 运算 前 考虑 引入 比例 因 了 于。 


9.5.4 计算 步骤 
(出 准备 选 定 三 个 初始 近似 值 2 、23 、23) 计算 相应 的 7 四 值 广 . 户 户 ， 并 计算 “ 


Z3 一 多 
本 有 人 
2Z3 一 ZE 


(2) 选 代 ， 计 算 
603 一 十 和 s 
4 一 记 )3 一 上 2Xa03 十 js)a 
8 一方 驻 一 太 83 十 fa( 和 3 十 6a) 
< 一 j03 


上 式 分 母 中 的 “ 士 "号 , 是 取 分 母 的 模 值 为 大 的 一 个 ， 如 遇 晃 党 情形 ， 则 取 和 一。 

于 是 得 新 近似 值 

本 2 一 入 十 和 ds (zs 一 23) 
计算 访 = FJ)。 如 果 产 不 满足 | Ps/IPi<MGU 是 取 定 的 常数 )， 则 缩小 Xe， 直 到 条 件 满 
足 为 止 。 
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(3) 控制 ， 如 果 满 足 
15|<s 或 | jl~0 ,es 的 含义 见 式 (9.3.8)) 
则 认为 过 程 收 敛 , 终止 迁 代 , 以 x 作为 所 求 的 解 案 , 否则 执行 下 步 。 
(4) 选 代 准 备 ， 如 果 迁 代 次 数 超过 某 个 上 界 , 则 认为 过 程 不 收敛, 终止 欠 代 , 计算 失败 。 
否则 , 以 2 、2. 2 、jfa、fs、f 和 分 别 代替 2、2as 5、 万 、 太 、js、Xa， 转 步 (2) 继续 选 代 。 


89.6 线性 分 式 播 值 法 ( 双 曲 播 值 法 ) 
8.6.1 方法 简 述 
设 已 知 非 线性 方程 
了 (一 0 
解 的 三 个 近似 值 ， 思 、g. xs， 设 相应 的 jz) 的 函数 值 是 ， 户 、fs、fs。 通 过 这 三 个 近似 值 点 
(21， 万)， (zs， 太 ) ， 《23， 太 ) 
构造 线性 分 式 琐 数 
取 (2) 一 一 一 < (9.6.1) 





| 经 整理 后 可 写成 
pz 十 C20 一 2 十 G 一 0 (9.6.2) 
其 中 , 系数 x、0、" 满足 下 列 线性 方程 组 
4 十 户 210 十 户 c 一 2 
0 十 faxo2 上 (9.6.3) 
4 十 Fasxs8 十 fsc=2s | 
(9.6.2) 式 在 实数 情形 时 代表 一 条 双 上 曲线 ， 
ee 兄 图 9.4， 故 有 双 曲 插值 法 之 称 。 
在 近似 值 附近 ,就 以 此 线性 分 式 函 数 矶 () 来 近似 非 线性 函数 jz), 且 以 此 线性 分 式 的 





2 一 (2 一 zs) (23 一 1) fa (sa 一 
3 一 ba) 户 一 久 aa) 户 十 (2 ee 一 ja) 亡 ee 


作为 非 线 性 方程 解 的 一 个 新 近似 值 。 然后 以 zs、z3、 24 代替 嫉 、zs、23， 重复 上 过 程 得 到 25， 如 
此 等 等 , 直到 近似 值 充 分 接近 解 案 时 为 止 。 

因 (9.6. 约 式 的 计算 格式 在 接近 收敛 时 包含 含 了 两 个 相近 数 之 差 , 有 可 能 影响 数值 计算 的 
准确 度 , 为 此 引入 量 . 





和 as 一 2 38: 一 1 十 )s (9.6.5) 
且 将 选 代 格 式 (9.6:9 改 写 为 
% 一 2 十 人 4(23 一 29) (9.6.6) 
其 中 R 
和 冯 三 记 a(0a fs 一 和 asf) 一 sa 广 (9.6.7) 


a(6s 广 一 和 as j 3) 一 户 方 
公式 (9.6.5)、(9.6.， 6)、 (9.6.7) 即 是 线性 分 式 搬 值 法 的 迭代 公式 。 
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9.6.2 方法 的 收敛 性 


如 果 J 太 2 在 解 “ 的 邻近 解析 ， 并 且 初 始 近似 值 充分 接近 于 所 求 的 解 那 林 线性 分 式 插 
值 其 的 选 代 过 程 是 收敛 的 ， 且 其 收敛 速度 ， 在 解 为 单 根 且 当 拓 充 分 接近 于 cc 时 有 





交 一 al 二 玫 | 厅 一 a| 志 (9.6.8) 
| 1 记 (a) 工 户 "(o) 0.43 
TY 区 | 开 ( 太 全) 一 6 -Fa 





厂 owW、 记 (o、j (oa 分 别 是 Js) 在 解 w 处 的 一 阶 、 二 阶 、 三 阶 导数 值 。 式 (9.6.8) 表 明 在 接 
近 收 敛 的 迭代 过 程 中 , 近似 值 的 误差 将 按 阶 为 1.84 的 速度 下 降 。 但 当 解 为 多 重 时 , 收 伍 速 
度 就 降 为 线性 的 了 。 具 体 证 明 见 [3]。 

9.6.3 方法 的 异常 情况 和 处 理 

在 按 公式 (9.6.5)、(9.6.6)、(9.6.7) 进 行 和 迭代 计算 中 可 能 遇 到 以 下 数 种 异常 情况 : 

( 山 aa= 户 = 户 ， 即 三 点 位 于 一 水 平 直线 上 ， 此 时 和 一 下。 


(2) 户 = 户 或 户 = 广 或 户 = 方 即 二 点 位 于 一 水 平 直 线 上 ， 此 时 双 身 线 (9.6. 罗 退化 为 
二 条 平行 于 轴 的 相互 垂直 的 直线 , 计算 时 将 产生 如 下 情况 ， 

在 户 = 广 时, 有 和 =0, 2= 鸭 产生 假 收 伍 ， 

在 思 = 方 时 ， 有 入 = 一 1 从 一 Zi2， 下 步 计 算 中 将 出 现 异 常情 况 (3); 
罕 思 - 疡 加 有 一 (1 六》 am 三 上 不 灾 并 在 下 步 产生 和 

(8) ms=a 即 两 点 相 重 , 此 时 久 二 0。 

从 以 上 分 析 看 出 , 当 遇 到 这 些 异 常情 况 时 ,如 果 不 及 时 处 理 , 就 会 发 生计 算 困难 或 者 产 
生 假 收敛 等 情况 而 使 方法 失败 。 简便 的 处 理 方法 是 任 取 jx 值 ， 璧 如 可 取 Xe= 了 1 继续 进行 
-迭代 。 


9.6.4 计算 步骤 
(由 准备 : 选 定 三 个 初始 近似 值 、zs、2a， 计 算 相 应 的 7(2) 值 户 、fs、fs， 并 计算 ， 


ba 一 名 
) 误 二 
Z2 一 ZI 


(2) 迭代: 计算 03 一 上 十 和 as 
(03 fa 一 和 s 工 一 户 方 。 
-| 下风 人 
上 异常 情况 时 
得 新 近似 值 
2 一 为 十 和 (2 一 29) 
计算 轧 一 了 (24) 


(3) 控制 ， 如 果 怀 满足， 
15j<e 或 14 0 (8，s 的 含义 见 式 (10.2.8)) 
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则 认为 过 程 收 敛 , 终止 选 代 , 以 作为 所 求 的 解 案 。 否则 执行 步 ( 乞 。 
(4 迭代 准备 :如果 迭 代 次 数 超过 某 个 上 限 , 则 认为 过 程 不 收敛 , 终止 迭代 , 计算 失败 。 
否则 ,以 3、 2 、2z js、 J Js Na 分 别 代 过 为 、2a、2、 记 、j、 js、 和 as 转 步 2， 然 估 和 闪 代 。 


$ 9.7 求 非 线性 方程 全 部 解 的 处 理 方法 


上 面 介 绍 了 五 种 求 函 数 零点 的 方法 。 这 些 方法 每 次 都 只 求 出 一 个 零点 ， 而 在 实际 计算 
问题 中 ,常常 需要 计算 一 函数 在 复 平 面 上 的 全 部 零点 ,或 者 在 某 个 域内 的 所 有 零点 。 因 此 ， 
人 将 在 本 节 中 提供 一 、 二 种 处 理 方法 。 

-常见 的 问题 一 般 有 如 下 三 类 ; 村 

(TD) 要 求 确定 函数 2) 在 复 平面 上 的 全 部 零点 , 而 其 零点 数目 为 已 知 , 是 为 有 限 个 。 例 
如 要 确定 一 多 项 式 的 全 部 零点 时 即 是 此 种 情形 ， 

(2) 要 求 确定 函数 Fo) 在 区 间 [c, 妃 上 的 全 部 实 零点 ; 

人 @@) 要 求 确定 出 函数 了 (在 复 平 面 某 个 区 城内 的 全 部 零点 ， 而 其 零点 数目 事先 并 不 知 
道 。 

可 对 于 最 后 一 类 问题 是 比较 困难 的 ， 处 理 办 法 往往 需 根据 具体 问题 确定 , 此 处 就 不 予 详 述 
了 。 对 于 前 面 两 类 问题 ,我们 将 分 别 合 一 次 扫 介 法 和 线性 分 式 揪 值 法 进行 介绍 。 在 应 用 
其 他 方法 时 , 其 处 理 方法 亦 是 相仿 佛 的 。 


9.7.1 应 用 二 次 插值 法 求 画 数 /CC) 在 复 平面 上 的 有 限 个 零点 


设 已 知 /2) 在 复 平面 上 有 冯 个 零点 ， 可 按照 下 列 步 又 应 用 二 次 播 值 法 逐个 地 定 出 它们 
的 量 值 。 

( 册 首 次 初始 值 的 确定 
、， ”估计 模 为 最 小 的 零点 的 粗略 位 置 , 假定 是 z， 则 取 
2 人 (一 有》 加 (十 有 ;2 


作为 三 个 初始 近似 值 , 此 处 对 是 取 定 的 常数 ， 譬如 可 取 4 一 也。 如 果 2= 0， 则 取 -- 一 及 太 0 


作为 三 个 初始 近似 值 。 

《2) 定 解 

按 取 定 的 初 值 ,应 用 二 -次 插值 法 确定 零点 的 精确 值 。 

《3) 求 下 一 零点 的 过 渡 

在 求 出 一 零点 搓 后 , 取 
9%( 一 分 ，9 (十 太 ，9 
作为 求 下 一 零点 的 初始 值 ， 以 期 求 出 在 秘 附近 的 另 一 零点 ， 此 处 y 一 21( 1 十 少 , 其 中 4 是 取 
定 的 常数 , 例如 可 取 4=2- 。 

为 了 不 使 零点 求 重 (重复 求 出 已 求 得 的 零点 )， 在 求 出 一 零点 后 ， 食 将 /2 降 阶 将 该 零 
点 从 2 中 除去 。 

对 于 jz) 为 多 项 式 的 情形 , 可 以 应 用 综合 除法 执行 降 阶 运算 , 其 算法 如 下 : 

设 已 求 出 多 项 式 

了 (2) 一 六 十 G128 十 Co 和 -3 十 十 C 12 十 Cr 
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的 一 个 零点 纪 ， 现 将 此 零点 从 jf(z) 中 除去 , 即 除 以 因子 (z-- 久 ) 。 车 记 降 阶 后 的 多 项 式 为 
方 (= 过 二 二 21 十 思 oa-2 十 on- 十。 十 放 2 十 二 


则 7 (2) 的 系数 02，2a，…，2 -+ 可 由 下 递 推 公式 逐个 定 出 
01 一 01 十 为 
攻 一 0 十 3 四 一 2，3，…， mw% 一 人 

这 样 , 在 每 求 出 一 零点 后 , 多 项 式 的 次 数 便 降低 一 次 , 减少 了 计算 函数 值 的 工作 量 , 但 在 
降 阶 运算 过 程 中 带 来 了 误差 积累 。 如 果 求 根 的 次 序 按 从 大 到 小 的 次 序 进行 ， 则 降 阶 过 程 中 
引入 的 误差 对 后 面 一 些小 根 精 度 的 影响 将 可 能 是 严重 的 (参见 [ 鸟 )。 但 如 果 按 从 小 到 大 的 
次 序 进行 , 则 经 误差 分 析 表 明 此 过 程 是 稳定 的 , 一 般 不 会 影响 后 求 根 的 精确 度 。 

对 于 非 多 横 式 的 函数 ， 一 般 不 能 明显 执行 降 阶 运算 。 而 是 在 已 求 出 一 零点 五 后 ， 用 函 





数 
(2) 
方 (2) 2 人 


来 代替 2)。 _ 般 地 ， 在 已 求 出 7 个 零点 %， za，…, 汶 后 ,用 函数 


户 (2) 一 全 (z) (2) 
(z 一 3) 《2 一 为) (2 一 洛 ) 
来 代替 函数 了)。 显然 , 函数 户 ( 纺 包含 了 jz) 的 除 的 ，…，, 洛 外 的 所 有 零点 , 上 且 仅 包 含 这 些 
零 氮 。 因此 , 只 要 飞 ，…, 为 求 得 足够 精确 , 一 般 就 不 会 发 生 求 重 的 现象 。 
重复 执 和 行 步骤 (2) 《3), 直到 个 零点 全 部 求 出 为 止 。 


9.7.2 应 用 线性 分 式 插值 法 求 /(c) 在 给 定 区 间 [a， 站 上 的 全 部 实 零点 


设 J(o) 在 区 , 妇 上 的 零点 均 是 单 的 ， 则 可 用 下 述 过 程 定 出 fc) 在 [w, 妇 上 的 全 部 堆 
点 。 

在 [w, 妇 上 适当 选取 一 串 分 点 
=0<0<<<0<0 1 一 
将 [o, 妇 分 割 成 ”个 小 区 间 

Lo，0a] ，[Za，0Za] ，…，[on，Zn+] 

这 些小 区 间 足 够 地 小 , 使 得 在 每 个 小 区 间 上 仅 可 能 包含 fa) 的 一 个 零点 。 

逐个 地 计算 7(w) 在 这 些小 区 间 端 点 mw， wa(6 一 二 2 …， 内 上 的 函数 值 fa 并 检 
验 它们 是 否 为 零 或 相互 异 号 ， 

若 f(o 一 0 则 必 即 为 一 零点 ; 


吉 恩 与 .fi 异 号 , 则 w 与 wii 之 间 存 在 一 零点 ， 此 时 以 ww， 04+1 2 作为 初始 近 
似 值 ,用 双 曲 插值 法 进行 迭代 , 求 出 该 零点 的 精确 值 。 
对 所 有 的 小 区 间 均 按 此 执行 , 即 可 定 出 Fw) 在 [c, 人 上 的 所 有 零点 。 
8$9.8 方法 的 选择 
针对 具体 的 计算 问题 , 如 何 选择 一 种 适宜 的 方法 , 使 得 既 有 效 而 又 能 较 快 地 完成 计算 工 
作 。 上 自然 , 选择 的 原则 不 外 乎 是 ; 





.err we- 


2 和 于 条 和 的 -国人 放下 人 





纪 5 剖 


GD 方法 是 有 效 的 , 就 是 说 , 针对 所 解 问题 的 性 质 和 特点 , 选用 一 种 能 成 功 地 得 到 解 的 
方法 。 对 于 求 零点 的 迭代 解法 来 说 , 也 就 是 针对 所 具备 的 函数 性 态 和 初 值 情况 , 选用 一 种 能 
收敛 到 解 的 方法 。 

(2) 方法 的 工作 量 是 较 少 的 ,确切 地 说 , 就 是 在 一 定 的 初 值 条 件 下 , 将 零点 确定 到 一 定 
的 精确 度 所 花费 的 工作 量 是 较 少 的 。 自 然 , 这 不 单 要 考虑 方法 的 收敛 速度 , 而 且 也 要 考虑 到 
每 迭代 一 次 所 花费 的 工作 量 。 因 为 前 者 标志 每 迭代 一 次 所 能 获得 的 解 的 近似 度 的 增长 速 
度 , 后 者 皮 映 为 获得 这 一 近似 度 的 增长 所 花费 的 代价 。 再 者 ， 对 于 一 高 速 收敛 的 方法 ， 如果 
它 和 迭代 一 次 的 工作 量 比 另 一 种 收敛 速度 较 低 的 方法 要 多 , 那 末 , 究竟 哪 种 方法 的 效率 高 , 总 
的 工作 量 较 少 呢 ? 为 此 , 引入 一 种 衡量 标准 , 即 所 谓 有 效 指 数 的 概念 。 

在 求解 零点 的 过 程 中 , 其 主要 工作 量 是 在 函数 或 其 导数 的 计算 上 。 如 果 将 一 个 函数 或 
其 导数 的 计算 量 作为 一 个 计算 单位 ， 并 假设 某 种 方法 每 次 欠 代 需 花费 m 个 计算 单位 ， 而 具 
有 7 阶 的 收敛 速度 。 方 法 的 > 阶 收敛 速度 是 以 每 次 迭代 花费 mm 个 计算 单位 的 代价 所 获得 
的 ， 因此 平均 一 个 计算 单位 所 获得 的 收 倒 速 度 的 阶 将 是 

再 一 人 (9.8.1) 
数 玉 就 称 为 方法 的 有 效 指数 。 四 

有 效 指数 如 是 反映 每 花费 一 个 计算 单位 所 能 获得 的 解 的 近似 度 的 增长 速度 。 例 如 牛顿 
迭代 法 为 二 阶 收敛 速度 ，r 一 2 每 次 迁 代 需要 二 个 计算 单位 , m=2 故 忆 = 中 -1.414。 这 
表示 牛顿 迁 代 法 当 近 似 值 充 分 接近 于 解 时 , 每 花费 一 个 计算 单位 , 近似 值 的 误差 将 按 阶 为 
工 .414 的 速度 下 降 。 

(3) 方法 简单 ,易于 编制 程序 , 减轻 计算 前 的 准备 工作 。 

关于 方法 的 选择 ， 通常 需 针对 具体 问题 的 特点 和 要 求 ， 根据 上 述 原则 权 衔 选择 之 。 夫 
9.2 对 上 面 介绍 的 几 种 方法 作出 了 比较 : 


方 法 名 称 重 根 时 的 收敛 速度 
1, 候 重 时 失败 
荆 


区 间 分 半 法 
线性 播 值 法 
牛 上 顿 法 
二 次 插值 法 
线性 分 式 拓 值 法 


1 
二 重 时 为 .23 
1 








由 表 9.2 看 出 , 牛顿 法 的 收敛 速度 最 高 , 但 从 有 效 指数 看 , 其 效率 不 如 二 次 插值 法 和 线 
性 分 式 插值 法 。 且 因为 牛顿 法 用 到 了 一 阶 导 数 户 (w), 故 它 对 易 写 出 导数 式 的 函数 适宜 , 特 
别 是 当 同 时 计算 函数 及 其 导数 值 并 不 比 单独 计算 函数 值 增加 太 多 工作 量 时 ， 牛 顿 法 的 效率 
就 比较 高 。 在 收敛 性 方面 , 从 实际 使 用 表明 ， 它 对 初始 值 的 要 求 比较 苛刻 。 因 此 ,必须 具 备 
良好 的 初 值 。 

区 间 分 半 法 是 一 种 低 效率 的 方法 ， 且 只 能 求实 根 。 其 优点 是 方法 简单 且 对 函数 了 (z) 
药 要 求 比 较 低 , 仅 需 jc) 本身 连 续 。 因 此 适用 于 光滑 程度 差 的 函数 。 





上 列 方法 中 , 效率 最 高 的 是 二 次 播 值 法 和 线性 分 式 播 值 法 。 它们 具有 相同 的 收敛 速度 
和 有 将 指数 。 但 遇 二 重 根 时 ， 二 次 播 值 法 还 保持 了 超 线性 的 收敛 速度 ， 优 于 线性 分 式 捅 值 
法 。 二 次 插值 法 的 最 大 优点 是 ， 从 实际 使 用 表明 ， 它 对 初 值 的 要 求 不 苛刻 ， 即使 用 比较 坏 的 
初 值 , 亦 常 可 获得 收敛 。 它 的 缺点 是 编制 程序 较为 复杂 , 并 且 即 使 计算 实 零点 亦 常 需 采用 复 
运算 过 程 ， 增 加 了 不 必要 的 工作 量 。 因 此 二 次 播 值 法 用 于 求 复 零 点 较 宜 ， 特 别 是 在 无 良好 
初 值 的 情形 。 线性 分 式 播 值 法 ,在 求实 零点 时 其 运算 过 程 可 以 全 部 采用 实 运算 。 在 收敛 性 
方面 ， 从 实际 使 用 看 ， 求 实 零点 较 求 复 零点 要 好 些 。 因 此 线性 分 式 播 值 法 用 于 求实 零点 较 
好 。 


8$9.9 非 线性 方程 组 的 解法 
考虑 非 线性 方程 组 


户 (2，7e，…，2n) 一 0 
job za 0 (9.9.1) 


处 和，za 0 是 实 变量 ， 户 44 一 寺 2 …， m 是 未 知 量 21，2o， 2 的 非 线性 实 函 数 。 
要 求 确定 方程 组 (9.9. 忆 在 指定 范围 内 的 一 组 解 mw，os，…，on。 

解决 此 类 问题 的 方法 ,常用 的 有 如 下 二 种 ， 一 种 是 属于 线性 化 的 方法 , 即 是 将 非 线 性 方 ， 
程 组 以 一 线性 方程 组 来 近似 , 由 此 构造 一 种 欠 代 格式 ,用 以 逐次 各 近 所 求 的 解 案 ; 另 一 种 是 
属于 求 函 数 极 小 值 的 方法 ， 即 是 由 这 些 非 线性 函数 户 ，/s，…, 户 构造 一 模 函 数 盏 ”例如 可 


构造 模 画 数 G6(c，…， mw) -= 袜 [fi(cu …， ao)]?。 然 后 , 以 各 种 各 样 的 下 降 法 求 出 模 函 数 的 


极 小 值 点 , 而 此 极 小 值 点 即 是 非 线性 方程 组 的 一 组 解 。 
下 面 介绍 三 种 解法 , 一 是 牛顿 迁 代 法 , 它 是 属于 线性 化 的 方法 ， 其 他 二 种 是 最 速 下 降 法 
和 变 尺度 法 中 的 DFP 法 , 它们 是 属于 求 极 小 值 点 的 方法 。 
为 了 叙述 清楚 起 见 , 现 以 一 个 二 阶 方程 组 为 例 来 介绍 这 些 方法 。 对 于 一 般 的 情形 , 方法 
是 不 难 类 推 的 。 下 面 考虑 非 线性 方程 组 
广 (c，o) = 一 0 | 
2， 力 一 0 
此 处 , ", 9 是 实 变量 ; 户 ， js 是 未 知 量 ", 9y 的 非 线性 实 函数 。 同 时 , 假定 户 、j 对 z、g 的 二 
检 偏 导数 存在 且 连 续 , 并 且 在 解 的 邻近 , 行列 式 
af 3 


07 COyW 

一 det 庆 0 《9.9.3) 
of 0 
0 0W 


$9.10 解 非 线性 方程 组 的 咎 频次 代 法 


设 已 知 方程 组 (9.9. 2) 之 解 的 一 组 牢 和 近似 信 Zo， go。 在 此 近似 值 邻近 将 非 线 性 项 数 
方 、ja 用 如 下 的 线性 函数 来 近似 ; 


(9.9.2) 

















3S60 


记 (c 力 = 记 ou 旭 +G-W 人 如 (ou 网 十 @- 风 








Ja(Z，2) 多 ja(zo， Wo) 十 (Z 一 2o0) - (xzo， go) 十 @- Yo) 弛 (Zo，21o0) 





妨 (2zo， yo) 
(9.10. 了 T) 





其 中 -2 (oo gg 表示 户 对 5 ER om 其 他 类 似 符号 的 意义 


变相 仿 。 实际 上 , 近似 式 (9.10. 了 已 是 由 户 、j 在 (zo yo) 处 的 泰 劳 展 式 略 去 其 高 了 线性 的 项 
后 所 得 的 。 
于 是 得 到 一 线性 方程 组 


2 (xzo go) 如 + go 甸 一 一 户 (o go) 





(9.10.2) 








2 (0o， bo) 4z 十 2 (2o， bo) .4 一 一 s(《2o， 2o) 
式 中 人 dr 一 2 一 0， 人 = 一 加 


由 前 面 的 假定 , 行列 式 
CPP .0 
rol 妆 Cg 
人 hp pp 
Dr 29 
在 解 的 邻近 不 为 零 ， 因此 只 要 近似 值 (zu yo) 充 分 靠近 于 解 ， 那 末 方 程 组 (9. 10. 2) 的 系数 行 
人 于 是 可 以 从 (9.10. 2) 中 解 出 4z， 录 。 由 它 它们 的 含义 得 到 
全 = 加 +4 | 
和 驴 = mm 十 4y j 
以 此 作为 非 组 性 方程 组 解 的 一 个 新 近似 值 ， 然后 ， 以 wa 号 代替 zo，gyo， 重复 上 述 过 程 直 
到 相 邻 二 次 近似 值 ww， 从 和 +，Wxiii 满足 条 件 : 


(9.10.3) 


Inax {0。， )} 一 s (9.10.4) 
其 中 
zx 一 咯 | ~ 
a 当 | zxz| > 
[oz 一 如 | ” 当 |o| < 
gzst 一 纺 | ~ 
-| 门生 本 
os 一 优 | 当 |orel<e 
或 者 满足 条 件 : 


maxi{| 户 |，| fs|}<6 (9.10.5) 


时 为 止 。 最 后 得 到 的 近似 值 即 作为 所 要 的 解 案 。 此 处 ，s 是 允许 误差 ，" 是 取 绝 对 或 相对 误 
差 的 控制 数 ， 它们 随 县 体 问题 的 要求 而 定 ; 3 是 一 接近 于 零 的 小 数 ， 视 计 踢 机 的 字 长 和 数值 
范围 而 定 。 

在 方程 组 (9.9.3) 的 假设 条 件 下 ,可 以 证 明 当初 值 充 分 接近 于 解 时 ， 牛 顿 迁 代 过 程 是 按 
平方 收敛 速 度 收敛 的 。 但 在 实际 使 用 中 表明 , 牛顿 闪 代 法 需要 有 较 好 的 初 值 , 否则 很 有 可 能 
发 若 。 


RN 
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8$9.11 最 速 下 降 法 


对 于 方程 组 (9.9.2), 构造 模 函 数 
苗 =G, 切 一 [ 户 人 力 于 十 [pa 功 王 (9 .了 .1 
显然 方程 组 (9.9.2) 之 解 是 歼 的 零 极 小 值 点 ， 反 之 亦 然 。 因此 可 通过 求 瑟 的 零 极 小 值 点 来 
得 到 方程 组 (9.9.2) 之 解 。 
本 数 (， 几 在 几何 二 证 一 空间 外 而， 它 与 x-y 面相 切 的 点 即 是 它 的 零 极 小 人 点 ( 匈 
图 9.5)。 





图 9.5 图 9.6 


对 于 空间 曲面 下 = 8(z,，y)， 如 果 用 一 系列 平行 于 wy 面 的 平面 2 一 贡 数 相 截 之 ， 可 以 


-得 到 一 族 平 面 曲线 , 将 它们 投影 于 w-%y 面 ,得 到 如 几 9.6 所 示 的 曲线 族 , 称 为 昌 面 的 等 高 线 


族 , 处 在 同一 条 等 高 线 上 的 点 其 瑟 值 是 相同 的 。 每 条 等 高 线 相应 于 一 个 丐 值 , 在 裤 小 值 点 
(c，B) 附 近 , 其 等 高 线形 成 以 (wx，B) 为 中 心 的 封闭 曲线 族 , 且 相 应 的 色 值 由 外 往 里 不 断 地 下 
降 , 当 达 到 (oa， 有) 时, 值 为 零 。 

对 于 处 在 函数 (z, 9) 定义 域 忆 内 的 任何 点 , 总 存在 族 中 的 一 条 等 高 线 通过 它 。 如 果 
从 内 的 某 个 点 (zo, %) 出 发 沿 着 使 瑟 值 下 降 的 方向 逐步 地 下 降 和 值 ， 一 直 降 到 它 的 零 极 
小 值 , 那 末 就 可 以 得 到 所 求 问题 的 解 。 

我 们 知道 ,在 一 点 处 等 高 线 的 法 向 , 也 就 是 函数 起 (xz，9) 在 该 点 处 的 梯度 方向 


-人 ( 公 多 ) 


0OXC ”CU 
是 使 瑟 值 上 升 最 快 的 方向 , 因此 其 反方 向 


就 是 使 6 值 下 降 最 快 的 方向 。 最 速 下 降 法 就 是 沿 着 这 样 的 方向 来 逐步 下 降 瑟 值 的 。 具体 
方法 如 下 : 
设 (zo，%o) 是 解 的 一 个 近似 值 。 计 算 瑟 在 此 点 的 梯度 
0 一 (gio， gao) 


or 
办 ) Co+( 霹 









光 (jj 人 9112) 
2 (ao 














[ ea ee 
agesENEEER 





其 中 下 标 0 表示 括号 内 的 函数 在 (zo, yo) 处 的 取 值 。 
从 这 点 出 发 沿 负 梯度 方向 ， 一 9o， 跨 一 适当 的 步 长 , 得 到 新 的 点 
2 一 0%o 一 和 9io 
儿 一 一 入 920 | 
此 处 因子 入 作 如 此 选择 ， 使 得 新 的 点 %， 久 是 亚 (z,，9) 在 此 方向 一 go 上 的 相对 极 小 值 点 ， 
即 有 


(9.11.3) 


G(zi， 扩 1 ) 一 min{@(oo 一 Xgro， yo 一 和 9so)} 


因为 目的 是 要 定 出 在 0o，?9o 附近 的 另 一 近似 值 ， 故 可 以 将 方 (zo 一 入 gio， 一 和 9so) (= 
1 2) 在 和 = 一 0 处 展开 并 略 去 久 及 以 后 的 项 , 得 函数 各 的 近似 式 


Gzo 一 Xyio，%o 一 Xgao) 二 [( 方 )1 十 (Ja 个 一 2|[( 9io 十 ( 巡 L ga | (Fo)。 


区 ji ma+( 鸭 mo 


(加 ) oo+ (各 ) oo 
+[( 健 ) oo+( 人 各) 


6 
也 - 0x /o”、 0 1]0 机 -人 (| oo-( 2 
( 驴 ) (这 ) (as)o， 930 
0 /o” 下 04 /0 
上 标 卫 玫 示 转 置 , 且 记 (o，0) 为 向 量 c,! 的 内 积 , 则 有 
Z(xzo 一 Xio， %o 一 人 gao) 馆 (5o， 下 0) 一 2 和 (Jog， &o) 十 和 (yogo， Jogo) 
根据 一 元 函数 极 小 值 的 求法 , 解 方程 
之 一 2(Jogo，5o) ee Jogo) = 0 


























)-275z， 





0 中 
DBX 
站 (Jogo， 硬 ) (go，9go) 
1 0 
将 它 代 入 (9. 持 .3) 得 到 wm，%, 以 此 作为 囊 沿 =ge 方向 的 相对 极 小 值 点 的 近似 值 。 如 果 册 
(9.11.4) 得 到 的 入 有 
且 (zi， 扩 ) < 允 (zo， 加) (9.1. 国 
则 就 以 它 作 为 入 的 取 值 ， 否 则 可 缩小 X， 例如 可 每 次 缩小 一 半 ， 直 到 条 件 (9.11.5) 满 足 为 
止 。 
将 最 后 确定 的 和 值 代入 式 (9.11.3) 便 得 到 新 近似 值 wm, 。 然 后 再 从 新 近似 值 (zu 妨 ) 
出 发 重复 执行 上 过 程 。 如 此 不 断 地 进行 ， 直 到 亚 值 (在 丐 值 比较 小 时 一 般 改 用 守 = | 方 | 十 
Fa| 值 , 因 在 机 器 计算 中 当 接 近 于 解 时 , G 值 很 快 趋 于 零 而 消失 了 数字 ) 降 到 充分 小 时 为 止 ， 
最 后 得 到 的 近似 值 即 作为 所 计算 的 解 。 
一 般 说 来 ， 最 速 下 降 法 对 任意 初 值 都 能 收敛 ， 但 其 收敛 速度 却 是 线性 的 。 在 开始 几 步 
后 , 其 收敛 速度 就 变 得 十 分 缓慢 , 尤其 是 在 解 案 邻 近 , 常常 为 了 提高 一 点 精度 而 需要 付出 很 
大 的 代价 。 因 此 , 在 实际 使 用 上 , 常 与 牛顿 法 结合 应 用 , 使 两 个 方法 相互 取长补短 , 以 达到 噬 
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能 保证 收敛 性 又 能 加 快 收敛 速度 的 目的 。 结合 的 方式 是 多 种 多 样 的 。 最 原始 的 结合 方式 
是 ， 开 始 采用 最 速 下 降 法 ,而 当 值 降 到 一 定 程度 时 , 便 改 用 和 牛顿 法 。 
对 于 难于 求 出 函数 之 偏 导 数 或 者 偏 导数 的 计算 过 于 繁复 的 问题 ， 可 以 用 差 商 来 近似 微 
商 。 例 如 可 用 
”AZ 十 太 ， 鸣 一 六 (人 Z，%) = 浊 


人 
记 (z， 一 广 (2， 0/) 二 1 
用 0V 
关于 步 长 兄 的 取 法 ,有 一 种 方案 是 ， 开 始 取 如 =10 一 在 第 对 次 闪 代 时 取 
入 -min|10-% -max(|aneil， oil)| 
其 中 dox-i 一 oz-1 一 人 -ai dk 一作 -一 儿 - 为 上 一 次 的 迭代 修正 量 。 
8$9.12 DEHP 方 法 


本 风 将 解 非 线性 方程 组 
ca oo) 一 0 (4 一， 2，…，%) . (9.12.31) 


(4 一 十 ， 2) 


的 问题 化 为 定 函 数 
5(E)- 阅 PC (9.12.9) 
的 极 小 值 的 问题 , 此 处 哇 = (zi，…，zo)? 是 由 未 知 量 组 成 的 向 量 ,上 标 隐 表示 转 置 。 
匠 ( 习 是 wm 个 未 知 量 的 非 线性 函数 , 如 果 在 极 小 值 点 忆 sin 附近 存在 连续 的 三 阶 导数 , 则 
利用 泰 劳 展 式 可 知 , 在 极 小 值 点 忌 sn 附近 ，G6( 忆 ) 与 一 二 次 函数 
G( 瑟 ) =G(o) + (go 下 一 下 0) 十 寺 ( 下 一 辣 ， 了 ( 了 -0)) .12.3) 
相近 似 , 此 处 ， 尺 。 是 在 极 小 值 附近 的 某 个 点 ;go 是 下 ( 习 ) 在 互 。 处 的 梯度 值 


人 


| 


是 由 一) 在 互 。 处 的 二 阶 偏 导数 值 所 组 成 的 对 称 和 矩阵 








0 _ 和 ,85 
Ooi0z1 Dii0Z9 OZ107， 
2 -和 

厂 ,= DZ10ws 0Ozs07zs OZa00， 

00 00 00 | 
Dzi0m， pzsDm DB Xe 和 
在 极 小 值 附近 它 是 正定 的 。 
对 于 二 次 函数 (9.12.3), 根据 极 值 原 理 ( 在 极 值 处 的 梯度 为 零 ) , 由 方程 

g (站 )==go 二 瑟 ( 生 -总 ) = (9.12.4) 


可 立即 得 出 人 @, 了 2.3) 之 极 小 值 的 位 置 
下 一 已 o 一 万 03g。 (9.12.5) 
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因此 ， 如 果 已 知 函数 和 6( 马 ) 在 极 小 值 邻近 一 点 处 的 梯度 和 二 阶 导数 值 ， 那 末 由 (9.12.B 即 
可 得 到 下 。 的 更 好 近似 值 ， 并且, 如果 以 此 作为 一 种 迭代 格式 , 那 末 它 将 具有 二 次 收敛 速 
度 。 但 遗 由 的 是 ， 它 在 计算 中 用 到 了 6 的 二 阶 导数 值 ， 这 在 实际 计算 中 是 十 分 麻烦 的 。 因 
此 ,如果 能 避免 二 阶 导数 的 计算 而 又 能 很 快 地 定 出 一 二 次 通 数 的 极 小 值 点 , 那 末 就 能 得 到 一 
种 切实 可 行 的 快速 收敛 算法 。 求 极 小 值 的 DEFP 方法 就 是 这 样 的 一 种 方法 。 其 具体 方法 如 
计 
”考虑 二 次 函数 

不 ( 忆 ) = 十 (5 互 ) 十 亏 ( 马 克 忆 ) (9.12.6) 


趟 中 , 下 是 由 风 个 未 知 量 组 成 的 向 量 ; a 是 常数 ; 昌 是 常 向 量 ; 互 是 对 称 正 定 的 常 矩 阵 。 
易于 写 出 环 ( 层 ) 的 梯度 为 


9 (有 下) 一 0 十 五 下 (9.12.7) 
设 互 是 任 取 的 一 个 点 , 则 由 此 点 上 的 梯度 值 ge 即 可 得 五 (对 ) 的 极 小 值 的 位 置 
及 min 一 入 0o 一 在 go (9.12.8) 


为 避免 使 用 和 抢 阵 五 和 求 送 计 算 ， 任 取 正 定 对 称 的 符 阵 Ce 作为 卸 阵 豆 一 的 初始 试验 
值 ,并 用 公式 
大 1 一 下 十 2 (9.12.9) 
2= 一 Cg (9.12.10) 
代替 式 (9.12.8),， 作 为 求 等 si 的 迭代 公式 , 此 处 ,是 ， 有 下 ti 分 别 是 第 了 次 和 第 4 十 IT 次 的 近 
似 值 ， 而 人 是 修正 方向 。 其 中 ,9 一 9 (了 是 函数 五 ( 肌 ) 在 及: 处 梯度 ;全 是 第 ， 次 迭代 所 
用 的 矩阵 至 -的 试验 值 ; w 是 步 长 。 
确定 步 长 op 使 得 是 i1 是 五 (入 ) 在 直线 


素 = 素 :二 Xi (9.12.11) 
上 的 极 小 值 点 。 即 使 w 满足 条 件 
忆 万 ( 慰 十 MD 1 一 0 (9.12.12) 
亦 即 满足 
(gil，20 = 一 0 (9.12.13) 
式 (9.12.13) 表明 修正 方向 pr 与 下 + 处 的 梯度 方向 gr+ 相 正 交 。 关于 求 “ 的 数值 方法 ， 
将 在 后 面 介绍 。 
在 mw 确定 后 , 由 式 (9.12.9) 即 可 得 新 近似 值 +i。 然 后 修正 和 阵 @r， 使 修正 后 的 矩阵 
CH 一 Ci 二 4G (9.12.14) 
满足 条 件 : 
(esi 是 正定 对 称 的 ; 
(2) Goal 满足 
CHDi 一 2 (7 一 0 1 幼 (9. 了 2. 巧 ) 


即 所 有 前 面 的 修正 方向 po， 2:，…， 2: 均 是 怎 阵 +: 瑟 的 对 应 于 单位 特征 值 的 特征 向量 。 
条 件 ( 蕊 是 使 算法 的 修正 方向 pi= 一 Cg 均 是 下 降 方向 。 这 保证 了 算法 的 稳定 性 ， 邑 
算法 能 稳定 地 逐步 降低 卫 (站 ) 值 ; 条 件 (2) 与 式 (9.12.13) 保 证 了 算法 对 于 % 元 的 二 次 阴 数 ， 


。 。 -waveryamreereeereeiemgegeeeeeeereeeseeeeep ereom eease 一 =。 ve 一 一- ,mesmer 中, 一 ， me movevas 一 ,mm 





将 最 多 在 次 迭代 后 达到 极 小 值 ,并 且 有 G= 瑟 -+。 事实 上 可 以 证 明 ， 修 正方 向 po，pPr， 
pa …， Zoo-: 是 相互 吾 共 斩 的 , 因而 是 线性 无 关 的 , 且 均 正 交 于 第 ”次 近似 值 下 处 的 梯度 
方向 g。， 即 有 关系 式 
(2 BE) -0 记 1=0, 二 pm 一 1 | 09 12.16) 
(9 21) 一 0 7 一 0， 于 一 二 
因此 ， 根 据 线性 代数 中 的 以 下 结论 ， 在 吨 维 空间 中 任 一 与 个 线性 无 关 的 非 零 向 量 相 正 交 
的 向 量 必 是 零 向 量 。 可 以 知道 , 必 有 g,=0, 即 下 ,为 极 小 值 点 。 因 此 ， 对 于 二 次 函数 来 说 ， 
其 算法 仅 以 不 超过 未 知 量 数目 的 步 数 ， 便 可 达到 极 小 值 。 并 且 ， 因 2:，…,， 2Bp, 是 抢 阵 瓦 C。 
的 ” 个 具有 单位 特征 值 的 线性 无 关 的 特征 向 量 , 故 知 互 C, 必 为 单位 矩阵 ,于 是 有 @= 再: 
满足 条 件 (二 、(2) 的 矩阵 修正 方法 不 是 唯一 的 。 在 了 etcher Powell 的 算法 中 是 取 如 下 
的 矩阵 修正 公式 : 

人 
0 
比 处 ， 4 用; 一 下 1 一 下 4 L409:= 931 一 9i; 上 标 全 表示 该 向 量 的 转 置 。 可 以 证 明 ， 按 此 公式 修 
正 的 矩阵 是 满足 上 述 条 件 的 , 具体 证 明 可 见 [6] 。 

公式 (9.12.9)，(9.12.10)，(9. 了 .了 ) 就 是 DEP 方法 的 基本 迭代 公式 。 对 于 二 次 函 
数 ， 它 将 以 不 超过 变 元 数 的 选 代 次 数 达 到 极 小 值 。 对 于 非 二 次 函数 ， 亦 将 具有 快速 的 收 伍 
速度 。 
以 上 就 是 方法 的 大 致 轮 廊 , 对 于 实际 使 用 还 有 如 下 两 个 问题 ， 
(GD) 初始 矩阵 Go 的 选择 。 一 般 可 取 单位 矩阵 ， 这 样 ， 初 始 修正 方向 将 落 在 处 的 
最 速 下 降 方向 一 go 上 。 
(2) 步 长 w 的 实际 计算 法 , 就 是 定 一 元 函数 
g()) 三 ( 瑟 :十 Pi) 
之 极 小 值 的 计算 方法 。 一 般 是 采用 某 种 近似 求法 ， 即 构造 9()) 的 近似 多 项 式 ， 然 后 求 出 其 
极 小 值 点 。 此 方面 的 处 理 方法 是 很 多 的 , 有 一 种 方案 是 ， 在 直线 下 = 忆 , 十 MD, 上 取 两 个 点 : 
和 =5 和 入 =， 使 得 在 此 两 个 点 中 存在 %() 的 一 个 极 小 值 , 即 有 
y (co) = (Bo 9g( 忆 二 ap )<0 
9 (0) = (2 9 (已 十 0PDD ) >0 
然后 由 ,2 处 的 函数 值 及 导数 值 gc) 、%(O)、 Wo)、Y 2)， 利 用 埃 尔 米 特 播 值 多 项 式 , 得 到 
一 个 三 次 多 项 式 。 求 其 导数 后 得 


瑚 的 一 各 Il 人) 十 多 全 二 所 二 2 说 [人 二 人 二 WO) 


Ci 一 CT 十 


其 中 
2 一 了 一 y 人 CO Wo) 十 久 人) (9.12.18) 
易于 定 出 互 8() 之 相应 于 五 (X) 极 小 值 的 根 , 于 是 得 m 之 近似 值 


过 WO 十 2 一 由 rp 
本 人 5 0) 


其 中 
一 WV22 一 Wf (JW CD) (9.12.19) 
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但 因 多 (co) 与 多 ( 幼 异 号 , 且 在 极 小 值 邻 近 又 接近 于 零 , 为 改善 计算 效果 可 改 用 算式 


1 十 包 一 ? 本 
ai 一 太 0 (8 一 g) (9.12.20) 


关于 点 & 的 选择 , 可 按 下 述 方案 确定 ， 取 如 下 的 一 串 入 值 
和 一 0，]1，27，47， 8 
每 个 入 值 是 前 一 次 的 加 倍 ,而 
太一 min (8，( 2 四 
其 中 
1 2(F() 一 FEoo)) 
(9i，2i) 
值 的 意义 是 ， 对 于 二 次 函数 , 当 @= 百 开 时 ，1P 将 是 下 到 极 小 值 点 下 min 的 距离 。 
依次 计算 在 这 些 和 上 的 Y 5 值 。 因 Y(0)<0， 故 当 遇 某 个 和 一 2 计 及 (2 娩 ) >0 时 ， 
即 表明 在 和 = 人 饮 与 人 =2 信 间 存在 Y(A) 的 一 个 极 小 值 。 于 是 可 取 = 纲 ，D 一 22。 
DEF 方法 是 最 旱 的 变 尺 度 法 ， 也 是 得 到 广泛 使 用 的 方法 之 一 。 但 DEFP 算法 存在 以 下 
的 弱点 : 一 是 矩阵 豆 , 可 能 出 现 奇异 。Bard" 从 分 析 修 正 公 式 (9.12.17) 表 明 : 当 模 14zi 
与 |49g,| 的 量 级 相差 悬殊 时 , 失 阵 豆 :: 将 出 现 奇异 ,并 且 一 当 玛 ; 奇异 , 以 后 的 矩阵 将 恒 为 奇 
异 ， 于 是 怎 阵 的 正定 性 不 能 保证 ， 步 长 c 出 现 负 值 甚至 为 零 而 产生 假 收敛 ， 二 是 Powell8: 
证 明了 (9 开 :9g) 是 单调 下 降 的 。 因 此 当 某 次 w 跨 近 鞍 点 时 , 因 纪 ~0, 有 (9 瑟 gp) ~0， 


于 是 在 以 后 的 迭代 中 | Bg| = -二 -| 4w| 将 被 限制 得 更 小 ， 而 可 能 聊 入 被 吸引 在 鞭 点 邻近 而 


|a 
无 法 摆脱 的 困境 ; 三 是 方法 的 有 效 性 与 定 一 元 函数 极 小 即 解 方程 (9.12.12) 的 精度 有 关 ， 精 
度 太 低 时 常 招致 方法 失败 ,但 要 精度 高 就 要 花费 工作 量 。 
为 改善 DFP 算法 的 效果 , 常 循环 地 让 和 失 阵 瓦 重 取 初 值 。 例 如 可 每 欠 代 % 十 夺 次 ， 会 去 
当前 的 矩阵 丽 ,, 改 用 初始 和 矩阵 下 (= 刀 重新 开始 。 
DEFP 方法 虽 则 存在 上 述 问题 ,但 从 大 量 应 用 表明 ， 在 变 尺 度 法 中 仍 不 失 为 一 种 有 效 的 
算法 。 





附录 ” 解 非 线性 方程 和 方程 组 程序 


一 、 区 间 分 半 法 程序 
忆 II (oo，D，ejs， 02， 17， KUNO) 


使 用 说 明 
过 程 妃 77 了 是 用 区 间 分 半 法 求 连 续 函 数 jw 在 区 间 [e,， 习 上 的 一 个 实 零 把 。 
输入 人 参数: 
4，0 一 一 定 解 区 间 的 端点 。 要 求 了 (@) 与 了 0) 异 号 ; 
610s 一 一 允许 误差 。 当 逐次 分 半 后 的 区 间 长 度 4<eps 时 ， 过 程 终止 ， 以 区 间 的 中 点 
作为 所 求 的 根 值 , 此 处 


[25 一 az 当 吉 :ez+ 加 |<1 
1 一 
am 于 w+al 当 于 lae+il>1 


FUNO 一 一 是 计算 函数 值 jz) 的 过 程 。 需 有 过 程 说 明 ， 过 程 UNXO(L2, 力 ; 值 汶 莘 
变 方 始 … 终 ; 
输出 参数 ; 
2 一 一 零点 计算 值 ; 
一 一 帮 = 帮 )。 
程序 
过 程 豆 ITL(C，2，eps，7，fzr，FUNGO); 
值 C，0，e78; 
简 变 Z，j 
过 程 了 UNCi 
始 ” 简 变 了 A，FB，SF，DX 
FUNO(KA FA); 
A 一 又 ; 若 了 A=0 则 转 OUT 否 ; 
FUNCO(KB，FB); 
B-X;, 若 FB=-0 则 转 OUT 否 ; 
TTRT，(A 上 B) /2->X， FUNO(X，FX); 
若 $ABS(X) <1 则 8ABS(B 一 A) 一 D 
否 8SABS(CGB 一 A)/X) 一 DXi 
若 DX<EPS 则 转 OUTI 否 ; 
芒 FX -0 则 转 OUT 否 ， 8SIGNUFX) 一 SF 
基 SFxFA<0 则 始 X->B; FX=>FB， 转 ITTRT 终 否 ; 


ro 省 CE 和 4 和 PSIHD4F -和 <07ras 邦和 FF nEOTERITTEETEEEFERPEEET 人 本 
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若 SFsFB<0 则 始 XA; FX=>FA; 转 TPRT 终 否 ; 
OUT， 
2 入 ， 


人 3 


线性 分 式 播 值 法 ( 求 一 个 实 霍 点 ) 程序 
末了 PE (z1，2z22，eD1，e12，max 2 廊 Di AUNC ED) 


使 用 说 明 
过 程 五 了 PP 刀 是 应 用 线性 分 式 插 信 法 ( 双 曲 插 人 法) 计算 画 数 了 (2) 的 一 个 实 零点 。 
输入 人 参数: 
xz，22 一 一 零点 的 两 个 初始 近似 值 ; 
epl，ep2 一 一 是 允许 误差 , 当 相 邻 两 次 近似 值 履 -4 在 之 差 Drz<epl 时 ,或 者 当 函 数值 
fc 1<ep2 时 ,以 关 作 为 所 求 之 零点 , 此 处 ， 
| 本 | 当 |2Z*| < 工 
二 Xe 当 |r | 和 
max8 一 一 允许 的 最 大 和 迭代 次 数 ; 
了 4TT 一 一 非 正常 出 口 , 当 和 迭代 次 数 >>max8 时 , 将 转向 厂 47 世 []! 
en (z) 的 过 程 。 须 有 过 程 说 明 ， 过 程 TUNO(c, 力 ; 值 w 简 变 


广 始 … 终 ; 
输出 参数 : 
ZX 一 一 零点 计算 值 ; 
j 一 一 相应 的 函数 值 , 一族 w); 
2xz 一 一 误差 。 
程序 


过 程 HYPE(Xt，X2，EP1, ERP2，MAXK, 又 , 媚 DX, RUNG，FAIID); 
值 X1，X2，EP1， HEP2，MAXKi; 
简 变 又 , 下， DX; 
过 程 FUNCG; 
开关 下 AIL 
始 简 变 H1, F2, LMD, DLT,， HP3, EP5, SUP, M MU, MUE1, MUE2, MUF3,， D，K; 
2 个 (一 MAXP 十 人 一 FEP3; 
注 1 {MAXP 是 机 器 数 的 最 大 阶 码 数 ,使 用 时 需 填 入 。 在 109(2) 机 上 ,， MAXP=3]} 
2 人 ((MAXP 一 4/2 一 一 SUP，1/SUP 一 EP5，0 一 K，1->DX，FUNO(X1，B ); 
FUNC (X2，F2); 一 0.5->LMDi 
，HYP1，(X1-X2) /2->X FUNO(X，PF); 
若 SABS(GE) < BEP2 则 转 OUT 否 ; 
lTRT， 若 SABS(F2 一 Fl) < 了 EP3 则 转 ITR2 否 ! 
若 8SABSCGP--B1) 一 EP3 则 转 ITR2 否 ; 
若 8ABS(BP--E2) 一 EBP3 则 转 ITR2 否 ; 
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若 8SABS(G1T <SABS(F2) 则 F2 一 M 否 H 之 Mi; 

若 8SABS(M)<8S8ABSCGE) 则 了 >M 否 ; 

1->MU; 8ABS(M) 一 Mi 

车 2*M<REP3 则 转 TTRL 否 ; 

车 Ms<SUP 则 若 0.5 和 M 则 转 ITRJ 否 始 
DMU1，2x*M=>M; 若 1<M 则 转 ITR1 

否 2*MU 一 MU; 转 DMUIT 终 

否 始 
DMU2，MU/ 2 一 MU;，M/7 2 一 Mi; 

若 M<8UP 则 否 转 DMU2 

终 ， 


四 


IIFR1，MUx*F1 一 MUF1，MUx*F2 一 MUF2; 
MUx*F=->MUF3;， 1+LMD 一 DELT; 
MUFE3 *(DLT* MUEF2 一 LMD *MURT) -MUE3 *MUEFI 一 MI 
MUF3*(DLT*MUE1L--LMDx*MUF92) -MUEF2x*MUE1 一 Di; 
车 SABS(D) 一 EP3 则 转 ITR2 否 ; 
若 8SABSCD)<8SABS(MD) 
则 若 SABS(D/M)<EP5 则 转 ITR2 否 
人 否 ; 
M/D 一 LMD: 转 ITTR3: 
ITR2，1 一 LMD 
ITR3，LMDx( 和 一 X2) 一 DX; 
又 2 一 又 1;，F2 一 了 4，X 一 X2，F->F2; 广 二 DX 一 >X; 
若 8ABS(X) <1L 则 否 DX/X=>DX; 
十 1 一 Ki; 
FUNGC(X， 了); 
若 8SABS(F) <FEP2 则 转 OUT 否 ; 
若 8ABS(DX) < BFP1 则 转 OU 否 
车 一 MAXK 则 转 IDRT 否 转 了 AILTH]; 


OUT 
三 、 线 性 分 式 插值 法 ( 求 区 间 上 全 部 单 零点 ) 程 序 
PBZ (CC，D，1，eDp1，e12，2， 户 FUNC， ITLd4T 
使 用 说 明 


过 程 妃 PBZ 是 应 用 线性 分 式 揪 值 法 ( 双 曲 插值 法 ) 和 区 间 分 割 法 ， 确 定 函 数 所 2 在 区 
间 [c, 刀 上 的 全 部 单 零 瓜 。 
输入 参数: 


oa 50， 站 访 P 放 员 -和 69 示人 有 全 本 和 本 二 天香 卫 下 于 pr 





0 0 一 一 定 解 区 间 的 端点 ; 
4 一 一 相 邻 两 零点 之 间距 的 下 眼 佑 值 ， 对 于 间距 小 于 六 的 零点 ， 过 程 就 有 可 能 忽 
略 ; 
ezl, ep2 一 一 允许 误差 , 详 见 过 程 吾 7P 刀 之 说 明 ; 
人 的 过 程 。 需 有 过 程 说 明 ， 过 程 FUVNC(Lz, 力 ; 值 必 简 变 
万 始 … 终 ; 
44 一 一 是 供用 户 处 理 和 加 工 零 点 2 的 , 本 过 程 每 求 出 一 零点 后 便 供 过 程 工 R427 处 
理 。 
输出 参数 : 
2 一 一 零 反 计 算 信 8 
j 一 一 相应 的 函数 值 , = 太 (C)i 
印刷 控制 : 
当 间 工 尾部 第 工 位 为 工时 , 印 出 每 次 和 欠 代 值 : 
&( 帮 代 次 数 )，25 Fo Do 
当 井 上 尾部 第 2 位 为 工时 , 印 出 每 个 零点 值 : 
9 零点 序 号 )，8( 友 代 次 数 )，0 了 OPDao 
程序 
过 程 HPBL(A， 吾 ， 耳 ， 瑟 P1， 玖 P2， 有 下，BRUNG，TRAT); 
值 A，B, 瑟 ， 上 EP1L， 了 pP2; 
简 变 和 X, HE 
过 程 了 UNGO，TRAT 
始 简 变 R, 区 DX, TI LX, RX, LEF， REF 8 
若 瑟 =0 则 转 OUT 否 ; 
0-I， 1 之 R，A 一 RX， 
OUT.， 若 B<BRX 则 转 OUT 否 ; 
RX 一 LX，RE->LEF，A 十 IxH=>RX， 
芒 B 一 RX 则 B=>RX 否 ; 
了 UNO(RX， RH，I 二 1 
若 了 RHE=0 则 始 
RX->X RH->F，0 一 8S，RX 二 吾 /10->RX，FUNO (BRX RE)， 
转 FDRT 
终 否 ; 
若 I= 工 则 否 
若 SSIGNULEJ*RF<0 
则 始 王 ->8$; 
若 井 1IA 宇 2 一 字 ?2 
注 2 { 控 制 印 刷 的 条 件 可 按 机 器 和 使 用 要 求 更 改 之 } 
则 始 印 数 0 工 双 ,二 下 ， 囊 ; 
印 数 0， 有 RX，RE， 孔 ; 


-一 一 -全 一 一 一 一 
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终 否 ; 
转 FDRT 


帮 


否 ; 转 CUTJi 
FDRT， 始 
场 XX[1:R]; 开关 SWITIFAIT]; 
过 程 卫 YPBE(X1, X2，F1，F2, 又 , JR 8WIT)， 
简 变 又 1 又 2，F1，F2,， 又 ， 包 
开关 SWTIT; 
始 简 变 F3, LMD,，DLT,，HEP3，EP5, SUP, M MU，FX，MUE1，MUE2，MUF3， 
也 ; 
过 程 FUNP(T,， 耳 ，FR); 
值 定 简 变 F，FRi 
始 简 变 Di 
FUNO(T,， 本 ，1->D; 
对 于 T= 工 到 有 一 荆 步 长 工 执行 
Dx(T 一 XXX) 一 D; 
F/D-FRi 
车 寺 1 入 字 2 一 字 2 
则 印 数 芭 , TT，FR，DX 否 ; 1=>FX; 
若 4ABS(H <EP2 
则 若 $ABS(FR) <EP2 则 0 一 FTX 否 
否 ; 
终 ; 
2 人 4 (-MAXP+2) 一 FEP3; 
注 《 见 过 程 了 YPB 之 注 1 
2 个 ((MAXP 一 1 站/2 一 习 人 SUP; 1/S8UP 一 FEP5; 0 一 K，- 0.5->LMD，(XL1-LX92)/2 僵 
X, FUNP(X, 了 F3); 
若 BFX=0 则 转 OUTI 否 ; 
TTRT， 若 SABS(F2 一 F1) 一 FEP3 则 转 ITR2 否 ; 
若 8ABS(F3 一 F1) <EP3 则 转 ITR2 否 ; 
若 8ABS(F3 一 F2) 一 EP3 则 转 ITR2 否 ; 
若 8SABS(ET) <SABS(F2) 则 F2 一 M 否 FI=>M; 
若 SABS(M) <SABS(EF3) 则 F3->M 否 ; 
1 二 MU; SABS(M) 一 Mi 
车 2xM<TP3 则 转 ITRI 否 ; 
若 M<SUP 则 若 0.5<M 则 转 TITRI 否 始 
DMU1，2xM=>Mi 
若 1<M 则 转 ITRL 否 2*MU 一 MU 


1 


TS 
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转 DMU1 
否 始 
DMTU2，MU/2 僵 MU，M/72 一 Mi; 
若 M 和 SUP 则 否 转 DMU2; 
终 ; 

ITR1，MUx*F1 一 MUEF1 MU*F2 一 MUF2; 

MU*F3 一 MUH3; 

1 二 LMD=>DLT; 

MUF3x*(DLTxeMUF2 一 LMDx*MUHE4) --MUF3*MUE1 一 Mi; 
MUF3*(DLT*MUR1 一 LMD*MUFH2) -MUF2x*MUF1 一 Di 
若 8SABS(D) 王 EP8 则 转 ITR2 否 ; 

若 SABSCD)<SABS(M) 

则 若 8SABS(D/M) <EP5 则 转 ITTR2 否 

否 ; 

M/D 一 LMD; 

转 ITR3; 

TTR2，1 一 LMD; 

ITR3，LMDx( 一 X2) 一 DX;i X2 一 X1，F2 一 Ti， X 一 X2，F3 一 TH2; X 十 DX 一 >X; 
若 SABS(X) <1 则 否 DX/X 一 DX; 玉 十 1 一 区; 
FUNP(X, 世 F3); 

芳 HFX=0 则 转 OUT1L 否 ; 

车 SABS(DX)<EP1 

则 转 OUT1 

否 若 买 <40 则 转 ITRT 将 转 SWITTCT]; 
OUTI， 终 ; 
过 程 HITL(A，B，EFA，HFB, 和 X，EF); 

简 变 A，B，FA，FB,， 又 ，B 

始 简 变 8E; 

TITRT， 玉 十 1 二 K，(A 十 B) /2 一 X FUNO(X，H); 卫 一 人 一 DXI 

若 SABS(X)<1 则 否 DX/ 双 一 DX; 

若 闪 IA 字 2= 字 ?2 

则 印 数 及 , 又 , 耻 ， DX 否 ; 

若 SABS(DX)<FEP1 则 转 OUT2 否 ; 

车 SABSCG) <EP2? 则 转 OUT2 否 ; 

SSIGN (E) 一 SF; 

车 SFx*FA 一 0 则 始 X 一 B; FFB; 转 TIRT 终 否 ; 

若 SEHx*FB 一 0 则 始 X=>A; FFA; 转 IUDRT 终 否 ; 
OUT2， 终 ; 

若 S8=0 则 转 PRJIN 否 
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再 Y 了 PE(LX，RX，LEBF，RE,， 驻 ,了 SWIT); 
转 PRIN; 
FAIL，HITL(ELX，RX，LE，REB，X， 了 ); 
了 RJIN，X 和 一 和 有 [Ri 
若 寺 TA 字 4= 字 4 
则 印 数 RR, 开 , 又 , 了，DX 否 
工 RAT; 
二 [>R 转 CUT: 
终 ; 
OUT. 
终 ; 


四 、 求 函数 零点 ( 实 或 复 的 ) 的 牛顿 贡 法 程序 
NTN(GR2Z0,T20,epl en2, maxk, PRG ,TIZ ,1 DZ PPUNC,P4ID) 


使 用 说 明 
过 程 六 FTAW 是 应 用 牛顿 欠 代 法 求 函 数 六 2) 的 一 个 零点 ( 实 或 复 的 )。 
输入 参数 : 
有 RZ0, T20 一 一 分 别 是 零点 初始 近似 的 实 、 虚 部 ; 





eO，202 一 一 允许 误差 , 当 相 邻 两 次 近似 值 汪 上 和 关 之 凑 De<epl, 或 者 当 了 (25) 的 模 
值 171<ep2 时 , 便 以 关 作 为 所 求 之 根 值 , 此 处 
pz 人 -1 ， 当 Il 
| 们 一 2 当 有 4 关 
maxj -一 一 允许 的 最 大 达 代 次 数 ; 
54TL 一 一 非 正 常 出 口 , 当 迭 代 次 数 >max8 时 ,将 转岗 ZL 了 U]; 
ZUNC 一 一 是 计算 函数 值 F(2) 一 鼠 f 上 JTJ 和 导数 值 广 2) 一 BfI+ 和 THL 的 过 程 。 过 程 

需 有 说 明 ， 过 程 ee 了 0， 天 7TP 玉 AL 7 帮 ); 值 有 0 TI; 简 变 
尼 记 了， 有 7 始 … 终 ; 

输出 参数: 

2 ,7TZ 一 一 分 别 是 零点 的 实 、 虚 部 ; 
一 一 相应 的 函数 值 之 模 卫 = [Fe) 
0Z 一 一 误差。 
印刷 控制 ; 
当 砷 革 尾 部 第 工 位 为 工时 , 将 印 出 每 次 欠 代 值 : 
8 (迭代 次 数 )， 玉 2 了 5 玉 f020，TF(20D)。 
程序 
过 程 NWTIN (R20， 1Z0， 了 PT1， 了 PP2， MAXK， RZ，12， 了 DZ，FUNO， 了 AIILD); 
值 R20，I20， 了 P1， 了 EP2，MAX 开 ; 
简 变 RZ，]Z， 了 FF，PD2; 
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过 程 FUNO 
开关 下 AITL， 
始 简 变 REF, IF，RF1, IF1T K, RH, TH M, ML EP3，SUP，MU 
0 全 Ki; 2 个 (--MAXP 十 人 一 了 P3， 
注 《MAXP 是 机 器 数 的 最 大 阶 码 数 , 使 用 时 须 填 和 人 。 在 109( 乙 ) 机 上 ，MAXP~31。} 
2 人 ((MAXP 一 1)/2 一 力 一 SUP; RZ0=>RZ，IZ0 一 IZ; 0.1 一 RH 
JITRT，RUNC(RZ, IZ，RR,，IEF，RRI TIEd)， 
若 井 TA 字 2= 字 2 
注 《印刷 控制 的 条 件 , 可 按 机 器 及 需要 更 改 之 。} 
则 印 数 恬 RZ，IZ，RE, IF,， DZ 否 ， 
SABS(REF) 二 SABS(TE 一 了 
S$ABSCRF1) +8SABSCIET) 一 Ml 
若 了 <EP2 则 转 OUT 否 
著 了 <MI 则 否 车 MI/B<EP3 则 转 ITRI 否 ; 
沙 8SABS(GEF) +SABS(IF1) =0 
则 始 REF/RE1=>RH; 0=>IH; 转 ITR1 终 否 ， 
0 二 M;， 
对 下 = RE, IF,，RF1, IFT 执行 
若 8SABS(M) <SABS(T) 
则 8$8ABS(CL) 一 M 否 ; 
1>MU; 
车 2*sM<EP3 则 转 ITR1 否 ; 
若 M<SUP 则 若 0.5<M 则 转 DMU3 否 
始 
DMU1，2*M=>M; 
若 1<M 则 转 DMU3 否 2*MU 一 MUI 
转 DMU1 终 
否 始 
DMU2，MU/2 一 MU; M/2 一 Mi; 
若 M<SUP 则 否 转 DMU9 
终 ; 
_DMU3，MUx*RHF=>RF; MU*IF->TF， 
MUxRF1->RF1, MUx*IF1->IF1; 
RE1x*RET-IE1eIEF1=>Mli 
(REFx*RETTIExIF1) /MI 二 RHI 
(IFsRE1 一 RExIE1) /M1=->TH; 
ITR1，RZ- RH=>RZ; IZ-IH->TZ, 十 1 区 ; 
SABS(RZ) 上 SABS(IZ) 一 Mi 
8ABS(RH) 二 SABS(IH) 之 DZ 


分 ) 
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车 M<1 则 否 D27/M 一 DZ 
车 DZ<EPL 则 转 OUT 否 ; 
若 芭 <MAXK 则 转 ITRT 否 转 了 FAILI]， 
OUT， 
终 ; 


五 、 二 次 播 值 法 程序 
MLZLRGEZ0, 7120 mepl ep2, max 必 天 00 1068UNLCA417) 


使 用 说 明 
过 程 MUZBR 是 应 用 二 次 插值 法 导 求 函 数 7(2) 在 复 平面 上 的 个 零点 。 
输入 参数 : 
n 一 一 需求 零点 的 个 数 ; 
RZ0， TIZ0 一 一 模 为 最 小 的 零点 的 初始 近似 值 ，B20 为 实 部 ; TZ0 为 虚 部 ; 
epl, ep2- 允许 误差 , 详 见 过 程 WWYN 之 说 明 ; 
max 有 一 一 允许 的 最 大 和 迭代 次 数 ; 
5.4717 一 一 非 正 各 出口, 当 迭 代 次 数 >maxA 时 ， 将 转向 4 了 也 []; 
FUNO 一 一 是 计算 函数 值 F(2) = 妨 f 二 JTF 的 过 程 。 | 过 程 TUNC(R2， 
0， 玉 F 了 力 ; 值 RZO，7T2; 简 变 尺 工 略 始 … 终 ; 
输出 参数 : 
RG2G, TIZG，m 个 根 值 , 其 实 部 冉 值 于 BRG2， 其 虚 部 赋值 于 IZG。 
印刷 控制 ; 
当 音 尾 部 的 第 工 位 为 工时 , 将 印 出 每 次 和 迭代 值 
1( 选 代 次 数 )，RZU， TIZxz， 玉 (20，TF(Z0 DG 
当 井 尾 部 第 2 位 为 工时 , 印 出 每 个 根 值 ; 
7( 根 序号 ) ,1( 迭 代 次 数 ) , BRZ，TZ，Rf(2)，TF(2)，DZ。 
程序 
过 程 MULR(RZ0，IZ0, N，EP1L ERP2，MAXK,，RZZ，IZZ，FRUNO，FA 可 ); 
值 RZ0，IZ0, N，HEP1，EP2，MAXXK; 
场 R2L2，LZLi 
过 程 FUNCGi 
开关 了 AIL 
始 ” 简 变 R，RZ, IZ,，SUP，HP4，EP5，EP6，RZ1，IZ1，RZ2，IZ2，RF，IF，RFI，IFEYL， 
RE2，IEF2，RF3，IF3,， 区 ，RLAM，ILAM，RDEL，IDEL, RA，IA，RB，IB，RO，IC， 
MU, RH, IH, RD, ID, TDZ， 
场 XXF[0:6]; 
“过程 DEMU(N); 
值 Ni 
始 简 变 Mi 


ar As hnaeniemwerepyewgergaratoimerer oo 本 
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0 一 Mi; 
对 于 I=- 工 到 N 步 长 工 执行 
若 8SABS(XXD) 入 M 则 否 8ABS( 广 和 [7 一 Mi 
M 一 XX[0]; 
1>MU; 
若 M<HEP6 则 转 DOUT 否 ; 
车 M< 和 SUP 则 车 0.5<M 则 转 DOUT 否 始 
DMU1，2xM=>Mi 
车 1<M 则 转 DMU3 否 2*MU 一 MU; 转 DMU1 终 
否 始 
DMU2，MU/2->MU;，M/2 一 Mi 
若 M<8UP 则 否 转 DMU2; 
终 ; 
DMU3， 对 于 I=I 到 太 步 长 工 执行 
MU*XXT 一 XX[DD; 
DOUT 
终 ; 
过 程 MTPL(RA，IA,，RB, IB，RO, IC) 
值 及 A,，IA，RB, IB; 
简 变 RO，IC; 
始 RAx*RB--IA*ITB 一 RO; 
RA*JB 十 及 Bx*TIA 一 TO; 


人 


1 DVID(RA,，IA，RB，IB，RC， TO)， 
值 RA，IA，RB，JIB; 
简 变 RO，IC; 
始 
RA 一 XX[H; TIA 一 XXX[2i RB>XX[3]; IJBE 一 XXX[4];， DEMU(4); XX[3]*XX[3] 
十 久 X[4]j*XX[4] 之 IO，( 双 X[H XXX[3] 十 双 X[2] XXXL4] ) /IC 一 RGOi，( 双 X[2] 。 
XXfT3] -- XX[H*XX[4) /IO=>IO; 
终 ; 
过 程 SQRT(RA，IA，RC，IC); 
值 卫 A，[A; 
和 莘 变 RC，LL; 
始 简 变 ]1; 
若 SABS(RA) 二 8ABSUA) <EP6 
则 始 0 全 RC; 0 一 10 终 
否 始 RA 一 XX[H; IA 人 一 XX[2]，DEMU (2); 
8$SQRT((SABS(RA) 二 SSQRTOXX[IsXX[I +TXX[9]*XX[9]/MU)7/2)=T， 
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若 RA 一 0 则 始 IA/(2xT) 一 RO; T->IO 终 
否 始 T->RO; TA/(2xrm) 一 IC 终 ; 
终 
终 ; 
过 程 RUNR(RT，IT，REFR，IFR)， 
值 RT，IT， 
简 变 RFR，IFR， 
始 ” 简 变 RD ID，RE， IE， 
FUNC(URT,，IT，RF，TH)， 
芒 了 <2 则 始 RE 一 RFR, IETFER， 转 FUN1 终 否 ; 
J=>RD， 0 一 ID， 
对 于 = 工 到 及 一 工 步 长 奔 执 行 
始 
MITELORD, 1D,，RT-RZZ 四 ,IT 一 IZZ[]，RE，IE);， RE->RD; IE->IDi 
终 ; 
DVID(RF, IF, RD ID，RFR，IFR)， 
FUN1， 若 寺 1A 字 2= 字 ?2 
注 { 见 过 程 了 PBL 的 注 对 
则 印 数 人 RT，IT，RFR，IFR 否 ; 
若 SABS(RF) 上 SABS(IE) <EP2 
则 若 SABS(RER) 上 +SABSUIER) <EP2 
则 始 RT 一 RZ，IT->IZ; 转 80U 由 终 
2 
否 ; 
终 ; 
2+ ((MAXP 一 四 /2 一 人 一 SUP， 
注 { 见 过 程 HEYP 孔 的 注 于 
2 人 (一 MAXP 十 2) 一 EP4 EP4/2->EP6; 2 个 (一 10) 全 IEP5; 0 一 RZZ，0->TZZ， 
1 有 
FDRT，0 一 K， 
RZ0->RZ，IZ0 一 IZ， 
若 8ABS(RZ0) +SABS(IZ0) <EP6 
则 始 一 0.25 一 RZ1; 0-TIZ1; 0.25->RZ2; 0 一 TIZ2 终 
否 始 0.75*RZ0=>RZJ，0.75x*IZ0 一 TIZ1; 1.25*RZ0->RZ2, 1.25*IZ0->IZ2 
终 ; 本 
FUNR(URZ1, IZ1，RF1， IFT); 
FUNR(URZ2，1Z2，RF2，1F92); 
FUNR(URZ，IZ，RF3，]F3); 
一 0.5->RLAM; 0->ILAM: 
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ITRT，1+RLAM->RDEL，ILAM=>TDEL 
MTPLUREF1 IF RLAM,，ILAM，RB, IB); 
MTPLURF2，IF2,， RDEL IDEL，RO， IC); 
MTPLURB 一 ROTRF3, IB--IO+IF3,，RLAM, ILAM RA，TIA); 
MTPLUREF1 IEF1 RLAMxRLAM 一 ILAMxILAM, 2xRLAMxILAM，RB，IB); 
MTPL(U(RF2，IF2，RDELx*RDEL-IDELxIDEL 2*RDELeIDEL，RO, IO); 
MTPLUREF3,， IF3,，RLAM-RDEL,， ILAM+IDEL，RH，IHED); 
RB--RO+TRH=>RB; ITB-IO+IH->TB; 
MTPTL(REF3,， IF3，RDEL， IDEL，RO，IO); 
RA 一 >XX[I]，RB 一 XXI2]，RO->XXT3]; 
TIA 一 XX[4];，IB 僵 XX[ 外 ;IO=>XX[6]; 
DEMU(6); 
著 XX[0] <EP4 则 转 TRAT 否 ; 
XXTI] 一 RA;， XX[29 一 RB;， XX[3]=>RO; 
XX[4] 全 IA; XX[6->IB; XXX[6] 一 ICQ; 
MTPL(RA, TIA,，RO, IC, RH, IH); 
SQRT(RBx*RB 一 IB*IB 一 4x* 有 了 ，2x*RBx*IB 一 4*IH，RH，IH); 
若 8ABS(RB+RH) +SABS(UIB+IH) <SABS(RB-- RH)+TSABSCB-TIH) 
则 始 RB--RH 一 RD; IJB-IH=>ID 终 
否 始 REB+RH=>RD; IB+IH=>ID 终 ; 
若 8ABS(RD)- 上 +8ABS(D) 一 EP4 
则 转 [RAT 否 ; 
2*RO=>RO;，2xIC=>TIC; 
SABS(RO) +SABS(IC) 一 RHI; 
SABS(RD) +8ABS(UD) 一 T 
若 下 一 R 瑞 则 若 T/R 也 <EP5 则 转 TRAT 否 否 ; 
DVID(-RO,， -IO, RD ID, RLAM，ILAMD); 
转 ITR1; 
mTRAT， 1.1RLAM;， 0 一 ILAMi 
TITR1，RZ2 一 RZ1，IZ2->IZ1; 
REF2->RF1;, IF2->IF1， 
了 2 一 >RZ2，IZ 一 ITIZ2; 
REF3 一 REF2;， IF3=>IF2， 
和 十 1 一 及 ; 
MTPLU(RLAM, ILAM,，RZ2 一 RZ1 TIZ2 一 IZ1， RH，IEHD; 
JR2，RZ2 十 RH 二 >RZ，IZ2 二 TH 一 IZ; 
SABS(RH) +8SABS(TH) 一 DZ， 
SABS(RZ) 十 SABS(IZ) 一 T; 
车 T<O 则 否 DZ]/T>DZ， 
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FUNR(RZ，IZ，RE8，IF3)， 

若 SABS(RT3) +SABSKIF3) <I10*(SABS, (RF2) +SABS(IF2) ) 则 否 

始 RLAM/2->RLAM, ILAM/2->ILAM 

RH/2->RH; IH/2->IH; 转 ITR2 

终 ; 

若 DZ< BEP1 则 转 SOUT 否 ， 

若 攻 <MAXK 则 转 JITRT 否 转 了 AILT1] 
SOUT， 若 井 1 入 字 4= 字 14 

则 印 数 R， 区 ，RZ，IZ，RR，IF，DZ 否 ， 

也 L 一 RZ2ZER]; TI2 一 1L20[1R; 

1.005*RZ->RZ0, .005*IZ->IZ0， 

了 及 十 1 一 及 ; 

若 R<N 则 转 FEDRT 否 ; 


六 、 解 非 线性 方程 组 的 牛顿 法 程序 
SN 了 7 (有 0 epl ep2, maxj 居民 JP Dr PNC 47D) 


使 用 说 明 
过 程 SN 丈 人 是 用 和 牛顿 迭代 法 求 非 线性 方程 组 下 (有 生 ) 一 0 的 一 组 解 ,此 处 下 和 丈 ( 有 下) 都 
是 见 元 向 量 ， 玖 = { 广 ， 大 0， ， 且 一 {z 2 时。 
输入 人 参数 
rr 一 一 方程 个 数 ; 
下 0 一 一 解 的 初始 近似 值 (m 元 向 量 ) 
epd，6p2 一 一 允许 误差 , 当 相 邻 两 次 近似 值 不 z-: 素 : 之 差 刀 中 <epl, 或 者 当 |F(CE91< 
ep2 时 ,以 下 * 作为 所 求 的 解 互 , 此 处 妃 -maxf4 和 人 
1 从 一 下 当 | 达 |<1 
馈 一 本 3 相 / 友 | 当 | 伙 |>1 
(ze 一 max{| 帮 (是 ) 1 
max8 一 一 允许 的 最 大 迭代 次 数 ; 
太 4TT 一 一 非 正常 出 口 , 当 迭 代 次 数 >max8 时 , 转向 瑟 4TZ[1]; 
FUNC 一 一 是 计算 相应 于 马 的 函数 值 下 = { 访 ，， 思 和 偏 导数 值 矩 阵 





ef .2 
0 ” ”Dr， 
JJ1 | 
2 
OZ1 ， 2 
的 过 程 , 过程 需 有 说 明 。 


JF 一 一 由 下 处 的 所 (和 ) 之 偏 导数 值 所 组 成 的 ”xm 阶 矩 降 
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输出 参数 : 
一 - 解 
下 一 一 下 相应 的 函数 值 ; 
另 世 一 一 误差 。 
印刷 控制 : 
当 站 革 尾部 第 工 位 为 鞋 时 , 印 出 每 次 迁 代 值 : 
6( 挝 代 次 数 ) 不 ， 古 刀 划 。 


| 元 向 量 


程序 
过 程 SNWT(X0, N，EP1, PP2，MAXK, X,， FF,， JEF，DX, FUNO, FAIL); 
值 N，PP1，EP2，MAXXKi 
场 X0, 又 , F，JE 
简 变 Di 
过 程 RUNC 
开关 了 AII 
始 “ 简 变 扩 ， MEF，Di 
过 程 ELMT 
始 简 变 AM，IL, JJ，AA; 
对 于 及 =1 到 黄 步 长 开 执 行 
始 0 一 AM; 
对 于 J- 工 到 机 步 长 1 执行 
对 于 I= 及 到 六 步 长 工 执 行 
若 8ABS(AM) <SABS(JEFTI, 四 ) 
则 始 [全 工 ; J 全 JJ; JI 几 一 AM 终 
若 SABS(AM) <2 个 (-MAXP 十 汪 
注 { 见 过 程 了 YP 卫 的 注 革 
则 转 FAITL[ 匡 否 ; 
对 于 J- 工 到 可 步 长 执行 
始 JFIIL 相 一 AA; JEF[R, 中 一 JEFIIT 四 AA/AM=>JF[R, 可 
终 ; 
F[IID->AA; 了 [R] 一 FLIIDJ;， AA/AM=>F[R]; 
对 于 I- 工 到 步 长 1 执行 
若 一 及 则 否 始 
JFIL J] 人 一 AA 
对 于 J=-1 到 黄 步 长 工 执行 四 
JFIL 可 一 AAsJE[R, 四 全 JEEL 四; FID 一 AAx*F[R] 一 FI]; 
风 辣 和 人 


旬 
思 ? 


终 


2 ) 


对 于 J=1 到 六 步 长 工 执 行 





始 1 一 IJ; 
ELMI， 若 SABS(GJEF[IIL 刀 ) <0.9 
则 始 IT->II; 转 了 LMI 终 
否 始 对 于 开 = 工 到 丙 步 长 1 执行 
始 JEFIIL K] 一 AA; JI K] 一 JEFII K]; 
AA=>JF[J, 玉 ] 
FI 一 AA; FT 四 =>FIIDJ，AA 一 下 [D; 
终 ; 
娘 


终 ; 
0 一 多， X 0 一双,，EP1 一 DX; 
ITRT，RFUNO; 
若 井 1 入 字 2=- 字 2 
注 { 见 过 程 HPBL 的 注 3} 
则 印 数 民 , 广 , 也， DX 否 ; 
0 一 ME; 
对 于 工 - 工 到 N 步 长 工 执 行 
若 SABSCGF[ID)<MEF 
则 否 SABSCGEIU) 一 MTF; 
若 MEB<REP2 则 转 OUT' 否 ; 
若 DX<EP1 
则 转 OUT 
否 若 表 <MAXK 则 否 转 FAILH]; 
FELMT 
0 一 Ti; 
对 于 I=- 工 到 步 长 工 执行 
始 王 [ 辣 汶 D; X[D] 一 D 一 入 [|; 
若 8SABS(X[) < 则 否 D/XT[DD 一 TD: 
若 SABSOD) 入 DX 则 否 8SABS(D)=->D 人 
开 十 1 一 > 区; 
转 TITRT; 
O 〇 TUT， 
终 ; 
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七 、 解 非 线性 方程 组 的 最 速 下 降 法 和 牛顿 迭代 法 程序 
PSN7Y ( 疏 0,70， epl,en2,maxj 有 FJ JJz FUONCA4LOD) 


使 用 说 明 
过程 DSNT 是 应 用 最 速 下 降 法 和 和 牛顿 欠 代 法 求 非 线性 方程 组 下 (全 ) =0 的 一 组 解 。 此 
处 , 天 (有 芭 ) 一 (fj 及 一 {zZi，2za，…，2n 是 鲍 元 问 量 。 

输入 参数 : 
%- 一 一 方程 个 数 ; 
ep1，602 一 一 允许 误差 , 详 见 过 程 8 六 帮工 之 说 明 ; 
有 0 一 一 解 之 初始 近似 值 人 m 元 向 量 ) 
maxX- 一 一 允许 的 最 大 迭代 次 数 ; 
74TT 一 一 非 正常 出 口 ， 当 迭代 次 数 >max8 或 遇 其 他 计算 失败 情况 时 将 转向 





0.477L]i 
JE 一 一 忠臣 处 的 下 (有 下) 之 偏 导数 值 所 组 成 的 mxm 阶 和 矩阵 
af ..， of 
0 ” ” Dr， 
了 
Oh， 0f， 
0 


TUXWO 一 一 计算 互 处 的 函数 值 丈 ( 站 ) 和 偏 导数 值 J 下 的 过 程 。 过 程 需 有 说 明 : 过 程 
FUNO(S); 值 8 始 … 终 ; 。 当 有 = 工时 , 仅 要 求 计 算 灭 (及 )， 赋 值 于 六 当 
S=2 时 , 仅 要 求 计 算 JF; 当 有 8 为 其 他 值 时 ,要 求 同 时 计算 下 和 JE 


和 一 一 解 ; 
一 一 和 处 的 函数 值 ; 
Dxz 一 一 误差 。 
印刷 控制 : 
当 间 T 的 第 工 位 为 工时 , 印 出 每 次 迁 代 值 ; 当 井 1 的 第 2 位 为 于 时 , 印 出 结果 , 印 出 形式 
均 为 : 


| 元 向 量 





8 (和 迭代 次 数 )， 下 ,大 ， Do 
程序 
过 程 DSNTU(X0, NEP1, FEP2，MAXK, X, F, JEF，DX, FUNO，FAIL)# 
值 术 ERP1，EP2， MAXK 
场 X0, 又, R,，JE， 
简 变 DX; 
过 程 FUNC; 
开关 了 AT 





简 变 及 ; 
场 QLL:NJ; 
过 程 SPDT; 
始 
简 变 MG， BEE，FE1， ERP3, LMD,， JG P，ALEFA; 
10->DX; 
2 人 (一 MAXP 十 1 全 FEP3; 
注 、{ 见 过 程 互 YEE 之 注 匡 
FUNGO(CD; 0=>FE 
对 于 工 = 工 到 N 步 长 工 执行 
FE 二 SABS(F[I) 一 FE 
SITR，FUNG(2)， 
若 井 IA 字 2= 字 ?2 
注 “!{ 见 过 程 了 PBLD 之 注 ? 
则 印 数 及, 又 , 下 ，DX 否 ; 
若 HEE<0.1 则 转 SOUT 否 ; 
若 DX< 工 则 转 SOUT 否 ， 
若 区 <MAXK 则 否 转 SOUT 
0 一 G，0 一 MG; 
对 于 I= 工 到 步 长 工 执行 
始 对 于 J= 工 到 步 长 工 执行 
GUI +JEIJ 于 * 了 [JJ 一 GD 
若 MGQG<SABS(GEH ) 
则 8SABSI(G[JIJ ) 一 MG 
否 ; 
终 ; 
若 MG 一 上 FE3 则 转 SOUT 否 ; 
对 于 工 = 工 到 和 步 长 工 执行 
GILH 7MG 一 下 [了 ;0 一 LMD;， 0 一 >JG; 
对 于 II=1 到 N 步 长 芋 执 行 
始 0 一 了 ; 
对 于 J= 工 到 六 步 长 二 执行 
PP 十 JF[LL JJ*F[ 由 一 PP; JG 十 PP=>JGI LMD 二 HUDD*E[ 了 一 LMD; 
终 ; 
LMD/JG=>LMD; 02>DX， 
对 于 I=1 到 入 步 长 上 执行 
始 LMD*GfI 一 GHH; 
若 SABS(X[ID)<1 
则 GD 二 P 


Warasaragasaegerieppererretreeerraem Ar 
本 at 
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否 G[ 了 /又 [一 B; 
若 8ABS( 了 ) 入 DX 则 否 SABS(G) 一 DR 
终 ; 
-1 人 >ALEFA; 
SITHf， 对 于 I= 工 到 步 长 上 执行 
广 四 二 ALFAxGf[IT 二 广 口 ， 
FUNO(); 
0 一 FE1 
对 于 工 -1 到 N 步 长 工 执行 
FE1+SABSGRID) 一 RE1i 
若 FE1<EE 
则 转 8SJII2 
否 SABS(ALEA) /2 一 ALEFA; 
共 ALFA 一 0.1 则 否 转 SITI; 
SIT2，FE1 一 FE, 多 二 1K， 
转 SITR， 
SOUT 
终 ; 
过 程 SN WT; 
始 
简 变 MEHE，D; 
过 程 有 ELMI; 
注 《过 程 内 容 见 前 面 过 程 SN WT 中 的 同名 过 程 ,使 用 时 请 播 人 ) 
FEP1 一 >DX; 
JITRT，FUNO(0)， 
若 井 1 信 字 2= 字 ?2 
注 { 见 过 程 了 HPBDL 之 注 引 
则 印 数 开 , , 了 DX 
合 ; 
0=>MKE; 
对 于 I= 工 到 N 步 长 1 执行 
若 S8ABSGE[I)<MF 
则 否 SABS(ET[ID) 一 MEFI; 
若 ME 一 EBP2 则 转 NOUT 否 ; 
若 DX<EP1 则 转 NOUT 否 ; 
共 术 <MAXK 则 否 转 TAIET[1]i 
ELMIT， 
0 一 DX， 
对 于 =1 到 六 步 长 上 执行 





始 下 四 D; 入 [站 一 D 一 入 [| 
若 SABS(X[D) < 则 否 D/ 和 一 Di 
若 8AB8(D)<DX 则 否 SABS(D) 一 DX4 
终 ; 
下 十 1 一作 ; 
转 ITRT; ， 
NOUT. 
终 ; 
0 一 开 ;， 又 0 一 及 
SPDT; 
SNWT， 
若 井 ITA 字 4 一 字 4 
注 “{ 邢 过程 也 PBEL 之 注 引 


则 印 数 开 ,， 久 ,FF，D 入 


八 、DEP 方法 程序 


使 用 说 明 
过 程 FTO 是 用 DEP 方法 求 非 线性 方程 组 下 (有 下) 
问 量 : 下 (及 ) 一 人 ji 亡国 = {oa， Zr …， 00。 
输入 人 参数: 
% -一 一 方程 个 数 ; 
epl， ez2 一 一 允许 误差 , 详 见 过 程 SN 三 卫 之 说 明 ; 
部 0 一 一 解 之 初始 近似 值 人 元 向 量 ) 
maxV 一 一 允许 的 最 大 迭代 次 数 ; 
一 .47 了 7 一 一 非 正 常 出 口 , 当 迭 代 次 数 > max8 时 , 将 转向 了 .4 元 [ 引 ; 
JT 一 一 下 处 的 达 ( 互 ) 之 偏 导 数值 所 组 成 的 mxw 阶 和 矩阵 ; 








2 六 0 方 

0DzZj ” DZ 
万 一 | 

af。 8j， 





2 000 
FUNO 一 一 计算 于 处 的 函数 值 五 和 偶 导 数值 /五 的 过 各 ， 需 有 过 程 说 明 ; 
输出 参数 : 
各 一 -一 解 ; ] 


| 7 
系 处 的 函数 值 万 = FFC; 


误差 。 








。 一 一 er 一 


pz7C (X0, 0 eply ep2， maxjs 11 Do NOC 47D) 


-0 的 一 组 解 , 此 处 玖 ( 习 )， 飞 均 是 
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印刷 控制 ; 
当 井 工 的 第 工 位 为 荆 时 , 印 出 每 次 欠 代 值 ; 当 砷 1 的 第 2 位 为 工时 ， 印 出 结果 。 印 出 形 
式 均 为 : 
&( 送 代 次 数 ) ， 琶 ,， 三 Da 
答 
过 程 VMTO(X0, N，EP1，EP2，MAXK,， X 了 F, JE，DX， FUNO，FATL 
值 N，EP1，EP2，MAXXKi 
场 又 0， 广 ， 下 ，JF; 
简 变 DX; 
过 程 了 UNC; 
开关 了 ATIL; 
始 
简 变 ALFA, 开工 ME，MI0，EP3，D， 
场 GLL:N,， 1L:N]i 
又 [TI，P，GRAD, Pf1,， GEL:N]; 
过 程 CGI(X1，GRAD); 
场 和 TI，GRAD; 
始 
X 一 GHRAD; 又 1 一 又 ; 
下 UNC; 
GRAD 一 X; 0 一 GRAD; 0 一 ME 
对 于 I=1 到 矶 步 长 工 执 行 
始 对 于 J= 工 到 太 步 长 工 执行 
2xJEF[J, 卫 *F[ 四 二 GRADUDI 王 GRADTJJ 号 
若 8ABSCGEUJ) 和 ME 
则 否 SABS( 了 [也 ) 一 ME 


对 于 工 =I 到 玉 步 长 工 执 行 
对 于 J=1 到 太 步 长 1 执行 
PIG 刀 xGRAD[ 刀 >P[DD， 

终 ; 
过 程 MUTG; 
始 

简 变 D1，D2，MP，MDPDG; 

4 一 MPE; 0 一 MDG; 





对 于 T= 工 到 和 步 长 革 热 行 
始 若 MP 一 SABS(P1T]) 
则 SABS(CP1[T) 一 MP 否 ; 
若 MDG<SABS(GLT[D) 
则 SABS(GL[U) 一 MDG 否 ; 
终 ; 
若 MP 入 了 上 P3 则 转 MOUTI 否 ; 
若 MDG<EP3 则 转 MOUT 否 ; 
对 于 I=1 到 玫 步 长 工 执行 
始 E1[ 中 /MP=>PLTD， 
G1[D/VMDG=>G10TD， 
终 ; 
0 一 DT 0 一 D2;， 0 一 和 Ti 
对 于 工 = 工 到 N 步 长 工 执行 
始 对 于 J=1 到 信步 长 工 执行 
XIT[J 二 GLU 中 *G1[ 中 一 入 1[; 
D2 十 二 [有 *XI[ 有 一 D2; D1+P1DD*GI [了 一 D1; 
终 ; . 
对 于 I= 工 到 N 步 长 1 执行 
对 于 J= 并 到 太 步 长 革 执 行 
G[IL 也 + (CPLDD*PI1[ 四 1/D1)x*(MP/MDG) -XI1[D*X1[ 了 AD2->G[L 思 ， 
MOUT: 
终 ; 
过 程 CALE; 
始 
简 变 LMD, 从, KK, 酝 , 2 友 , 了 YL Y0 YOL 
MF 一 MEF0; ME 一 W;i 0 一 了 了 0; 0- 了 Y01，0 一 瓦 ; 
对 于 工 = 工 到 和 步 长 工 执行 
始 EFLUJV7VMHEO0 汪 Ti Y0+TxT 一 了 0 P[DI7MEO 一 >T; Teypl [了 ; 五 十 IT=>Hi 
Y0T1 二 (GRAD 包 LAMFO) *T 一 >Y01; 


级， 
1/ (MEF0*8SQRT(ED)) 一 也 2"YO/YOLIREI 
若 8SABS(KK) 和 HEP3 
则 和 否 若 玉 开 一 互 则 KK 一 再 否 ; 
五 全 LMD; 
OAL1， 对 于 I=1 到 本 步 长 1 执行 


[ 了 二 LMDxP 辐 一 X1DD; 
CQG(X1，G1); 
若 ME<FRP2 


2 


8387 





388 


则 始 LMD 一 ALFA; 转 GOUT 终 否 ; 

0 一 Y; 0 一 了 1; 

对 于 I=1 到 琴 步 长 1 执行 

始 了 [ID /ME=>T， 

站 d+TeT=>Y; YI1T(G1[D7ME) *P1[D 人 Yd 
终 ; 
若 SSIGN(YOlD)x*Y1<0 
则 否 始 Y=>Y0，Y1 之 Y01， 

ME 一 MF0; 2x*LMD 之 LMD， 

转 CALL 

稚 ; 
(W 二 ME0OTMEF) /3=>2 
W7Z->W; MEO/Z 二 >T，MEF7Z->Z; 
TeY0xT->Y0 TeY0LxW 一 了 01i 
ZxYxZ 一 Yi; ZxYlxW->Y1， 
6x(Y0--Y)/LMD 上 +Y0L+Y1 一 2 
SSQRTI(ZxO 一 了 Y01x*YT)=> Wi; 
(IT 一 (Y1+ 双 一 有 (2x(YLE 一 Y01-F2xW)))xLMD 一 ALEA; 

OOUT， 

人 (一 MAXP 十 1 一 REP3; 
注 es HYPB 之 注 匡 
EP1 一 DX; 0 一 区 ; X0 一 X，0->[L， 
LITR，0 过 G; 
对 于 = 工 到 N 步 长 工 执行 
1->GTL 了 ;CQG(X GRAD);， OP，; 
TFTRT， 若 #1A 字 2= 字 2 
注 【 见 过 程 HPBL 之 注 ?} 
则 印 数 ,又 , FE，DX 否 ; 
若 8AHBS(MEFY <EP2. 
则 转 OU 了 否 ; 
若 DX 一 FEP1 则 转 OU9 否 ; 
COALE; 0=>DX; 
对 于 I=1T 到 贡 步 长 1 执行 
始 ALEAx*P 辐 一 P1D; XI +P1CD 一 XD 站 ;SABSCP1 加 )” 
若 SABS(XD) 一 ! 
则 否 D/8ABS(X TD) 一 D， 
若 玉 <DX 则 否 D 一 DX， 
终 


和 
mm 9 
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K 二 1- 了; LT- 


若 DX<0.001 
则 否 若 N<EL 5 
则 始 0 一 L; 转 LITR 终 
俩 ; 
GRAD=>G1 CG(X, GRAD); 
对 于 工 = 工 到 六 步 长 上 执行 
GRAD 上 中-G1LDD 人 GD MUTG: op， 
车 及 <MAXK 
则 转 FTRT 
否 转 了 AILT[ 匡 ; 
OUT: 若 寺 1A 字 4= 字 4 
注 { 见 过 程 HPBL 之 注 对 RE 
则 印 数 天, X, 了 DX 四 且 汪 


4 


[3 ] 
[2 ] 


人 


[3] 


[4 


L5]j 
[6] 
[7] 


中 刘 


Losr 和 省 1 虹 主 -< 二 
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第 十 章 ” 代数 特征 值 问题 的 解法 


8S10.1 引 言 


在 工程 实践 中 ， 经 常 遇 到 振动 问题 以 及 相应 的 代数 特征 值 问题 。 大 型 桥梁 或 建筑 物 的 
振动 问题 、 机 械 和 机 件 的 振动 问题 、 飞 机 机 辟 的 颜 振 问 题 、 无 线 电 工学 及 光学 系统 的 电磁 振 
荣 问 题 .调节 系统 和 随 动 系统 中 的 自 振 问 题 以 及 声学 和 超声 系统 的 振动 问题 等 , 这 些 都 是 明 
显 的 例子 。 尽管 各 种 振动 过 程 的 物理 本 质 是 互 不 相同 的 ,但 处 理 它们 的 数学 方法 却 是 一 臻 
的 ， 这 一 点 有 利于 使 用 计算 机 解决 问题 。 同 时 ， 工 程 实践 中 所 提出 的 振动 问题 往往 比较 复 
杂 , 人 工 去 进行 解 算 通常 是 不 可 能 的 , 而 计算 机 却 可 以 有 效 地 解决 它们 。 实际 上 ， 我 国 许多 
大 型 工程 的 设计 中 , 都 使 用 了 计算 机 来 解决 振动 问题 。 

通常 ,使 用 计算 机 求解 振动 问题 要 经 过 如 下 几 个 步 双 ; 

(1 针对 要 求解 的 物理 振动 问题 , 选择 描述 它 的 数学 模型 (有 时 也 把 一 个 数学 模型 称 为 
一 个 振动 系统 ), 并 确定 该 数学 模型 中 的 有 关 常 数 。 

(2) 从 数学 模型 出 发 , 推导 出 便于 在 计算 机 上 求解 的 数学 方程 式 。 

(8) 针对 该 教学 方程式 的 特点 和 所 使 用 的 计算 机 的 依 况 ， 选择 恰当 的 数值 解法 编制 程 
序 上 机 计算 。 

前 面 两 步 可 以 称 为 问题 的 提 法 , 后 一 步 即 具体 的 解法 。 本 章 只 讨论 与 2.3 两 步 有 关 的 问 
题 。 讨 论 与 2 有 关 问 题 的 目的 , 也 仅 在 于 说 明 实 践 中 所 提出 的 代数 特征 值 问题 的 某 些 特点 。 

工程 实践 中 的 振动 问题 , 通常 是 有 阻尼 出 现 的 。 但 有 时 阻尼 的 影响 很 小 ,为 了 简便 起 见 
可 将 其 忽略 , 这 样 得 出 的 振动 系统 称 为 无 阻尼 系统 , 否则 叫做 阻尼 系统 。 此 外 ,振动 系统 还 
可 以 分 为 连续 系统 与 离散 系统 两 类 。 所 谓 离散 系统 , 是 指 该 系统 具有 有 限 的 自由 度数 ,其 状 
态 可 用 有 限 个 广义 坐标 9i，gda，…，9n 来 描述 。 这 类 系统 所 遵守 的 微分 方程 通常 是 一 个 常 
微分 方程 组 。 连 续 系统 则 与 之 不 同 , 它 的 自由 度数 不 是 有 限 的 , 描述 它们 的 微分 方程 通常 是 
偏 微分 方程 组 及 其 初始 或 边界 条 件 。 虽 然 工程 实践 中 的 振动 问题 严格 说 来 都 是 连续 系统 ， 
但 在 许多 情况 下 ,用 有 限 个 自由 度 已 经 可 以 相当 准确 地 进行 描述 。 特别 是 在 计算 机 上 求解 
时 , 连续 系统 也 必须 化 为 近似 的 离散 系统 , 所 以 这 里 主要 讨论 离散 系统 的 处 理 办 法 。 对 于 连 
续 系统 的 离散 化 问题 , 本 书 第 十 三 、 十 四 章 有 详细 论述 , 这 里 仅 概 略 说 明 离 散 化 的 基本 步骤 ， 
以 便 益 明 振动 问题 的 某 些 特点 。 还 应 指出 ,本章 讨论 的 振动 问题 仅 限 于 围绕 平衡 位 置 的 小 
振动 问题 ， 其 相应 的 微分 方程 组 是 线性 常 系数 方程 组 (对 连续 系统 , 其 系数 可 以 是 自 变数 的 
函数 ), 这 样 的 系统 称 为 线性 系统 , 在 计算 机 上 求解 时 , 一 般 归 结 为 代数 特征 值 问题 。 对 于 非 
线性 系统 的 求解 ， 往 往 需 要 直接 去 解 描述 它们 的 非 线性 微分 方程 组 。 关于 这 类 问题 在 计算 
机 上 的 解法 , 可 以 参阅 本 书 第 十 一 章 至 第 十 三 章 的 有 关 部 分 。 

首先 叙述 振动 问题 的 提 法 (810.2), 然后 氢 述 相应 的 代数 特征 值 问题 在 计算 机 上 的 解法 
(8S10.3)。 为 使 用 方便 , 对 于 $10.3 所 讨论 的 主要 方法 附 有 用 算法 语言 编写 的 计算 机 程序 ， 
这 些 程序 均 在 机 器 上 进行 过 计算 ， 读 者 可 以 直接 使 用 或 者 转换 为 具体 机 器 上 的 相应 算法 语 


本 err 本 mr 呈 
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言 程序 来 使 用 。 
$ 10.2 振动 问题 的 提 法 
本 节 讨论 如 何 推导 振动 系统 的 微分 方程 和 怎样 将 其 求解 化 为 代数 特征 值 问题 。 同 时 ， 
以 此 为 例 来 说 明 实践 中 所 提出 的 代数 特征 值 问题 的 主要 特点 。 
10.2.1 有 限 自由 度 系统 


由 于 各 种 物理 振动 问题 的 处 理 方法 是 大 同 小 异 的 ， 因 此 这 里 只 讨论 动力 学 系统 的 小 振 
动 问 题 。 假定 该 系统 有 m 个 自由 度 ， 其 位 置 可 用 mw 个 广义 坐标 (一 二 2，…，m) 描述 ， 周 
时 ，9i 一 03 一 … 一 0 一 0 为 系统 的 平衡 位 置 。 那么 , 系统 围绕 这 一 平衡 位 置 的 小 振动 问题 归 
结 为 确定 广义 坐标 9: 与 时 间 十 的 依赖 关系 ; 

0 一 和 人 芒 。( 一 二 2 他) 

如 果 作 用 于 该 系统 的 力 可 分 为 两 部 分 , 一 部 分 力 的 相应 势能 函数 达 仅 为 广义 坐标 w% 的 
珊 数 ， 避 =U (qu 9qa …，9; 另 一 部 分 为 与 时 间 上 有 关 的 广义 力 Qib，(C 一 1 2 mW。 
势能 函数 7 可 在 平衡 位 置 =0 附近 展开 : 


g 1 ww 
L (992，…，gnj) 一 Lo 十 0 和 十 可 全 名 Qi0107 十 


由 于 %= 0 系 平衡 位 置 ， 势 能 应 取 稳 定 值 ,所 以 wm=0。 此 外 , 平衡 位 置 的 势能 DT。 究竟 
等 于 多 少 是 无 关 紧要 的 , 可 以 将 其 取 为 零 。 再 用 小 振动 的 假定 , 可 将 上 式 中 三 次 以 上 的 各 项 
路 去 。 于 是 势能 可 以 表 成 ， 


或 者 
5- 喜 dv4.0 (10.2.1) 


其 中 
mr 一 ou 一 人 2939， ) 
为 常 系数 ; 和 = {9i，9s，…，9 为 行 向 量 ; 拖 阵 4= [co] 为 对 称 卸 阵 ， 如 果 平 衡 位 置 %=0 


是 稳定 的 , 则 4 应 为 正定 矩阵 。 
系统 的 动能 一 般 由 下 式 表 达 : 


质量 mt 为 当量 质量 , 相应 的 速度 w 为 外 = - 叹 - 的 函数 ，w= 天 (人 9 …, 和 。 同 样 对 太 
进行 展开 , 并 忽略 % 二 次 以 上 各 项 即 得 : 
,0 
人 向]pg 8 30， 
这 样 , 动能 可 以 表 为 


和 PEFI4ENY -or rr 
Et 区 





7= 半 2.B0 (10.2.9) 


205 一 05 一 > 0 


为 各 系 数 ; 拓 阵 至 - [为 对 称 皇 阵 。 同 时 ， 册 于 动能 总 是 恒 正 的 ( 仅 当 0 时 ,7 为 零 )， 
所 以 , 如 为 正定 矩阵 。 

有 了 动能 工 与 势能 V 的 表达 式 后 ， 运 动 方程 式 就 可 从 最 小 作用 量 原 理 (Hamilton 原 
理 ) 推 导出 来 。 最 小 作用 量 原理 可 表述 为 : 

sr 一 | | G-DD+ 8arjw- 
其 中 ,89 人 应 满足 条 件 ; 
69 人 ti) | 1 一 0 人 | ,一 0 ee 2， 多) 

将 开 及 DZ 且 表 和 式 代入 司 得 


> 
注意 到 89,= (800) ,并 对 方 括号 中 第 一 项 进行 分 部 积分 即 得 
8 交 | 吉 站 几 二 
jw- 六 富 20 0 | 一] | 袜 [ 妆 Gai+ooo 一 gag 


及 t- 所 为 零 的 条 件 得 知 上 式 第 一 项 应 为 零 。 此 外 ,由 于 39 是 独立 的 , 故 得 
到 





袜 (0o2 +eog) 一 人 =0 (4 一 工 2，…， 几 ) 
或 者 写成 矩阵 形式 
BIT4G=@QO) 
其 中 , @ 的 = (QQ 从， …，Q,(G))7， 这 就 是 要 求 的 无 阻尼 时 系统 的 运动 方程 式 。 
上 述 方程 式 就 是 所 谓 的 动力 学 系统 的 拉 格 朗 日 (Lagrange) 方 程式 : 


素 ( 呈 )- 元 + 天 OO 6-L 2 轩 
处 理 动力 学 系统 时 ， RE 
最 小 作用 量 原理 是 等 效 的 。 但 后 者 的 变 分 处 理 办 法 在 其 它 问题 中 也 经 常 使 用 。 
如 栗 系 统 在 有 阻尼 的 介质 中 运动 , 则 将 有 与 速度 成 比例 的 阻尼 及 = {Ry 作用 于 系 绽 的 
各 质点 上 , 这 样 的 力 {By 通常 忆 ee 也 来 表示 。 在 小 扰动 痢 俏 况 下 ， 它 可 表 为 


可 袜 袜 Cui 或 者 D- 访 q7.O.q 


ee 人 (10.2.3) 
00， 仿 1 


其 中 , Cu= COx 为 阻尼 系数 ; 矩阵 c= [C 晤 为 对 称 矩 阵 ; 尼 - {B} 为 相应 的 阻尼 力 。 
有 阻尼 时 的 拉 格 盟 晶 方程式 为 : 





Ce 一 一 一 ee 二 《 一 二 站 要。 eg 二 





世 -m 
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把 了 .IT、 万 的 表达 式 代入 其 中 , 就 得 到 有 阻尼 时 系统 小 振动 的 运动 方程 式 
袜 (bo+Cegi 上 oag 一 Qi 人 才 一 2，…，%) 
或 者 
BDI-Lca+4I=@QG (10.2. 辐 
其 中 4 、 吾 、C 均 为 对 称 和 抢 阵 。 


10.2.2 连续 系统 


对 于 连续 系统 , 可 以 用 一 个 近似 于 它 的 有 限 自 由 度 系统 来 代替 , 把 问题 转化 为 有 限 自由 
度 系统 的 求解 。 这 个 方法 叫做 离散 化 。 这 样 求 得 的 解 是 原来 问题 的 近似 解 。 只 要 离散 
化 的 方法 是 合理 的 , 求 得 的 近似 解 一 般 也 是 可 用 的 。 关 于 这 方面 的 详细 内 容 可 参看 本 书 第 
十 四 章 。 这 里 仅 叙 述 一 下 其 简单 的 处 理 原则 , 以 便 前 明 连 续 系 统 振动 问题 的 某 些 特点 。 
在 空间 直角 坐标 系 {z,，% 分 中 , 连续 体 的 位 移 分 量 可 用 三 个 位 移 函 数 表 示 : 
V 一 LU (Z，V，2， 四 
| W，2， 才 ) 
人 一 卫 (CZC，WV，2， 志 
按照 通常 有 限 元 法 的 思想 , 将 连续 体 分 割 为 若干 子 区 域 Do 在 每 个 子 区 域 内 上 分 别 对 
凡 、 2、 化 定义 相应 的 揪 值 善 数 2 、2Ox、2Oi( 跨 过 相 邻 子 区 域 Cr， 蕊 的 边界 时 , 捅 值 函数 加 xx， 2 
ok，01 20b，201 等 应 满足 一 定 的 连续 性 条 件 。 此 外 ,每 个 播 值 函数 还 应 满足 所 谓 “ 常 应 变 条 
件 等 等 )。 将 这 些 插值 函数 拼接 起 来 , 就 得 到 整个 区 域 忆 上 的 插值 郴 数 。 这 样 ， 整个 区 域 上 
位 移 函 数 的 插值 函数 可 以 表 为 : 


一 之 Li 一 之 六 一 之 下 


(2 0 2 二 EGG 办 
其 中 Di-| ， 

这 些 择 值 函数 一 般 将 由 若干 个 参数 或 称 广义 坐标 01，ys，…，9u( 例 如 , 节点 位 移 及 其 导 ， 
数 等 ) 所 确定 ， 广 义举 标 4 则 仅 为 时 间 二 的 函数 。 于 是 ,用 上 述 插值 函数 代替 位 移 函 数 后 ， 
连续 体 的 位 移 分 量 就 可 以 近似 地 表 为 

U 一 MU(O，0，2，01，0a，…，9n) 

4 一 VC 2 93，ge，…，9m) 

2 一 WO(2， 纺 为 00 9a， 9 
这 里 允 光 2 均 为 @z 及 9 的 已 知 函 数 。 如 果 求 出 了 广义 坐标 w% (为 ,那么 ,连续 体内 任意 
点 的 位 移 即 可 近似 地 得 到 。 这 样 , 确定 连续 体位 移 的 问题 , 也 就 近似 地 化 成 了 如 何 求 得 广义 
坐标 % 的 有 限 自由 度 问 题 。 只 要 合理 地 对 区 域 进行 分 制 及 适当 地 选取 插值 函数 , 一般 来 说 ， 
当 子 区 域 的 体积 无 限 缩小 时 , 有 限 自 由 度 问 题 的 解 将 收敛 于 连续 体 问题 的 解 。 所 以 , 这 种 近 
似 在 一 定 条 件 下 总 是 合理 的 。 

下 面 ， 来 导出 广义 坐标 % (bb 所 应 满足 的 运动 方程 式 。 仍然 假定 只 考虑 围绕 平衡 位 置 
qi 一 0 一 … 一 一 0 的 小 振动 问题 。 由 于 这 个 条 件 , 位 移 函 数 还 可 进一步 简化 为 


全 站 
easgrqaeprrrerweereemasenameem ear ee 人 


rr 全 生 加 WE 
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4 一 do(z， ?1/， 引 十 习 册 人 7， 2)94 
加 4 一 (C，2/， 相 十 习 册 人 2， 2)04 《10.2.6) 


人 一 Xo(0， 2， 十 袜 Xi (0， 2， 2)91 
其 中 





y (2， 2/， 2) 融 Ci=d=…=dn=0 


等 等 。 即 是 说 , 由 于 4 本 身 应 为 小 量 , 故 可 在 展开 式 中 忽略 其 二 次 以 上 各 项 。 
连续 体 动能 的 表达 式 为 ， 


7- 到 中 ec 外 (2 十 切 二 oa)g7 
将 其 中 的 位 移 函 数 代 之 以 揪 值 函数 来 求 出 相应 有 限 自 由 度 系 统 的 动能 。 由 于 
4 一 之 加 4= 瑟 由 人 0 9 
| -六 5 败 (Co 2)g (10.2.7) 


忆 = 习 -到 4 一 xi(o， 9 2)di 





0d 
故 有 
7 = 到 wy 人 [360 你 4602+ 人 了 xz609 权 
芋 


-去 3 人 | | ec w+g+z 且 | 议 


=- 亏 台 budG 一 亏 207B0 


屋 人 
=5 玫 oo Gdi+ 二 zi 有 (10.2.8) 


振 阵 吾 = [ 细 ] 为 对 称 正定 矩阵 , 通常 称 之 为 质量 矩阵 。 
连续 体 势能 的 表达 式 为 
-| 了 ww we oo 时 


其 中 厂 为 应 变 能 密度 函数 ,其 表达 式 随 问题 而 异 ( 参 考 资料 [20] 中 , 列 有 常见 的 各 种 下 的 表 
达 式 )。 一 般 来 说 , 采用 虎 克 定律 , 矿 将 为 位 移 旭光 公 及 其 对 空间 变量 一 阶 导数 wz， ?ve 
us 的 二 次 泛 函 数 。 将 插值 函数 (10.2.6) 式 代入 其 中 ,容易 得 知 全 将 为 广义 坐标 % 的 二 次 
函数 。 同 样 ，I 亦 为 % 的 二 次 函数 : 


了 芝 一 ao 十 之 tt 十 可 名 ?29 


式 中 , 系数 w 及 as 为 已 知 函数 由 由 ，% 及 其 导数 的 某 些 二 次 式 的 积分 值 。 如 有 果 平 衡 位 置 
4%=0 的 势能 取 为 零 ,同时 由 于 该 处 势能 取 稳 定 值 , 可 以 推 知 : 


CO 三 CI 一 0 一 国 @@ 邓 一 0 一 0 





于 是 ， 势能 忆 可 表 为 ， 
U- 亏 全 CQ 191 
-二 2 49 
其 中 ay= ai 为 常数 , 矩阵 [cg] = 4 为 对 称 和 矩阵， 通常 称 之 为 刚度 矩阵 。 一 般 情况 下 , 4 是 
正定 或 正 半 定 抢 阵 。 


如 采 存 在 与 速度 成 比例 的 阻尼 ， 则 对 于 任意 微 体 元 听 ， 单 位 时 间 内 耗 散 能 量 的 一 半 
为 : 


于 (ol (2， 2， 2) 2 十 Ca(2， 2/， 2) 风 十 COs (w， 2 2) 203) X7 
其 中 Cd(z, 光 为 相应 的 阻尼 系数 。 这 样 , 耗 散 函 数 刀 的 表达 式 为 : 
D- 云 | | | [Oo gp 坟 如 十 Cao 久 汉 闻 十 Cs(o 罗 汶 光 时 


将 (10.2.7) 代 入 上 式 即 得 : 
D- 却 下 | je ya4t+cG yaom az 有 
cv=cx=|| [Cakz，W， 2 风力 十 Ca00， 2 力 由 ji 十 0Os(02， 0 Xi] (10.2.9) 
便 有 : | 
忆 一 亏 ok- 去 or0g 
移 阵 人 《= [Co] 为 对 称 和 矩阵 , 通常 称 之 为 阻尼 符 阵 。 


作用 于 连续 体 的 外 力 , 一般 有 体力 分 量 忌 、 了 、2G 及 面 力 分 量 忆 。、 了 。 Gus。 因 而 在 任意 
微小 位 移 bs，5。 5 上 , 外 力 所 作 的 功 剑 。 可 表 为 : 


聊 - 痢 CarFse+2.3m 权 二 anrTaor28wa8 


将 (10.2.6) 代 入 其 中 即 有 
=- 作 [ 袜 CzwrFw+2z08gjmr+ 人 |[ 宫 CtsTaktzot0sg]a8 


严 人 


= 关中 (了 TY 二 GXDQ 十 ||zwF。 (十 ex) 48j5e 


所 以 , 与 广义 储 标 4 相应 的 广义 力 @, 可 以 写 为 
Q-||(zw+F+2am 二 | 由 +2z0a8 


由 于 环 , 了 上，…，2 为 2, 凡 2 和 时 间 二 的 函数 ,所 以 Q, 仪 为 时 间 二 的 函数 。 
有 了 动能 、 势 能 , 耗 散 函 数 及 广义 力 的 表达 式 后 , 完全 仿照 有 限 自 由 度 系 统 的 处 理 办 法 ， 
将 它们 代入 拉 格 妆 日 方程 式 (10.2. 乞 , 同样 , 可 以 得 出 相应 的 运动 方程 为 
BIT+C9+40=Q@O 押 
其 中 各、 吾 、C 亦 均 为 对 称 怎 阵 。 





396 


10.2.3 化 为 代数 特征 值 问题 


从 前 面 的 讨论 知道 , 有 限 自 由 度 系 统 或 连续 系统 振动 问题 的 求解 , 均 归结 为 解 一 组 线性 
常 系数 的 常 微分 方程 组 (10.2. 国 。 
实践 中 有 时 需要 求 出 某 一 时 间 间 隔 [ 和 , 纪 内 系统 的 位 移 变化 情况 ， 这 类 问题 即 所 谓 骨 
态 模拟 问题 , 只 需 从 如 时刻 的 初始 条 件 出 发 ， 对 方程 (10.2.5) 进 行 逐步 地 数值 积分 , 即 可 求 
得 解答 。 
另 一 类 问题 中 需要 求 出 的 量 是 系统 的 本 征 振动 频率 与 振 型 等 等 ， 这 类 问题 将 归结 为 代 
数 特征 值 问 题 。 例 如 , 对 于 无 阻尼 自由 振动 问题 ,方程式 (10.2.5) 变 为 ; 
1-H4=0 
其 解答 可 以 才 为 如 下 形式 : 
Q 一 cosoat 或 0=cosawf (一 革 2， ，%) 
其 中 , 向 量 % 称 为 系统 本 征 振动 的 振 型 向 量 ;，w 称 为 本 征 振动 的 振 频 。 将 其 代入 方程 式 , 并 
约 去 其 公 因 子 cogs of 即 得 ， 
六 (wo 一 oz)m=0 (4 一 工 2，.…'，%) 
令 和 =w? 并 写成 矩阵 形式 便 有 : 
4z=)Bz (10.2.10) 
这 即 是 通常 的 广义 代数 特征 人 问题 。 其 中 和 矩阵 4 与 召 就 是 系统 势能 及 动能 表达 式 中 的 系 
数 和 矩阵 , 它们 都 是 对 称 和 矩阵 ， 召 同时 还 是 正定 的 。 作 为 这 个 广义 代数 特征 值 问题 的 解 , 共有 
% 个 实 的 非 负 广 义 特征 值 x 及 相应 的 广义 特征 向 量 9。 所 以 , 无 阻尼 自由 振动 问题 一 般 有 
n 个 本 征 振动 频率 = wW 入 及 相应 的 振 型 向 量 w@。 
适当 选取 广义 难 标 , 有 时 可 使 矩阵 召 变 为 单位 寂 阵 , 这 样 , 问题 就 直接 化 为 普通 代数 特 
征 值 问题 : 
4w= 和 7 (10.2.11) 
其 中 4 为 对 称 和 矩阵 。 
有 阻尼 自由 振动 问题 中 , 方程 式 (10.2.5) 变 为 : 
BDI+CC&+4&=0 
这 是 一 个 线性 齐 次 常 系数 的 常 征 分 方程 组 , 其 解答 具有 如 下 形式 ; 
g 一 evi 
代入 方程 并 约 去 公 因子 ee 即 得 : 
(o2 呈 -上 woC 二 4)2=0 (10.2.192) 
这 仍然 是 一 个 广义 代数 特征 值 问题 ， 作 为 其 解 共有 2 个 o 值 及 其 相应 的 向 量 z@。 此 时 ， 
ui 一 般 为 复数 , 其 实 部 为 振幅 衰减 因子 , 虚 部 为 振 频 ，we) 仍 为 振 型 向 量 。 由 于 (10.2.192) 与 
如 下 善 通 代 数 特 征 值 问题 等 价 ( 即 其 解答 w 及 满足 下 式 ); 


0， 了 化 化 
要 本 -ol Le 


所 以 ,求解 10.2.12) 可 以 化 为 非 对 称 符 阵 的 普通 代数 特征 值 问题 。 
综 上 记述， 振动 问 题 的 求解 最 终 将 归结 为 求解 代数 特征 值 问题 (10.2.10)、(10.2.1、 
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(10.2.12)、(10.2.13)。 其 中 4 、 召 、C 均 为 对 称 和 矩阵 ， 如 为 正定 抢 阵 ， 有 时 盘 亦 为 正定 
的 。 
除 振 动 问题 外 , 工程 实践 中 还 有 许多 问题 的 求解 也 归结 为 上 述 类 型 的 代数 特征 值 问 题 。 
例如 ， 弹 性 结构 的 稳定 性 分 析 问 题 ， 各 种 数学 物理 方程 的 特征 值 问题 以 及 某 些 相关 分 析 问 
题 、. 图 论 问 题 等 等 。 在 计算 机 上 求解 代数 特征 值 问 题 往往 是 解决 这 些 问 题 的 关键 步骤 之 一 。 
从 下 节 起 , 将 开始 讨论 一 些 常 用 的 求解 代数 特征 值 问题 的 方法 。 在 转 入 下 节 的 讨论 之 前 , 再 
对 特征 值 问题 的 所 渭 稳定 性 概念 作 一 些 介 绍 。 

如 果 代数 特征 值 问题 的 精确 解答 ， 非 常 灵 敏 于 问题 原始 数据 的 微小 变化 ， 则 称 此 特征 
值 问题 为 不 稳定 的 或 病态 的 ”。 问 题 中 的 抢 阵 就 叫 作对 于 计算 特征 值 来 说 的 病态 拢 
阵 。 
由 于 工程 实际 问题 的 解答 一 般 不 是 非常 灵敏 于 其 各 个 物理 参数 的 微小 变化 的 ,所 以 ,将 
它们 提成 代数 特征 值 问 题 时 ， 也 应 该 是 稳定 的 。 特别 是 物理 参数 的 测量 以 及 特征 值 问题 中 
矩阵 元 素 的 形成 等 等 , 都 有 不 可 避免 的 误差 。 如 果 特 征 植 问题 不 稳定 , 当然 不 能 期 望 通过 求 
解 它 来 得 出 实际 问题 的 合理 解答 。 因 此 , 要 求 形成 特征 值 问题 时 , 应 得 出 稳定 的 特征 值 问题 
是 很 重要 的 。 

从 代数 特征 值 问题 的 摄 动 分 析 中 得 知 ， 如 果 问 题 中 的 挎 阵 是 对 称 ( 或 更 一 般 的 ,是 正规 
的 ) 和 天 阵 ， 那 么 ， 这 一 问题 必定 是 稳定 的 。 即 是 说 如 果 对 称 矩 阵 凤 的 元 素 有 微小 变化 as， 
其 特征 值 的 变化 4 和 特征 向 量 的 变化 4xw; 将 分 别 满足 如 下 不 等 式 (参阅 19] 第 二 章 )， 

14L<i441| 


14zl<( 避 ERT)1441  G-L 2 0 风 


从 这 些 不 等 式 得 知 , 矩阵 4 的 元 素 有 微小 变化 时 ， 其 特征 值 也 只 有 微小 变化 。 如 果 没 有 重 
特征 值 ， 其 特征 向 量 亦 只 有 微小 变化 (如 果 有 重 特征 值 上 式 说 明 其 相应 特征 向 量 可 能 有 很 
大 变化 , 这 一 点 我 们 应 予以 注意 )。 所 以 , 只 要 把 实际 问题 提成 为 对 称 和 矩阵 的 特征 值 问题 , 并 
保证 原始 数据 的 一 定 精确 度 , 求 得 的 结果 一 般 就 应 该 是 可 靠 前 (这 里 暂 是 假定 计算 方法 的 精 
确 度 是 不 成 问题 的 ) 。 此 外 , 由 于 对 称 矩 阵 特 征 值 问题 也 有 较 多 有 效 的 计算 方法 可 供 使 用 ， 
因而 , 在 形成 代数 特征 值 问题 时 , 应 该 尽 可 能 地 将 其 提成 为 对 称 怎 阵 前 特征 值 问题 。 这 就 是 
在 前 面 关 于 问题 提 法 的 讨论 中 强调 矩阵 对 称 性 的 理由 之 一 。 


$ 10.3 代数 特征 值 问 题 的 数值 解法 
10.3.1 概述 


从 前 面 的 讨论 知道 , 振动 问题 及 其 它 某 些 工 程 实践 问题 的 求解 ,最 终归 绪 为 求 某 些 抢 阵 
的 (广义 的 ) 特 征 值 和 特征 向 量 ， 即 所 谓 (广义 ) 代 数 特征 值 问 题 。 本 节 讨 论 一 些 在 计算 机 上 
求解 代数 特征 值 问 题 的 最 常用 的 方法 。 这 里 先 讨 论 普 通 的 代数 特征 值 问题 ， 并 给 出 一 些 计 
算 机 程序 , 最 后 再 简单 讨论 一 下 广义 代数 特征 值 问 题 。 

通常 有 两 类 方法 求解 代数 特征 值 问题 。 一 类 是 从 原始 矩阵 出 发 , 用 有 限 个 相似 变换 将 
其 化 为 便于 求 出 特征 多 项 式 的 形式 , 然后 求 特征 多 项 式 的 根 作为 抢 阵 的 特征 值 。 由 于 多 项 
却 特 别 是 高 阶 多 项 式 的 求 根 问题 有 其 特有 的 困难 之 处 ,并且 重 根 的 计算 往往 精度 较 低 等 等 ， 
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故 通 过 特征 多 项 式 来 求 矩 阵 特征 值 的 方法 , 从 数值 计算 的 观点 来 看 , 不 是 一 个 好 的 方法。 此 
外 , 从 原始 矩阵 求 得 特征 多 项 式 的 系数 的 过 程 ， 也 往往 对 于 含 入 误差 的 影响 异常 灵敏 , 计算 
过 程 中 的 舍 入 误差 ， 常 常 使 最 终结 果 的 精确 度 受到 很 大 影响 。 所 以 ， 尽 管 这 类 方法 有 工作 
量 小 和 应 用 范围 广 的 优点 ， 其 大 多 数 在 计算 机 上 目前 已 很 少 使 用 。 仅 是 其 中 使 用 正 交 相似 
变换 进行 化 简 , 然后 用 不 直接 通过 特征 多 项 式 求 根 的 一 些 办 法 , 目前 还 经 常 使 用 。 本 节 中 要 
讨论 的 用 镜像 映射 矩阵 将 对 称 矩 阵 化 为 三 对 角 型 的 方法 就 属于 这 一 类 。 

另 一 类 方法 是 迭代 法 (严格 说 来 , 前 一 类 方法 也 是 迭代 法 ,因为 矩阵 的 特征 值 是 不 可 能 
由 其 元 素 经 有 限 次 算术 运算 得 出 的 。 所 以 , 求 特征 值 的 任何 算法 都 是 迭代 性 质 的 。 主 要 是 
为 了 区 分 方便 ， 通 常 把 前 一 类 方法 称 之 为 直接 法 ) 。 它 不 通过 特征 多 项 式 ， 而 是 将 特征 值 及 
特征 向 量 作为 一 个 无 限 序列 的 极限 来 求 得 。 这 类 方法 对 舍 入 误差 的 影响 有 较 强 的 稳定 性 ， 
但 其 工作 量 较 大 。 由 于 计算 机 的 工作 速度 较 高 , 这 一 缺点 能 得 到 一 定 程度 的 弥补 ， 所 以 , 计 
算 机 上 通常 使 用 迭代 法 。 

实践 中 所 提出 的 特征 值 问题 其 类 型 是 多 种 多 样 的 ,要求 也 各 不 相同 , 必须 针对 问题 特点 
进行 具体 分 析 , 选择 适当 的 方法 。 例如 ,实践 中 最 常 遇 到 的 对 称 矩 阵 的 特征 值 问题 , 如 果 其 
阶 数 不 高 (例如 几 十 阶 或 上 百 阶 )， 就 可 以 用 旋转 法 或 化 为 三 对 角 线 型 的 方法 有 效 地 求 得 其 
全 部 特征 值 及 特征 向 量 。 如 果 只 求 其 部 分 特征 值 或 特征 向 量 , 则 用 化 为 三 对 角 线 型 的 方法 
更 适宜 。 对 于 带 状 的 对 称 和 矩阵 ， 则 应 使 用 适合 于 带 型 特点 的 化 为 三 对 角 型 的 方法 来 进一步 
提高 能 够 处 理 的 阶 数 和 节省 工作 量 。 对 于 阶 数 很 高 的 “稀疏 ”和 矩阵， 例如 上 千 阶 的 绝 大 多 数 
元 素 为 零 的 矩阵 或 带 型 抢 阵 等 ， 则 用 同时 和 迭代 法 (或 反 司 时 迭代 法 ) 求 其 按 模 最 大 (或 最 小 ) 
的 几 个 特征 值 及 相应 特征 向 量 较 合 适 。 对 于 非 对 称 的 任意 矩阵 , 如 果 阶 数 不 高 ,可 用 广义 旋 
转 法 求 其 特征 值 和 特征 向 量 或 用 更 为 有 效 的 @ 尼 方法 求 其 特征 值 ， 然 后 用 反 宕 法 求 其 相应 
特征 向 量 。 对 于 广义 特征 值 问题 4 = 入 Bz,， 如 果 阶 数 不 高 ,用 平方 根 法 分 解 挎 阵 至 ， 然 后 
化 为 对 称 阵 的 特征 值 问题 是 行 之 有 效 的 方法 。 如 果 4、 了 至 均 为 高 阶 稀疏 矩阵 或 带 型 矩阵 ， 
则 应 使 用 反 同 时 迭代 法 或 施 斗 姆 序列 法 求解 。 恰 当地 使 用 上 述 几 种 方法 ， 就 能 够 解决 实践 
中 所 提出 的 一 般 问题 , 因而 , 本 节 主要 讨论 上 述 的 几 种 方法 。 

除 特殊 说 明 外 , 总 以 4 代表 要 讨论 的 (2x 由 矩阵 ,并 假定 其 元 素 均 为 实数 , 其 特征 值 以 
按 模 递 减 次 序 排列 为 ; 

| 和 | = | sl 一 …| 和 | > 二 | 
一 … 一 | 和 | 二 > 和 十 革 | 
一 一 | 和 ro| (10.3 .了 

其 相应 特征 向 量 为 wj，wa，zs，…，zwr (ro 一 % 一 一 矩阵 4 的 阶 数 )。 这 些 向 量 被 认为 是 按 
其 长 度 为 荆 或 其 最 大 模 元 素 为 工 进行 归 一 化 的 。 





10.3.2 几 种 变换 矩阵 及 其 特性 


先 介绍 几 种 简单 的 变换 矩阵 , 这 些 矩 阵 以 后 要 经 常用 到 。 

(一 ) 初 等 变换 和 矩阵 

将 矩阵 4 的 第 补 行 (7 列 ) 乘 以 一 个 实数 w 后 加 到 其 第 J 行 亿 列 ) 上 去 或 将 挎 阵 人 的 
i 了 两 行 ( 列 ) 互 的 人 << 力 ， 则 做 对 矩阵 4 进行 初等 变换 。 它们 分 别 相当 于 将 符 阵 人 左 乘 
〈 右 乘 ) 以 如 下 乞 阵 : 





0 
1 和 行 . 
Su(a) = 二 (10.3.2) 
人 
ee 
本 
1 
下 
\、 | 
于 | 四 
和 
| 工 
肠 =- (10.3.3) 
| | 
一 -一 1 一 一 --0 一 一 一 15 行 
| | 工 
0 | 愉 
| \ 
拖 阵 oo)， 4% 称 为 初等 变换 符 阵 。 很 容易 验证 如 下 等 式 ; 
启 亲 (ao 一 多 (一 0) 
邦子 = 帮 
若 对 和 拖 阵 4 进行 如 下 初等 相似 变换 ， 
4 一 Ai(a) 人 (oa) (10.3.47 


则 可 以 看 到 拖 阵 4 中 除 第 7 行 和 第 《 列 元 素 外 , 其 它 元 素 不 变 。 第 7 行 与 第 “ 列 元 素 按 下 
列 公 式 计算 
0 一 1 十 Cea 【六 世 
Xi 一 0 一 ed 7 (10.3.5) 
0 和 一 (0 十 weai) 一 Q。 (oj 十 add) 


如 果 我 们 计算 一 下 变换 前 后 矩阵 元 素平 方 和 的 变化 , 便 可 得 到 : 


TX2(4) 一 2(4G)) 一 空 4 各 一 名 < 一 2x084 一 0a2 一 0a3 一 Ca (10.3.6) 
其 中 
CA 2 名 (azazi 人 CjtQi1) 
=- 他 | 0 十 袜 0 十 (qi 一 ai)2 一 2050N 
地 7 芭 3 
一 205 (oj 一 Qt 
一 Q3 
(二 ) 旋 转 怎 阵 


我 们 知道 ， 将 空间 直角 坐标 系 {, % 分 的 两 个 坐标 轴 z 和 % 在 平面 ~-y 内 绕 > 轴 旋 转 
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一 个 角度 2 时 , 空间 各 点 的 坐标 按 下 式 进 行 变换 ; 


人 cog0， 一 sn，0 0 
4y fr 一 | sno， 0SD，0 | 1 太 
zz 0， 0 1 (yz 


cosw， 一 Sno，0 
二 





其 中 变换 矩阵 
sno， cosSp，0 
0， 0， 工 


为 三 维 空间 内 的 平面 旋转 符 阵 。 如 果 是 在 ” 维 空间 中 将 相互 正 交 的 两 个 坐标 轴 在 其 所 决定 
的 平面 上 旋转 一 个 角度 2 并 保持 正 次 坐 标 系 的 其 它 轴 个 动 , 则 变换 怎 阵 为 : 








才 4 列 7 列 一 
SS 
要 | 
] 
ee -008 0 一 一 一 -一 Sin y- 一 一 一 jj 行 
Jp) SO 0.3.7) 
工 | 
1 C0S0 一 一 一 一 7 行 
As 
AS 
| NH 


矩阵 .op(o) 为 w 维 空间 内 的 平面 旋转 矩阵 。 以 后 , 将 (op) 简称 为 平面 旋转 年 阵 。 显 
然 , Ji(o) 是 正 交 和 挎 阵 , 即 ; 
2) iD) 一 了 
， 如 果 将 矩阵 44 左 乘 以 矩阵 .io) 7, 则 很 容易 看 出 称 阵 入 仅 有 包 7 两 行 元 素 有 所 变化 ， 
其 余 元 素 不 变 。 以 么 = (0) 记 为 乘积 符 阵 , 便 有 : 


0 一 Cl 天 7， 了 
0 一 0C080 十 0jlSin 0 1 (10.3.8) 
0j7 一 一 Ci Si 十 C7ICOS DO - 


从 这 个 式 子 看 出 , 适当 地 选择 角度 w 便 可 以 使 矩阵 并 第 j 行 的 任 一 个 元 素 咖 =0。 为 


此 ， 只 需 令 ， 





《Z1 
CO 
\ Ci 十 Cr 
| ”着 V 三 + 中 *0 
CH (10.3.9) 








1 /三 十 0 
cogb 一 1，sino=0 车 \/ 吧 十 吗 =0 
将 胡 再 乘 以 矩阵 轴 ( 人 内， 以 4@= (o 昂 ) 记 乘积 矩阵 , 可 得 , 











4 一 万 ( 人 4 太 ( 划 
0 如 一 Gzz 86 尖 力 7， 基 罗 了 
0 品 ) 一 airzcos0 十 CSin 0 


一 一 


4) 一 一 aizSin 0 十 Cjzc0S0 妥 汪 

(TI) 。 / 关 4， 9 | 

di 一 01i008 中 十 G5SiR 员 (10.3.10) 
0 和 一 一 azSin 峭 十 cz cos 由 


of 一 (auc0SO 十 cjsin p)eos 盐 十 (ccosD 十 aiysin pg)sin 由 
4? 一 一 (一 aiiSinO 十 ic0sO)Sinu 由 十 (一 aySinp 十 gjc030)c0s 盐 
ca 信 一 一 (aacosO 十 aisinop)sin 由 +(aucosp 十 aijSinp)cos 由 
6 多 ) 一 (一 assinp 二 ciicosp)cosu 十 (一 aysing-aycosp)sinth 
计算 一 下 竹 阵 4 非 对 角 线 元 素 的 平方 和 , 可 以 得 出 : 
它 ci 一 饭 0i 一 (8 十 0) 十 [( 一 aasinp 十 circosD)cos 
十 【一 ai Siny 十 01j 089) Sin 加" 十 [一 (quocosD 十 CsSin P)Sin 风 
十 (aicoso 十 aijsin)cos 由 ]? (10.3.11) 
如 果 和 矩阵 4 是 对 称 的 , 令 炎 =2， 则 很 容易 看 出 4 也 是 对 称 抢 阵 , 且 如 下 公式 成 立 : 


0 人 一 0 多 ) 一 = (ci co0SY 十 qiSimn DO) Sm Z 十 (ai cog0O 十 GjjSin 0)co0SV 


网 (10.3.19) 
之 0 入) 一 之 Qi 一 205 十 训 [ (Cj 一 Ci)Sin 20 十 20jco82p]” 

(三 ) 镜 像 映 射 矩 阵 

镜像 映射 扎 阵 及 其 基本 性 质 已 在 第 八 章 第 一 节 讨 论 过 , 这 里 不 再 重复 。 

代数 特征 值 问题 的 讨论 中 ,主要 将 使 用 镜像 映射 矩阵 来 作 正 交 相 似 变换 。 下 面 讨 论 一 
下 与 此 有 关 的 问题 。 假定 仍然 采用 8.1.6 节 的 符号 ,我 们 来 说 明 使 用 镜像 上 映射 矩阵 作 正 交 
相似 变换 ， 很 容易 将 任意 矩阵 4 化 为 所 谓 海 森 堡 (Hessenberg) 型 或 伪 三 角 型 (矩阵 4 之 元 
素 op 满足 条 件 ， = 一 0WU>49 十 轧 者 , 称 为 上 海 森 堡 型 ; 满足 条 件 : as 王 0(7>? 十 世 者 ， 称 为 
下 海 森 堡 型 ) 。 由 于 这 一 事实 很 有 用 处 ,我 们 来 较 详细 地 讨论 一 下 。 首先 , 我 们 取 原 始 和 矩阵 
4 的 第 一 列 ( 令 其 第 一 个 元 素 为 0): (0，asi，cal ，…，co) ”为 第 八 章 (8.1.29) 式 中 的 SS， 取 
(0, 1, 0, …， 0)7 为 其 中 的 来 形成 镜像 映射 矩阵 瓦 ， 并 对 4 作 如 下 正 交 相似 变换 : 


4 一 百 ， .4.BX， Gd0.3.13) 
由 于 万 0 右 乘 到.4 时 不 影响 后 者 第 一 列 , 所 以 很 容易 得 知 : 
人 办 坟 
ol 0s9 
4:- 开 4BE-| 0 (10.3.14) 


席 。 0 Cr2 "Cnn-1 Cna 


变换 的 第 二 步 是 取 夭 阵 4s 的 第 二 列 ( 令 其 前 两 个 元 素 为 零 )，(0,，0, aaa，…，aua)7 为 
S, 取 7= 人 , 0, 1, 0 …， 0) 来 形成 变换 抢 阵 旭 。 注 意 到 以 如 se 左 乘 (或 右 乘 ) 43 时 , 关 
不 改变 4 的 前 两 行 (或 前 两 列 )， 因而 ， 容易 验证 : 





4 三 瑟瑟 4 4 2) ioE04EDEs 


- < (10.3.15) 


路 | 本 本 
依 此 类 推 , 作 m 一 2 次 变换 后 ,矩阵 和 将 被 化 为 下 列 上 海 森 堡 型 定 阵 : 
4 = 瑟 90 厅 ，… 玖 3， “五 GD “下 … 五 (9 


(10.3.16) 


显然 ， 若 4 为 对 称 抢 阵 , 则 4，: 亦 为 对 称 矩 阵 , 因而 , 其 上 三 角 部 分 应 仅 有 第 一 次 对 角 
线 元 素 非 零 ， 并 等 于 (oa， CQX3，“”， an-1)。 所 以 , 此 时 各 将 被 化 为 对 称 的 三 对 角 线 型 矩阵 。 


10.3.3 ”和 寡 法 及 其 推广 


(一 ) 医 法 
宕 法 是 通过 求 和 矩阵 特征 向 量 来 求 出 特征 值 的 一 种 多 代 法 。 它 主要 是 用 来 求 所 阵 按 模 最 
大 的 特征 值 和 相应 特征 向 量 的 。 其 优点 是 算法 简单 ,很 容易 在 机 器 上 实现 , 对 于 高 阶 的 稀 朴 
矩阵 较 合适 。 铅 点 是 收敛 速度 较 慢 ， 其 有 效 性 依赖 于 和 矩阵 特征 值 的 分 布 ， 如 果 按 模 较 大 的 几 
个 特征 值 很 接近 , 此 法 用 处 是 不 大 的 。 
千 法 的 基本 思想 是 从 任 取 的 初始 向 量 wo) 出 发 , 用 矩阵 4 逐次 地 乘 这 个 向 量 ， 构 成 如 
下 序列 
0(0)， 太一 (0)， 加 (3) =-- zzGd)， 本 () 一 xd-1l)， 
当 次 数 友 逐渐 增 大 时 , 序列 的 收敛 情况 将 与 按 模 最 大 的 几 个 特征 值 有 密切 的 关系 。 分 析 这 
一 序列 的 极限 ， 即 可 求 得 按 模 最 大 的 特征 值 与 相应 的 特征 向 量 。 下 面 就 来 分 析 这 一 序列 的 
收敛 情况 , 这 里 , 假定 矩阵 4 的 特征 向 量 是 完全 的 ( 即 初等 因子 是 线性 的 )。 
初始 向 量 wo 可 以 表 为 矩阵 特征 向 量 ws 的 线性 组 合 : 
0 一 G101 十 GaWa 十 … 十 GnWn (10.3.17) 
这 样 ， 
和 0z) 一 - dx 一 Il) 一 42 一 2 一 一 kw(9) 
一 CN 十 ao 十 十 Ga。 
(1T) 如 果 按 模 最 大 的 特征 值 X: 是 单 实 根 。 
此 时 , 上 式 可 写 为 ， 
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WO 一 和 4， '(aaai 二 as ( 径 za 二 os( 径 3 十 .… 十 0 ( ) (190.3.18) 
若 wj 关 0,， 由 上 式 知 道 当 到 充分 大 时 ， 


0 和 (ai2i 十 en) 
其 中 妨 为 一 可 以 忽略 的 向 量 ， 即 wo) 与 特征 向 量 w; 相差 一 个 常数 因子 。 只 需 将 z@) 除 以 
其 按 模 最 大 的 元 素 进行 归 一 化 ， 就 得 到 特征 向 量 zi。 即使 w =0， 由 于 计算 过 程 的 舍 入 误 
差 , 必 将 引入 在 zx 方向 上 的 微小 分 量 , 这 一 分 量 随 着 迭代 过 程 的 进展 而 逐渐 居于 主导 地 位 ， 
其 收敛 情况 最 终 也 将 与 ci 尖 0 时 类 似 。 此 外 , 特征 值 Xia 亦 很 容易 求 得 , 例如 , 可 用 如 下 公式 
计算 ; 
和 ~[zcso[ Alzool 你 充分 大 ) 

从 上 述 分 析 可 以 看 出 , 窜 法 的 收 倒 速 度 虽 与 初始 向 量 wo 的 选择 有 关 , 但 主要 是 依赖 于 
比例 As/ 和 Ni。 这 一 比值 愈 小 ， 收敛 愈 快 。 当 此 值 接近 于 工 时 ， 收敛 将 很 慢 。 

实际 计算 中 , 为 了 避免 逐次 迭代 向 量 wo) 变 得 很 大 或 很 小 , 通常 在 迭代 的 每 一 步 以 <m 
的 按 模 最 大 分 量 max (wo) 来 除 wo 的 各 个 分 量 ,从 而 得 出 归 一 化 的 向 量 We， 并 令 

Mt) 一 4 。 入 
因而 ; 实际 计算 时 所 用 公式 为 : 
乡 0 一 WO]/max(Z(CD) 
(es 人 .810) 
容易 验证 ，2 吧 = 4xz.zo/max(4z.zo) 。 所 以 , 由 前 述 分 析 得 知 ， 
2 一 Wi 

局 时 ,因为 wd = 4 4zi=)aziw7ngm， 所 以 ,ZrD 的 按 模 最 大 分 量 与 )a 相差 一 个 
可 以 忽略 的 小 量 , 即 


(本 是 本 本 全 0.3.19) 


(WE+D) 和 
(2) 如 果 按 模 最 大 的 特征 值 是 一 对 共 撤 复 根 。 此 时 ， 实 初始 向 量 %9 的 展 式 必 可 写 
为 : 


上 及 
WO0) 一 aq101 十 G4* 光 1 十 饼 oti 
4 一 


(注意 ,所 讨论 的 是 实 和 矩阵 情况 。) 仍 按 (10.3.19) 式 进行 实 运算 , 容易 看 出 , 此 时 

2 思 ~ (qi 十 @1 答 元 ) /max(aiXWi 十 C1M 和 1 ) 
者 令 

和 一 Fe ， 0 轴 一 Yelx， 1 一 {ECo 外 
则 得 : 
(ai 和 tl 十 0 和 应 1)) 一 22176706cos(a 十 0 十 810) 
由 于 wx; 的 各 分 量 的 幅 角 w 可 能 不 同 , 所 以 ,9 的 各 分 量 在 和 迭代 过 程 中 按 先 后 顺序 周期 地 
变化 其 符号 , 迭代 过 程 将 不 收敛 。 遇 到 这 种 情况 , 可 按 下 述 方法 处 理 。 
把 Na 与 Ma 看 作 是 某 个 二 次 方程 : 
和 2 一 办 一 0 一 0 
的 根 , 其 中 p，9 为 实数 。 于 是 
(CH2 W1 十 CN 大]) 一 DC -CIXtHEZI) 一 CCC 十 轩 1) 
一 01O1 (AH2 一 并 一 IN -二 CNT(OXUT2 一 0DX 一 0 和 一 0 


MayaapaeimsqpmpmpeegaimyeeyeeAwaRRTYIoroooo 本 
0 1 Ai “1 
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即 是 说 , 当天 充分 大 时 ，( 如 一 4 一 0 人)2 二 0 再 利用 关系 式 
max(4.X(0)) 一 max(X9 max(OL-I) max(Z() 

和 VD= 4z.wO/max(4zozo) 
就 可 以 得 到 

mnax (w+t3)) en8 驻 (WCGtTD) 21 +3) 一 DaX (2ZC+1D) 。8j t+ 一 08 忆 0 
这 是 两 个 未 知 数 P, 9 的 m 个 线性 方程 , 从 其 中 任 选 两 个 独立 的 方程 求解 或 用 最 小 二 乘法 求 
解 , 即 可 得 出 2, 9 之 近似 值 。 实 际 计算 中 , 如 果 姑 相当 大 时 , 求 得 的 2， 9 值 稳定 下 来 ， 就 表 
明 对 应 于 ws 至 on 的 分 量 已 被 消去 ,我 们 即 可 用 下 式 求 出 ja 


Re (31) -- 亏 了 Ta (Ad 于 VB 二 


同时 , 可 以 验证 如 下 向 量 告 与 特征 向 量 wi 平行 
加 条 一 坟 \ 克 二 末 .9g0 二 (于 动 9- 0 
将 其 归 一 化 就 得 到 wa。 

最 后 我 们 要 指出 ， 上 述 方法 的 精确 度 往 往 是 不 理想 的 , 特别 是 当 Tm (Xu 较 小 时 精确 度 
较 差 。 因 此 , 使 用 这 一 方法 时 要 特别 注意 。 

《38) 如 果 按 模 最 大 的 特征 值 是 实数 ， 并且， 其 对 应 的 初等 因子 是 非 线性 的 (此 时 特征 加 
量 不 完全 )， 辐 时 , 其 它 特征 值 的 模 均 严 格 地 小 于 |)a|， 则 圭 法 仍然 收敛 , 但 是 收敛 将 很 慢 。 
这 种 情况 下 必须 另 找 合适 的 算法 。 

(4) 赛 法 的 加 速 与 降 阶 

由 (10.3.18) 式 可 以 看 出 ， 初 始 向 量 zw'o 在 特征 向 量 ww 上 的 分 量 按 (XWAD 的 速度 收 
敛 于 零 。 因而 ， 寡 法 是 所 谓 “ 线 性 收敛 ”的 方法 ， 这 类 方法 的 收敛 速度 一 般 说 来 是 不 够 理想 
的 。 特 别 是 当 As/)a 接近 于 工时 , 收敛 将 很 慢 , 必须 采取 适当 的 加 速 措施 。 下 面 我 们 讨论 两 
种 常用 的 加 速 办 法 , 为 了 简单 起 见 ,暂且 假定 : 

和 人 1 > 人 3 和 3 人 4 六 0 

经 常 使 用 的 一 种 加 速 办 法 是 所 谓 “32 过 程 “。 其 基本 思想 是 用 相 邻 三 次 的 近似 铅 量 进行 
组 合 来 提高 其 精度 , 从 而 使 过 程 得 以 加 速 。 其 办 法 如 下 : 假设 迁 代 过 程 已 进行 到 ws~~z。 上 
的 分 量 可 以 忽略 的 程度 ,那么 Vg) 将 与 wi 十 szs 相差 一 个 常数 因子 。 其 中 ，s 是 一 个 小 量 ; 
0; 是 按 模 最 大 元 素 为 工 的 归 一 化 向 量 。 由 于 s 很 小 , 于 是 有 max(Zi 十 sYZa) 一 TI 十 coD(2 为 
zs 的 分 量 中 与 wi 按 模 最 大 分 量 相应 者 ); 此 外 ， 以 后 的 近似 向 量 VD 中 , 按 模 最 大 分 量 的 
位 置 亦 不 再 改变 。 这 样 ,就 可 以 把 8 2 人 20 写 为 : 

(Zi 十 ss)/ (十 8D)，( 和 Ni 十 SNsWa)/ (1 十 8DNs)，(A11 十 SMW) 7 (ME 十 EDX2) 

现在 ,考虑 如 下 疝 量 Y 

2 一 (214，2z2，…，2) 
zj 一 [wy 。 gj/ 多 412) 一 (人 | / [oj 一 204f+ 十 4] 
| 一 奶 9 一 [gwy 扩 一 o 人 3]2/ [2 (7 一 ， 全 ，…，， 多 ) 
其 中 ,9 和 5 为 向 量 9 的 第 7 个 分 量 。 

把 前 面 关于 8、 2 2 的 表达 式 代 入 上 式 , 并 以 z 访 表示 zi 的 第 7 个 分 量 ， 则 

.可 以 得 到 





a=[ 史 -o( 芭 ) 力 。 况 ]/[- E :( 科 ) ] 

即 是 说 ，z 一 wii 十 0(85) 。 

因而 , 对 于 w: 来 说 , ? 是 较 8 ”更 为 精确 的 近似 。 这 就 是 ?2 过 程 中 的 加 速 办 法 。 

应 该 指出 , 上 述 过 程 是 难于 用 程序 控制 其 自动 进行 的 , 这 是 一 个 很 大 前 缺点 。 不 过 , 司 
以 采用 在 计算 机 控制 全 上 设立 相应 开关 ， 由 算 题 者 视 计 算 进行 情况 来 决定 是 否 采 用 上 述 加 
速 过 程 的 办 法 。 有 时 , 这 一 办 法 能 取得 较 好 的 效果 。 

另外 一 个 更 为 简单 的 加 速 办 法 是 以 4 一 o 来 代替 矩阵 入 进行 迭代 。 适当 选取 也 可 
使 过 程 得 以 加 速 。 很 容易 验证 , 此 时 有 


(4-dDezo- (Ai 一 QI (azi 二 ( ; 尖 5 ) Css 十 …， +( 和 ) am) 
为 了 加 速 收 敏 ,应 使 (和 As 一 田 / (一 中 较 和 /Ai 为 小 。 我 们 只 需 令 


4 一 地 (As 十 和 n) 








可 以 验证 ,此 时 
(ed/1(0a-O= (0a 一 Na 一 js 一 N) < 
因而 , 过 程 得 以 加 速 。 
这 个 办 法 也 可 用 人 为 此 可 令 


一 辐 二 十 和 -1) 


此 时 ,， (4 一 0 2 人 过 程 就 收 剑 于 Zuo 

上 述 加 速 办 法 称 为 移 位 法 。 由 于 特征 值 分 布 预先 不 知道 ,实际 使 用 这 个 方法 时 会 有 轩 
难 , 但 因 其 简便 , 有 时 也 使 用 。 通常 是 使 用 者 对 特征 值 分 布 有 一 大 概 了 解 ， 以便 粗略 地 估计 
一 个 % 值 。 并 且 值 是 通过 计算 机 控制 台 上 的 手动 开关 给 出 的 ， 每 一 次 迭代 开始 时 , 程序 从 
控制 台 读 入 一 个 @ 值 。 使 用 央 可 以 根据 和 迭代 过 程 的 进展 随时 修正 所 用 4 值 (也 可 以 由 事先 
安排 好 的 程序 来 修改 ), 直到 所 用 @ 值 使 和 迭代 过 程 有 明显 加 速 为 止 。 这 种 办 法 虽然 有 时 是 可 
以 收 到 效果 的 ,但 由 于 需要 手动 开关 配合 , 目前 在 计算 机 上 已 不 大 使 用 。 

最 后 简单 讨论 一 下 求 得 入 以 后 如 何 进 一 步 求 出 *，》s，… 的 问题 。 这 里 只 考虑 实践 中 
最 常 遇 到 的 对 称 怎 阵 情况 。 假 定 已 求 得 和 及 wi, 则 可 构造 如 下 抢 阵 : 

49 一 和 4 一 NICT/ (CTOZI) 
因为 对 称 抢 阵 的 性 质 , 故 有 ZI1wi=0G 关 已 因此 ， 
zi 一 4zi 一 Noi(zToi)1 (cr oa) 一 0 
di0i 一 4 一 11 (91 2j)1(C1 1) 一 和 2， (5 基 ]) 

这 样 , 符 阵 49 的 按 模 最 大 特征 值 变 为 Xs, 以 4 代替 入 进 行 适 代 将 求 得 Xa 及 za, 如 此 等 
等 。 为 了 保留 原始 矩阵 盘 的 特性 , 不 需 将 4 明显 求 出 来 ， 只 要 直接 作 Zi 与 迭代 向 量 的 
乘积 即 可 , 这 对 于 高 阶 的 稀 玻 矩阵 有 重要 意义 。 应 当 指 出 ,用 这 种 方法 求 出 的 和 s、zs 精度 一 
般 已 较 Mi、xzi 差 , 知 继 续 使 用 此 法 求 Xs、2zs 等 , 精度 将 更 差 。 因 此 , 只 能 使 用 少数 几 次 , 以 求 
出 矩阵 指 前 几 个 特征 值 和 特征 向 量 , 而 且 , 此 法 不 如 后 面 将 要 氢 述 的 同时 迭代 法 有 效 。 

(二 ) 反 宪法 

由 于 矩阵 4- 的 特征 值 是 1， 所 以 4 的 按 模 最 大 特征 值 为 TAX。 如 果 将 翁 换 为 


是 季 未 0PE9T :PP 和 届 和 ARtA 和 9 和 本 交 和 ShegedrpctyrprgpAiirdnlpreepealmergrrrirsaneaaiveaeriamerrm 一 or re 一 一 
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4-! 来 进行 军法 中 的 迭代 ， 自 然 求 得 的 特征 值 就 是 1/Xw， 特 征 向 量 就 是 z,。 也 可 以 用 移 位 
法 来 加 速 迁 代 过 程 或 者 求 其 它 的 特征 值 , 亦 即 用 和 矩阵 (4 一 027)-: 来 进行 迁 代 , 这 时 求 得 的 特 
征 值 为 1/(N 一 办，) 为 中 与 @ 最 接近 者 。 这 就 是 反 圭 法 的 基本 思想 。 
如 上 上 所 述 , 反 香 法 的 计算 公式 为 : 
2 一/ max (40D) 
ArGt1)-- (4 一 07)-1.80) 
实际 计算 时 , 是 用 解 方程 组 的 办 法 来 求 wz 的 , 即 用 如 下 公式 ; 
[gm 一 WO/max( 和 GD)) 
L( 4 一 QZ ) letH) 一 2 0) 
为 了 节省 工作 量 , 常常 先 用 列 二 元 素 消去 法 将 矩阵 (4 _d7) 分 解 为 下 三 角 和 矩阵 五 与 上 
三 角 矩 阵 芝 的 乘积 ; 


(一 0， |， 2， …) 


(=0， 1， 2，…) (10.3.20) 


忆 (4 一 qz ) 一 
其 中 矩阵 已 为 形 如 (10 3.3) 的 一 0 这 样 , 在 迭代 过 程 的 每 一 步 ， 只 需 
解 如 下 两 个 三 角 方 程 组 ; 
克 Z 一 天 .80 
| CI7XG+1l) 一 Z 
反 震 法 经 常用 来 求 高 阶 稀 芍 乍 阵 的 最 小 特征 值 及 特征 向 量 。 在 这 种 场合 ,系数 抢 阵 通 
常 是 不 存放 起 来 的 ,事先 的 分 解 也 就 往往 不 可 能 ， 而 只 能 在 迭代 过 程 的 每 一 步 ， 解 一 次 方程 
组 。 由 于 此 时 系数 矩阵 总 是 具有 某 种 特殊 形状 ,在 解 方程 组 时 需 选 取 适 当 方法 。 关于 这 个 
问题 , 可 以 参看 本 书 88.1。 
反 寡 法 还 经 常用 于 知道 某 个 特征 值 x 的 近似 值 去 求 其 相应 的 特征 向 量 。 现 简单 讨论 
一 下 这 个 过 程 的 某 些 特点 。 假设 已 知 Na 的 近似 值 凡 ， 任意 选取 一 个 初始 向 量 z@o， 并 令 
4=w， 按 (10.3.20) 式 进行 欠 代 。 首 先 遇 到 的 问题 是 ， 选 代 过 程 的 每 一 步 , 必须 求解 一 个 系 
数 矩 阵 近 于 奇异 的 线性 方程 组 。 这 是 由 于 /sj 故 det(4 一 AD) 0， 因 而 ,在 解 方程 组 时 
我 们 必须 采取 某 些 措施 。 例如 ， 采 用 主 元 素 消 去 法 以 及 防止 由 于 过 小 的 主 元 素 而 产生 上 溢 
等 等 。 但 无 论 如 何 求解 一 个 系数 答 阵 近 于 奇异 的 方程 组 总 是 困难 的 , 一 般 说 来 , 所 得 解答 中 
误差 总 占 优 势 。 好 在 此 时 解答 中 误差 的 主导 方向 也 恰好 是 特征 向 量 wx 的 方向 ,而 这 正好 是 
我 们 所 要 求 的 最 终结 果 。 所 以 , 解 方程 组 的 不 准确 不 影响 选 代 过 程 的 进行 。 其 次 , 再 来 看 一 
看 过 程 的 收敛 情况 。 为 简单 起 见 , 假定 矩阵 4 的 初等 因子 都 是 线性 的 , 也 即 是 说 ， 


zo 一 习 CH 
从 (10.3.20) 很 容易 得 到 第 一 次 友 代 的 结果 


(1 (1) < CNi 
沙 “一 ( (az 下 ， 忆 - 
4 一 2 人 1 一 


显然 , 当 )a 一 很 小 且 w 不 是 小 量 时 , 括号 中 第 二 项 相对 于 第 一 项 已 是 小 量 , 并 且 )a 一 几 愈 
小 第 二 项 傅 小 。 通 常 若 机 器 的 字 长 为 二 则 (wa 一 站 /us 25 所 以 第 二 项 与 第 一 项 的 比值 已 
接近 于 2-# 量 级 ， 即 只 迭代 一 次 就 达到 相当 高 的 精度 , 实际 计算 的 大 多 数 情况 都 是 少数 几 次 
和 迭代 就 达到 要 求 的 精度 , 反 稼 法 在 这 种 场合 是 十 分 有 效 的 。 如 果 相 应 于 )a 的 初等 因子 是 非 
线性 的 或 者 ja 是 一 个 病态 的 特征 值 ( 例 如 与 其 它 X 很 靠近 等 等 ) ,往往 是 第 一 次 迭代 改进 较 


rary wo- mm-appvrgrri syarrerearrrmreirereerrrioe endiro wor 
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大 , 其 后 收敛 将 较 慢 一 些 , 但 多 数 情况 下 仍 能 较 快 求 得 结果 。 所 以 ， 知道 特征 值 的 近似 值 去 
求 相应 的 特征 向 量 时 , 反 索 法 是 一 个 比较 有 效 的 方法 。 

最 后 指出 , 将 寡 法 与 反 宕 法 结合 使 用 有 时 能 够 取得 很 好 的 效果 。 其 具体 作法 是 先 选择 
一 个 适当 的 & 值 用 寡 法 迭代 ， 求 得 特征 值 的 近似 值 凡 及 相应 的 特征 向 量 z， 然 后 ， 令 4 一 
和 zw'@)=w， 进 行 择 法 的 迭代 , 这 样 就 能 较 快 地 求 得 一 个 准确 的 特征 向 量 及 特征 值 。 

(三 ) 多 向 量 的 同时 迭代 法 

如 果 要 用 寡 法 求 出 矩阵 4 的 前 2 个 特征 值 与 特征 向 量 ， 则 有 时 可 以 采用 降 阶 的 办 法 。 
但 在 降 阶 过 程 中 , 为 了 保持 原来 矩阵 的 某 些 特点 ,通常 存储 器 中 需 留 出 ”xp 个 单元 来 保存 
前 面 求 得 的 特征 向 量 。 辐 时 , 往往 预先 不 知道 当时 要 求 的 特征 值 是 实 的 、 复 的 或 其 相应 的 初 
等 因子 是 否 非 线性 等 等 , 所 以 , 整个 过 程 较 难 用 程序 控制 自动 进行 。 此 外 , 后 面 几 个 特征 向 
量 的 精度 受到 前 面 计算 的 影响 也 往往 较 差 。 由 于 存在 这 些 缺 点 ， 人 们 自然 想到 是 否 可 用 2 
个 初始 向 量 同 时 进行 寡 法 中 的 迭代 来 直接 求 出 前 2 个 特征 值 及 特征 向 量 9。 由 于 这 样 作 
时 ,所 需 存储 量 仍 为 mx2， 而 计算 过 程 的 每 一 步 都 与 原始 矩阵 4 直接 发 生 联系 ， 有 利于 提 
高 结果 精度 ， 又 由 于 2 个 向 量 一 起 进行 迁 代 ， 能 够 提供 更 多 的 信息 来 判断 特征 值 的 分 布 等 
等 , 一 般 说 来 ,会 比 降 阶 过 程 更 为 可 取 一 些 。 这 种 方法 就 是 通常 所 谓 的 “同时 迭代 ”。 

显然， 为 了 在 选 代 过 程 中 获得 尽 可 能 多 的 信息 ， 2 个 初始 向 量 应 选 成 线性 无 关 的 。 并 
且 , 每 迭代 一 步 后 , 希望 仍旧 保持 其 为 线性 无 关 。 可 以 采用 2 个 向 量 进行 线性 组 合 或 进行 正 
交 化 的 办 法 来 作 到 这 一 点 。 在 一 定 条 件 下 , 可 以 证 明 它 们 将 收敛 于 矩阵 4 的 前 2 个 特征 向 
量 。 

如 上 所 述 , 很 容易 写 出 两 种 同时 移 代 法 的 计算 公式 。 

(TD) 梯形 化 法 

假设 马 o 为 初始 向 量 列 构成 的 wxX2 符 阵 ， 为 保证 其 列 为 线性 无 关 ， 则 可 将 其 取 为 如 下 
“梯形 ”形状 ; 


及 一 


X 几 


色 色 X 。。e。， 4 
闪 代 一 步 后 得 到 ， 笔 - 4 下 ,。 为 保证 马 , 的 各 列 线性 无 关 , 可 对 其 列 进行 线性 组 合 ( 即 
对 其 列 施行 高 斯 消去 过 程 )， 再 将 其 化 为 上 面 的 “梯形 ”。 这 相当 于 对 站 右 乘 以 某 个 Px2 
的 上 三 角 和 矩阵 Cr ， 即 有 
4 忆 ,= 筷 


加 ”实际 计算 时 ,为 求 出 2 个 特征 值 ,往往 选取 多 于 2 个 的 向 量 同 时 进行 迭代 。 


一 4 
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或 写 为 4, 一 素 。77， 
于 是 , 一 般 的 选 代 公 式 可 以 写 为 
AR 一 下 7 (=0 大 2 0) (10.3.21) 
这 一 方法 通常 称 为 梯形 守法 。 
如 果 要 求 出 全 部 特征 值 和 特征 向 量 ， 自 然 应 令 p=mw， 初 始 和 矩阵 四 及 其 后 的 逐次 迭代 
矩阵 忆 * 将 为 单位 下 三 角 和 矩阵 , 而 Z7 将 为 上 三 角形 矩阵 。 这 就 是 通常 所 谓 的 三 角 竺 法 。 
(2) 正 交 化 法 
假设 了 为 初始 向 量 列 所 构成 的 mx 矩阵， 取 其 各 列 为 相互 正 交 的 单位 长 度 的 向 量 。 
和 迭代 一 步 后 得 到 ，4 到 = 蕊 。 一 般 来 说 ,六 之 各 列 不 再 正 交 。 为 了 保证 其 各 列 线性 无 关 ， 
将 区 的 各 列 正 交 归 一 化 , 例如 , 用 所 谓 的 格拉 姆 - 施 密 特 (Gramm-Schmidt) 正 交 化 过 程 ( 参 
见 8$8.3)。 这 相当 于 对 其 右 乘 某 个 上 三 角 扼 阵 慌 r+， 即 有 
1 4 于 = 蕊 
| 也 = 天 .PRr 
于 是 一 般 的 迭代 公式 可 以 写 为 : 
4 下 = 用 1 
| 和 
如 果 要 求 出 全 部 特征 值 和 特征 向 量 , 自然 应 令 P= 罗 初始 乍 阵 权 及 其 后 的 逐次 闪 代 和 扰 
阵 哮 将 为 m%xmw 的 正 交 和 矩阵， 尽 , 为 m%xm 上 三 角形 符 阵 。 这 就 是 通常 所 渭 的 正 交 委 法 。 
实际 使 用 同时 和 迭代 法 的 经 验 表明 , 对 于 一 般 矩 阵 , 此 法 虽 有 效果 , 但 对 于 对 称 正定 符 阵 ， 
此 法 效果 比较 突出 。 特别 是 对 于 对 称 正 定 的 阶 数 较 高 的 稀 琉 乍 阵 ， 仅 需求 出 其 少量 的 〈 例 
如 , 远 少 于 wy/10 个 ) 特 征 值 和 特征 向 量 时 ， 更 是 如 此 。 在 处 理 对 称 符 阵 时 (处 理 特征 值 问题 
时 ,正定 的 限制 是 无 关 紧 要 的 ) 采 用 下 列 步骤 的 正 交 化 方法 往往 比 式 (10.3.22) 更 为 有 效 : 
(i ) 计算 用 := 4 于 
(站 ) 求 出 2x2p 对 称 正 定 和 矩阵 Go= Zi。 并 用 旋转 法 (810.3.4)。 求 出 其 特征 
值 和 特征 向 量 , 即 ; 


或 写 为 ”4 了 = 态 . 环 


或 4 玉 = 了 及 RU， =01.) (10.3.22) 


LitaivCzil。 Li 一 Ai 
其 中 Diksi 为 对 角 线 矩阵 ， 其 对 角 线 元 的 平方 依次 为 Casti 的 由 大 至 小 排列 的 特征 值 ，Z7xa 
之 相应 列 为 Cs 的 特征 向 量 。 
(iii) 计算 了 一 2 
”这样 求 得 的 瑟 :+， 显然 是 列 正 交 归 一 的 , 这 是 因为 
了 了 8 DTQQ DR 一 五 
上 述 正 交 化 的 方法 需要 多 作 一 次 矩阵 乘法 和 解 一 个 px2p 的 对 称 特征 值 问题 [ 即 其 中 的 
(ii)], 其 计算 量 自然 是 较 大 些 。 因 而 , 往往 采取 先 按 式 (10.3.22) 和 迭代 若干 步 ,然后 按 上 述 方 
。 法 选 代 一 步 的 办 法 交 蔡 进行 之 。 可 以 证 明 ( 见 [7]、[10]), 若 jao>)Xoru 按照 这 种 方法 进行 先 
- 代 ， 了 于 ;的 各 列 最 终 将 落 入 与 矩阵 4 按 模 最 大 的 前 2 个 特征 值 X:，Xa，…，》 相对 应 的 特 
征 向 量 zi，zs …，2 所 张 的 不 变 子 空间 内 。 特 别 是 , 若 ja>)a>…>)>)otb 则 了 瑟 的 各 
列 对 应 地 收敛 于 wz wa，…，zZ?， 瑟 :将 收敛 于 对 角 型 矩阵 ， 其 (或 Dusa 的 ) 对 角 线 元 素 依次 
收 伍 于 )，)Xa，…， )。 可 以 用 防 :3 的 各 列 是 否 均 已 落 入 殉 之 列 所 张 的 子 空间 来 控制 迭 


aa 
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代 过 程 的 结束 。 同 时 ， 还 可 以 根据 和 收敛 于 对 角 型 的 情况 来 判定 了 xxx 的 哪些 列 已 收 伍 
至 要 求 的 特征 问 量 。 

同时 迭代 法 也 可 以 用 来 求 按 模 最 小 的 2 个 特征 值 和 特征 向 量 。 只 需 将 式 (10.3.22) 以 
及 将 第 二 种 正 交 化 方法 的 志 分 别 换 为 按 反 磊 法 进行 迭代 之 如 下 相应 公式 : 


| 4Z1= 及 
并 


求解 LN .Li= 3 (一 0， 1 2 …p) 
其 它 公式 均 无 需 改 变 。 

(四 )QR 方法 

QR 方法 是 宕 法 的 一 种 推广 和 变形 。 它 可 以 用 来 求 任意 矩阵 的 全 部 特征 值 。 这 个 方法 
的 计算 公式 经 过 适当 扩展 ， 能 够 非常 有 效 地 解决 阶 数 不 太 高 的 任意 实 和 矩阵 的 全 部 特征 值 问 
题 ， 它 也 是 目前 解 这 类 问题 最 有 效 的 方法 之 一 。 下 面 对 这 一 方法 的 基本 思想 及 其 实际 运用 
问题 作 一 初步 介绍 。 许 多 细节 可 以 参阅 [6] 的 卷 工 以 及 [9.10] 。 此 外 , 由 于 LR 方法 与 QR 
方法 有 密切 联系 , 故 将 这 两 个 方法 的 有 关 部 分 一 并 讨论 。 

所 谓 QR 方法 (或 DLR 方法 ) 的 基本 计算 步骤 如 下 ， 先 将 矩阵 4 = 4 分 解 为 正 交 和 拖 阵 
@:( 或 下 三 角 阵 ) 与 上 三 角 和 矩阵 玉 ; 的 乘积 ，4 = Q,R: (或 4;= 厂 . 玉 ,)， 然 后 将 所 得 的 
因 式 和 矩阵 Qi (或 五) 与 如 ; 道 序 相 乘 ， 得 出 算 阵 4:= 尺 .Q:( 或 4:= 尺 ,. 瑟 ) 。 这 样 就 完成 
了 QR 方法 (或 LR 方法 ) 的 一 步 计 算 。 以 4s 代替 4:， 重 复 上 述 步骤 即 可 得 出 4。， 以 4。 
代替 4: 重复 上 述 步骤 即 得 出 4 如 此 继续 。 在 一 定 条 件 下 可 以 证 明 这 样 得 出 的 算 阵 4 将 
收敛 于 上 三 草 形 矩阵 (注意 , 逐次 的 矩阵 4x 间 是 相似 的 。 例 如 , 4:= RaQ= Qi(Q@RD)Q， 
= Qi14:Q,) ,其 对 角 线 元 即 为 怎 阵 4 的 特征 值 。 

如 上 所 述 , 可 以 得 知 QR (或 LR) 方 法 的 计算 公式 为 ; 


4 一 41= 人， 于 (或 4 一 也 天 1) 
开 :。 Q:=4:= 已 :， 天 (或 及 1 =43 一 了 并 >) 


(10.3.23) 


和 


有 一 4 一 (或 玉 : 一 4 一 


( 太 一 十 ， 2，2， 和 S 


前 节 讨 论 过 的 三 角 和 大法 和 正 交 稀 法, 经 过 适当 变形 , 就 是 上 述 的 LR 与 QR 方法 。 先 来 
指出 这 一 点 。 

在 三 角 寡 法 中 ， 每 计算 一 步 ， 需 要 作 一 个 抢 阵 乘法 4. 轩 za， 然 后 将 所 得 矩阵 分 解 为 单 
位 下 三 角 符 阵 有 x+ 与 上 三 角 和 矩阵 Csi 的 乘积 ， 下 三 角 因 子 互 xxi 即 为 新 的 近似 值 ( 见 式 
(10.3.21) )。 这 样 , 每 次 迭代 需 完成 一 个 矩阵 乘积 和 一 次 三 角 型 分 解 。 由 于 原始 失 阵 4 必 
须 保 存 , 故 所 需 存 储量 大 约 为 2%"。 但 如 果 仅 需求 出 特征 值 ,上述 格 式 是 可 以 简化 的 。 因 为 
z 六 的 对 角 线 元 素 将 收 生 至 相应 特征 值 ,， 故 z 应 该 保存 。 4 及 下 人 入网 全 
计算 进行 下 去 。 这 一 点 从 下 述 讨论 可 以 得 知 。 

将 (10.3.21) 改 写 为 ， 


一 0 
人 dead Am err 
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(有 si) -14. 避 一 (县 人 是 由。 
| (有 悍 夺 有 站 zH1) Cii (下 二 "下 t+) 为 单位 下 三 角 和 矩阵 〈10.3.24) 
显然 ,等 式 左 端的 矩阵 相似 于 44, 只 需 保留 它们 ,就 可 求 出 4 的 特征 值 。 因 而 , 实际 需要 保存 
的 和 矩阵 是 因 式 和 矩阵 ( 互 刀 ,于 tt) 和 ii。 再 注意 到 若 将 第 有 步 保 存 下 来 的 矩阵 ( 征 让 同 
和 已 斤 序 相 乘 之 , 即 有 
[7 (下 和 下) 一 下 夺 邮 不 -1 (下 忆 下 凡 一 下 三 4 和 

显然 , 这 就 是 十 革 步 应 保存 的 矩阵 (下 己 . 革 xi) 和 Casa 的 乘积 , 将 其 进行 三 角形 分 解 ,就 可 
求 得 ( 忌 51. 素 1) 及 Vsi。 这 样 一 来 , 若 用 Zi 表示 下 5 下 用 瑟 s 表示 za 就 可 以 
把 计算 格式 (10.3.24) 改 写 为 ， 

邻 疏 0 一 

二 


4 一下 -= 4 全 > 大玉。 
避 5 4 下 1 一 吾 1 一 4 2 7 
5 一 一 2 Zr 
L ssevsee， 
在 一 定 条 件 下 ， 挛 将 收敛 于 单位 矩阵 ， 吾 * 的 对 角 线 元 , 因而 ， 代 的 对 角 线 元 素 将 站 伊 
至 相应 的 特征 值 。 这 就 是 式 (10.3.23) 中 的 R 方法 。 可 以 看 出 , 每 迭代 一 步 的 计算 量 是 一 
次 上 三 角 抢 阵 丽 : 与 下 三 角 和 矩阵 ez 的 乘法 和 一 次 三 角 型 分 解 ， 所 需 存储 量 约 为 0 。 所 以 ， 
无 论 运 算 量 和 存储 量 均 较 三 角 芋 法 有 所 节省 。 
完全 类 似 地 , 可 以 将 正 交 寡 法 中 的 抢 阵 似 = ( 殉 3 到 ) 和 和 品 : 保 存 起 来 , 并 由 它们 逆序 
相 乘 后 进行 正 交 三 角 分 解 来 得 出 Qiba= ( 玩 2 和 吾 s+l 这 样 就 得 出 廊 谓 QR 方法 的 
计算 格式 ， 
邻 了 = 了 
774 用 4; 分 品 Q.R， 
7T4 产 = 必 :， Q:=4， 2 天 3 


4 了 5: 二 肛 1， 人 区 二 4 一 人 Ex 
了 4 玫 = 及 k。 人 一 4 一 > 人 kti 


L 
从 上 述 讨论 可 以 看 到 ,，LR 方法 和 QR 方法 实际 上 都 是 医 法 的 推广 , 特别 是 它们 分 别 为 
三 角 宪 法 和 正 交 寡 法 的 变形 。 然 而 , 在 实际 使 用 时 , 它们 却 更 加 有 效 些 。 
-下面 对 这 两 个 方法 的 基本 性 质 和 收敛 性 问题 进行 一 些 讨 论 ， 最 后 再 对 实际 使 用 QR 方 
法 中 的 关键 之 处 给 以 某 些 说 明 。 
(也 算法 的 基本 性 质 
”从 前 面 关 于 DLR 及 QR 方法 的 叙述 得 知 , 这 两 个 方法 可 用 如 下 统一 格式 来 建立 。 


吧 





要 1 
将 称 阵 4:= 4 分解 为 因 式 矩阵 的 乘积 到 Ca， 其 中 刺 是 非 奇异 的 。 那 么 ,和 抢 阵 
4.=CG 可 =FiL4 有 
将 与 4 相似 。 对 4。 重复 此 步骤 ,就 可 得 出 4s， 如 此 继续 ， 将 得 出 如 下 矩阵 序列 ， 序 列 中 
任意 卸 阵 均 与 4 相似 ; 
| 
省 (10.3.25) 
4 一 Ci 
当 我 们 采用 第 八 章 8$8.1 中 的 (LU) 三 角 分 解 定理 (定理 1.1) 来 得 出 政 及 全 时 (此 时 
刺 为 单位 下 三 角形 矩阵 ，Gx 为 上 三 角形 矩阵 ) , 就 是 所 谓 LR 方法 。 采 用 (QBR) 正 交 三 角 分 
解 定理 1.2( 此 时 瑟 为 正 交 抢 阵 ，Gx 为 有 非 负 对 角 线 元 的 上 三 角形 矩阵 ) ， 则 得 出 所 谓 QR 
方法 。 值 得 注意 的 是 如 果 4 是 奇异 矩阵 , 其 秩 为 且 前 7 行 线性 无 关 , 则 尽 ; 的 后 nm 一 * 行 ， 
应 为 零 ， 故 QR 方法 中 矩阵 4。 的 后 m% 一 r 行 必 为 零 ， 其 左上 角 了 阶 主 子 块 将 唯一 确定 。 于 
是 ， 可 以 仅 对 此 子 块 施 行 QR 方法 。 因而 ， 正 交 三 角 分 解 定理 中 4 为 非 奇 的 假定 对 于 QR 
方法 是 无 关 紧 要 的 。 
矩阵 序列 (10.3.25) 有 如 下 两 个 基本 性 质 : 
(iy) 4 一 了 
一 14 


一 玉 且 下 证 和 
若 令 到 一 玉 丽 … 丽 ， 则 上 式 可 写 为 
4 一 五 4 
或 者 : 
玉 .41 一 4 (10.3.26) 
《这 ) 若 令 于 一 CeCr-i Ci， 则 有 ; 
再 一 CC 
一 五 4: 
一 -45Dr (利用 性 质 (\i)) 
一 is 


一 4 (10.3.27) 

显然 , 无 论 在 IDQ 或 QR 方法 中 , 到 与 克 ， 玫 x 与 @xs 均 有 相同 的 形状 与 特性 , 从 分 解 式 
的 唯一 性 得 知 ， 杷 : 与 盏 , 必定 就 是 4 寻 的 相应 分 解 因子 。 

从 上 述 两 个 基本 性 质 我 们 可 以 看 到 ， 序 列 中 任意 矩阵 4 与 4 间 的 相似 变换 怎 阵 
玉 , 就 是 4 姓 的 相应 分 解 式 中 第 一 个 因子 和 矩阵。 自然 ,只 要 4 是 实 抢 阵 , 生 亦 应 为 实 竹 阵 。 
用 上 述 形式 将 LTR 与 QR 方法 统一 之 后 ， 我 们 即 可 对 这 两 个 方法 的 收敛 性 问题 进行 统一 的 
讨论 。 

(2) 收敛 性 问题 

我 们 现在 讨论 LR 与 QR 方法 的 收敛 性 问题 。 显 然 ,为 了 求 得 特征 值 ,只 要 求 序列 {4 叶 
收敛 于 一 种 简单 形式 的 矩阵 , 例如 三 角 型 (或 分 块 三 角 型 ), 而 其 对 角 丝 元 (或 块 ) 有 确定 极限 
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即 可 。 因 而 , 我 们 这 里 约定 , 只 要 {4} 收敛 于 三 角 型 (或 分 决 三 角 型 ) 其 对 角 线 元 (或 子 块 ) 
有 确定 极限 ， 无 论 其 对 角 线 外 元 素 (或 子 块 ) 是 否 有 确定 极限 , 都 叫 作 方法 是 收敛 的 ( 亦 称 为 
按 型 收敛 或 本 质 收敛 )。 
通过 简单 验算 并 考虑 到 分 解 式 是 矩阵 元 素 的 连续 函数 这 一 事实 , 可 以 得 出 如 下 引 理 ， 
引 理 3.1， 车 4 = 了 为 单位 矩阵 ， 则 LR 与 QR 方法 中 的 因 式 抢 阵 也 尼 s @u， 尽 : 均 
应 为 单位 矩阵 。 此 外 , 若 序列 { 4 好 收敛 于 单位 符 阵 , 则 其 相应 因子 ， 忆 5 Qx， 瓦 , 均 收 剑 
于 单位 和 抢 阵 。 
我 们 先 考虑 矩阵 4; 的 特征 值 按 模 不 相等 的 情形 。 如 下 定理 说 明了 LR 与 QR 方 法 在 
这 种 情况 下 的 收敛 性 质 。 
定理 3.2， 假 定 : 
四 4:=4= 且 4 下 -1 4=diag (Xp， 和 Ni 
@ jj > jj) >>… 和 > >0; 
@@ 7- 半 : 有 三 角 分 解 式 ， 卫 = 了 邦 (Z 为 单位 下 三 角 型 ，Z7 为 上 三 角 型 矩阵 ); 
则 QR 方法 是 收敛 的 (本 质 收敛 ) 。 
此 外 , 若 再 假定 : 
图 系 有 三 角 分 解 式 ， 忆 = 二 ID7.( 卫 。 为 单位 下 三 角 型 ，Z7. 为 上 三 角 型 矩阵 ); 
则 LR 方法 也 是 收敛 的 。 
证 明 ， 由 于 4 一 至 说 4 到。 故 矩 阵 古 : 将 决定 序列 {4 寻 的 收敛 性 质 。 抢 阵 想 为 舍 
的 分 解 式 第 一 个 因子 , 我 们 可 以 通过 4 的 表达 式 求 出 它 , 进而 分 析 序列 {4 寻 的 收敛 性 质 。 
.47 一 有 有 
= 入 4 尾 AD， (假定 图 ) 
一 下 (LAL4-9 (4LzC) 
着 令 LT， 4 一 = 十 玉 。， 上 式 可 写 为 : 
4 一 下 (7 万) CsT7) 000.3.283) 
显然 ， 瑟 , 为 对 角 线 元 等 于 零 的 下 三 角 型 矩阵 , 其 元 素 
-0( 征 ) Ci 
同时 , 由 假定 @@ 知 |XWXy|<1(> 妨 , 故 
0 
我 们 先 来 证 明 QR 方法 的 收敛 性 。 应 用 第 八 章 88.1 的 正 交 三 角 分 解 定理 1.2， 巨 总 
买 = Q.… 尺 。( 玉 。 之 对 角 线 元 为 正 ) 
所 以 
4 全 =Q@Q.R-(CT 十 B) (4 ) 
一 @.(T 十 展 . 也 .RR51) ( 民 .L4zT7) 
当 三 充分 大 时 ，7 十 情 。 盏 : 玉 z1 将 为 非 奇 的 ,所 以 它 应 有 唯一 的 分 解 式 ; @u. 民 。 并且 , 由 引 理 


3.1 得 知 ， 
lim 人 久 ,=Jlim 玉 一 了 
天 一 oo 大 一 oo 
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于 是 4 全 =- (QQ ( 疡 RD) 人 充 分 大 ) 

显然 ， 可 以 找 出 对 角 型 矩阵 Di，D。 使 得 Di4 和 也 sz 之 对 角 线 元 均 为 正 数 (例如 可 
令 凡 1=diag(ei，e ee")， 其 中 内 = 一 aTg (Ca) ) 。 注意 到 民 ,R.4zD1， 为 上 三 角 型 定 阵 ， 
因而 , 矩阵 7 本 , 民 。4D7, 的 对 角 线 元 亦 为 正 数 。 同 时 , 我 们 有 : 

4 全 = (Q.6DilDiD (8D 忆 -47 
由 于 万,， 万 ,为 对 角 型 西 矩 阵 ， 所 以 上 式 中 第 一 个 因子 亦 应 为 西 矩 阵 。 根据 正 交 三 角 分 解 
定理 3.1 的 唯一 性 论述 ,我 们 得 知 Q.Q.DiDi 应 为 怪 的 正 交 因子 。 这 样 一 来 , 便 有 : 
4pH=11DJQiQ24Q.GDilDr 
或 者 
lim 4i= lim 1 (天 .4 民 523) lim Zi 

显然 ,上 式 括号 中 的 矩阵 为 一 与 友 无 关 的 确定 上 三 角 型 矩阵 , 左 乘 碟 和 右 乘 Di* 后 其 
对 角 线 元 素 不 变 。 因 而 ,不 管 碍 有 无 确定 极限 , 我 们 都 能 得 知 4x+i 本 质地 (或 按 型 ) 收敛 。 
这 就 是 要 证 明 的 结果 。 

对 于 工 R 方法 , 情形 更 为 简单 。 由 假定 图 及 (10.3.28) 式 ,我 们 有 : 

4 全 一 了 DT 十 及) (LN) 一 志 (07 二 DTD TD) 
当天 充分 大 时 ,7+ BT51 亦 必 有 三 角 分 解 式 r 芒 并且 ,从 引 理 3.1 知 
lim 有 一 im 六 -了 7 


大 一 oo 


于 是 
4 从 = (2 ( 太 D4D) 人 充分 天) 
这 就 是 妈 的 一 种 三 角 分 解 式 。 同 样 , 从 唯一 性 论述 我 们 可 以 得 知 (Ze2s) 为 妈 分 解 式 中 第 
一 个 下 三 角 因 子 。 这 样 一 来 , 便 有 : 
一 .44 了 
即 是 说 ， 
lim 少 一 [4 廊 : 

这 就 是 要 证 明 的 结果 。 

关于 上 述 两 个 方法 在 更 一 般 情 形 下 的 收敛 性 问题 ,我们 不 再 详细 讨论 , 感 兴趣 的 读者 可 
以 参阅 [3]，[6] 的 卷 I，[9]，[dtH] 。 我 们 这 里 仅 叙 述 一 下 与 QR 算法 有 关 的 一 些 结论 : 

@ 对 于 任意 方 阵 4，QR 方法 所 产生 的 抢 阵 序列 {4t} 将 按 型 收敛 于 分 块 上 三 角 型 第 
阵 , 其 对 角 线 上 每 一 子 块 有 等 模 的 特征 值 。 

@@ 如 果 矩 阵 4 等 模 的 各 特征 值 中 ,只 有 实 的 重 特征 值 或 复 共 索 的 重 特征 值 对 , 则 上 述 
的 对 角 线 子 块 将 收敛 于 上 三 角 型 或 2x2 的 分 块 上 三 角 型 。 

@ . 若 矩 阵 4 有 若干 组 等 模 但 互 不 相等 的 特征 值 , 一 般 情 况 下 , 上 述 的 对 角 线 上 子 块 将 
不 收 伍 于 上 三 角 型 或 2x2 分 块 上 三 角 型 。 为 求 出 特征 值 ， 此 时 应 采取 适当 措施 ( 喝 后 面 的 
讨论 ) 。 

最 后 , 我 们 还 要 说 明 ,， 上述 定理 的 假定 人 、@@ 成 立时 , 通过 对 如 及 @Q 等 矩阵 元 素 的 估 
算 , 可 以 得 到 | 四 

| w 拘 一 入 十 CO ) 


4 一 工 2，…， 10.3.29， 
7 m 2 


人 eaaeadeniihaeauttuaiEN 交付 半 的 作 assricnaresv -ne 
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其 中 


和 At+l 


现 现 入 | (Ao== OO， 入 x+1 2 0) 


即 是 说 ，4* 的 对 角 线 元 素 将 线性 地 收银 于 和 抢 阵 翁 的 特征 值 。 

(3) 实际 计算 中 所 采取 的 措施 

从 现在 起 , 我 们 只 讨论 QR 方法 , 因为 在 实际 计算 中 它 是 最 常用 的 。 对 于 LR 方法 ， 下 
面 的 许多 讨论 仍然 运用, 但 这 里 我 们 不 去 涉及 。 

由 前 面 讨论 得 知 ，QR 方法 实际 上 是 窜 法 的 推广 ,其 收敛 速度 是 线性 的 。 实际 计算 中 ， 
线性 收敛 速度 很 不 理想 , 除非 比值 ” 很 小 。 除 此 而 外 ,每 计算 一 步 ( 即 由 4 一 4 QR 方 
法 的 工作 量 亦 很 大 , 如 果 用 镜像 映射 矩阵 来 实现 分 解 ( 即 按 第 八 章 88.1 的 (8.1.30) 式 )， 我 


们 有 五 4 一 因而 ， 4 一 用， 其 所 需 乘法 量 大 约 为 人 me。 如 果 


需要 计算 吨 步 ， 则 需 完成 尾数 量 级 的 乘法 运算 ， 这 是 一 个 比较 大 的 数字 。 所 以 前 述 的 QR 
方法 不 仅 收敛 较 慢 , 运算 量 也 很 大 , 若 不 采取 适当 措施 , 其 实用 价值 是 不 大 的 。 不 过 ,上 述 的 
两 个 缺点 ， 目 前 都 有 了 较 好 的 克服 措施 ， 采 取 这 些 措施 后 ，QR 方法 即 成 为 实际 计算 中 很 有 
效 的 一 种 方法 。 通常 把 前 面 讨论 前 QR 方法 称 之 为 基本 QR 方法 ， 而 采取 下 面 各 种 措施 以 
后 的 QR 方法 称 之 为 扩展 的 QR 方法 。 现 在 ,我 们 分 别 叙述 这 些 措施 : 

G) 化 为 上 海 森 堡 型 

QR 方法 (同样 LR 方法 ) 有 一 个 重要 特性 , 即 是 若 4x 为 上 海 森 堡 型 符 阵 , 则 4xtx 亦 必 
为 上 海 森 堡 型 。 这 一 事实 很 容易 从 (10.3.23) 式 看 出 ， 因 为 4x 尼 局 = Qr， 丽 亦 为 上 三 角 
型 逢 阵 ，@x 的 第 了 列 必 为 寻 的 前 了 列 的 线性 组 合 ， 当 44x 为 上 海 森 堡 型 时 , 其 前 7 列 的 线 
性 组 合 之 形状 必 与 其 第 ) 列 相同 ， 这 样 ，@Qx 应 与 4x* 有 相同 形状 。 再 逆序 相 乘 时 ,由 于 想 
为 上 三 角 型 ,将 其 右 乘 @ 时 ,乘积 抠 阵 的 第 j 行将 为 @x 的 第 了 至 第 呈 行 的 线性 组 合 , 其 形 
状 仍 与 @ 之 第 j 行 相同 。 这 样 ，4xsi 亦 必 与 4 有 相同 形状 。 

由 于 上 述 事实 以 及 将 基本 QR 算法 用 于 上 海 森 堡 型 矩阵 时 , 每 步 计算 量 将 仅 为 吧 数 量 
级 的 乘法 。 所 以 ， 对 于 上 海 森 堡 型 矩阵 使 用 基本 QR 算法 时 ， 其 每 步 运算 量 将 自始至终 为 
mi2 的 数量 级 。 与 对 于 一 般 抢 阵 的 吧 级 的 乘法 运算 量 相 较 ， 这 是 一 个 很 大 的 节省 。 我 们 在 
10.83.2 节 已 经 看 到 ,用 镜像 映射 矩阵 作 相似 变换 很 容易 将 一 个 失 阵 化 为 上 海 森 堡 型 , 同时 ， 
理论 分 析 与 计算 实践 均 证 明 这 一 变换 是 数值 稳定 的 , 其 精确 度 很 高 。 所 以 , 在 实际 计算 时 ， 
通常 都 先 将 抢 阵 化 为 上 海 森 堡 型 , 然后 再 使 用 QR 方法 求 其 特征 值 。 为 此 ， 从 现在 起 , 我 位 
将 假定 要 讨论 的 矩阵 4 为 上 海 森 堡 型 矩阵 。 

ti) 移 位 加 速 问题 

为 了 提高 基本 QR 方法 的 收敛 速度 ， 通 常 采用 移 位 的 办 法 。 从 前 面 讨 论 知道 ， 如 果 我 
们 对 于 4:- 光 运用 基本 QR 方法 ， 那 么 ， 其 第 风行 与 m% 一 1 列 交叉 处 的 元 素 将 按 (| 和 一 s|/ 
[和 -一 s|) 的 形式 收敛 于 零 。 当 s 很 接近 jn 时 ， 这 一 元 素 自 然 会 很 快 趋向 于 零 , 于 是 最 右 
下 角 元 素 就 是 要 求 的 一 个 特征 值 ( 注 意 , 我 们 现在 只 考虑 上 海 森 堡 型 扼 阵 ) 。 还 可 以 对 左上 
角 的 mw 一 工 阶 子 矩阵 进行 同样 处 理 ， 如 此 逐次 降 阶 , 最 多 m%-- 工 次 后 即 可 求 出 所 有 特征 值 来 。 
自然 , 其 中 每 次 的 移 位 量 * 是 无 法 预先 确定 的 ,但 却 可 以 从 计算 过 程 中 逐步 估计 出 来 。 即 是 
我 们 不 把 移 位 量 * 取 为 常数 ,而 是 根据 计算 过 程 的 进展 ， 每 选 代 一 步 换 一 个 数值 , 使 其 逐步 
通 近 jn。 当然, 还 应 保证 每 一 步 变换 后 的 矩阵 4x+: 与 原来 矩阵 4: 相似 。 由 于 上 述 这 些 原 
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因 , 导致 如 下 带 饮 复 的 移 位 加 速 格式 ; 


( 4= 如 
4 swT=-QR， (=1 2 .…) (10.3.30) 
4 一 到 :QQx 十 sz 
此 时 , 很 容易 验证 
4 一 Qi (10.3.31) 
及 瑟 - 丰 (4 一 s = 辣 (4)。 其 中 mr0 一 贡 和. 一 对 (10.3.32) 


移 位 加 速 格 式 的 收敛 性 也 可 按 前 节 类 似 的 办 法 来 证 明 , 不 同 之 处 仅 在 于 用 和 (好 2) 代替 

4 来 求 出 召 。 然后 再 证 明 4xi= 吾 41 太 的 收敛 性 , 此 处 不 再 详 述 。 对 于 移 位 加 速 格式 ， 

和 矩阵 4im 行人 一 芒 列 处 的 元 素 将 按 | 和 r(Aw /rn-a | 的 形式 收敛 。 如 果 % 很 接近 和 *， 上 自然 

| 入 (Xe) | 很 小 , 而 分 母 非 零 ， 故 收敛 将 得 以 加 速 。 所 以 , 对 于 上 述 带 恢复 的 移 位 加 速 格式 来 
说 , 我 们 应 取 % 尽 可 能 地 接近 和 。 一 般 情 况 下 ，4x 的 最 右 下 角 2 阶 子 矩阵 


(天 ) (并 ) 
C 人 | 
身 二 一 
( 净 )》 (天 ) 
Qi 


Can 一 1， 
的 特征 值 中 按 模 较 小 的 一 个 将 收 伍 于 入 。 所 以 ， 我 们 可 以 取 其 为 移 位 量 8%， 以 保证 s 与 和 
逐步 接近 。 和 迭代 过 程 一 直 进 行 到 anz-i~0 或 wm2i sw0 为止。 前 一 情况 下 , cm 将 为 人 的 
近似 值 ， 我 们 可 对 wm 一 革 阶 左上 角子 块 继续 计算 。 后 一 情况 下 ， 和 托 阵 Cs 的 两 个 特征 值 即 为 
和 X-1， 和 v 的 近似 值 ,我 们 可 将 全 的 最 后 两 行 和 两 列 去 掉 , 再 继续 计算 。 
某 些 抢 阵 用 上 述 办 法 求 出 的 移 位 量 总 是 零 , 这 样 就 达 不 到 加 速 的 目的 。 因 而 ,在 按 上 述 
办 法 移 位 若 于 次 (例如 十 次 ) 后 , 若 仍 不 收敛 ,就 应 换 一 种 特殊 的 移 位 办 法 计算 几 步 , 再 继续 
用 原来 的 移 位 格式 ( 详 见 L10] 中 程序 的 处 理 )。 
(这 ) 双 步 QR 方法 一 一 避免 复 运 算 问题 - 
绝 大 多 数 实际 问题 中 , 抢 阵 妈 是 实 和 矩阵。 如 果 按 带 恢复 的 移 位 加 速 格式 计算 ， 只 要 移 
位 量 s 是 实数 , 所 有 4 也 应 该 是 实 和 矩阵 , 尽管 抵 阵 4 的 某 些 和 x 可 能 是 复 共 氏 的 ,我们 不 
需 进 行 复 运算 也 可 求 得 它们 。 然而 ， 用 前 述 的 移 位 量 决定 办 法 ，%# 却 可 能 是 复数 ( 即 Cs 的 
特征 值 为 复 共 斩 的 ), 为 了 使 整个 计算 过 程 仅仅 使 用 实 运算 , 我 们 必须 采取 一 些 指 施 。 
显然 , 如 果 Cs 的 复 共 斩 特 征 值 为 ss， 并 假定 我 们 作 如 下 两 步 计算 : 
4 一 s7= 电 民 ， 
4.= 玫 Qi 二 3 
4 一 s 一 人 es 
4 一 开 :Qo 十 注 
则 应 有 ， 
五 :一 人 iQ。 为 西 卸 阵 
一 下 :4) 克 ， 
国 , 刀 = (4 一 s 门 (4 一 5 站 
最 后 一 个 式 子 说 明 召 。 应 为 实 和 矩阵 ， 因 为 它 是 实 抢 阵 (4: 一 *) (4 一 S) 的 正 交 因 子 。 所 
以 , 从 第 二 式 得 知 4s 亦 必 为 实 和 矩阵 。 这 样 一 来 ， 如 果 我 们 能 找到 一 个 方法 从 4: 直接 算出 
4:, 复 运 算 就 可 避免 。 下 述 引 理 将 解决 直接 从 4 计算 4s 的 问题 : 


由 0 :PTieTeeiipgeer ， 一 ， 。 
站 家 须 开 艇 各 2 必 站 本 《 咎 FF 人 和 人 Ap at 
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引 理 3.2， 若 4 为 任意 矩阵 , @ 为 酉 抢 阵 , 吾 为 上 海 森 堡 第 阵 , 并 且 五 =Q*4Q。 那 么 ， 
只 要 知道 @ 的 第 一 列 及 抢 阵 4， 并 要 求 豆 的 下 次 对 角 线 元 素 访 +t,; 为 正 实 数 , @ 的 其 它 各 
列 及 整个 矩阵 豆 将 唯一 确定 。 

证 明 这 个 引 理 是 容易 的 ,我们 用 9; 来 才 示 @ 的 第 9 列 ， 南 等 式 44=- Q 豆 得 知 : 


了 二 1 


“二 jing， 
或 者 jg 一 40) 一 袜 1ovQ 一 0 


者 要 求 jij+4 为 正 正 实数 , 由 上 式 即 可 定 出 局 +a 
Ap， 二 16 
因而 ， gr 一 (大 一 )H 
即 是 说 ,从 @ 的 第 工 列 至 第 7 了 列 以 及 如 的 第 了 列 对 角 线 以 上 元 素 , 可 以 决定 力 fiy 及 girle 
而 jsj+1 4G 委 7 十 蕊 亦 可 按 下 式 从 G1，……， Gi+l 定 出 米 . 
po 一 LO (=1 2 ，…， 7 十 导 
这 样 , 仅 由 0，Ga，…，9; 及 乍 阵 4 我们 就 可 唯一 决定 Hp 太 ,1C 一 1 2 ，…，7 十 也 及 
Girl。 对 于 ) 一 二 2 …， % 一 [重复 上 述 步 又 即 可 唯一 地 决定 乍 阵 豆 及 9s，…，9,， (注意 : 
G,+i 应 目 动 为 零 ， 因为 不 出 现 nd 的 有 关 项 )。 
现在 我 们 应 用 上 述 引 理 来 导出 双 步 QR 算法 的 计算 公式 。 即 是 说 我 们 要 找 出 -- 个 仅 用 
实 运算 而 直接 从 4 算出 4 的 公式 来 。 从 关系 式 : 
4 一 五 24 无。 
得 知 ， 若 4 的 下 次 对 角 线 元 素 为 正 实 数 ， 是 避 , 的 第 一 列 已 知 , 根据 引 理 8.2，4; 将 唯一 
决定 4s 和 五 s。 所 以 , 我 们 只 要 找 出 任 一 正 交 和 抢 阵 @ 其 第 一 列 与 如 * 之 第 一 列 相同 , 并 且 
QG"4Q@=- 马 为 上 海 森 堡 型 矩阵 , 其 下 次 对 角 线 元 亦 为 正 数 , 那么 便 有 : @@= 匹 。 尼 = 4:。 
4s 的 下 次 对 角 线 元 素 为 正 实数 这 一 事实 ， 可 以 从 正 交 分 解 定理 及 4 的 下 次 对 角 线 元 
素 为 正 得 出 。 直接 验算 可 知 ， 若 4: 的 下 次 对 角 线 元 素 为 akut 则 4s 的 相应 元 素 为 : 


全 六 art 其 中 Rs 为 4 一 江 的 三 角形 因子 如 的 对 角 线 元 素 。 只 要 * 不 是 4 的 特 


征 值 ,有 总 : 将 是 非 奇 异 的 , 其 对 角 线 元 素 必 为 正 实数 , 所以, 4s 之 下 次 对 角 线 元 素 大 于 零 。 辕 
理 ，4s 亦 有 此 性 质 。 当 * 为 生 ! 的 特征 值 时 , 由 于 它 是 从 Cs 算出 来 的 , 此 时 4 之 相应 行 已 
变 为 三 角 型 ,我 们 将 采取 降 阶 措施 , 并 求 得 一 个 或 两 个 特征 值 , 然 后 重新 对 阶 数 较 低 的 4: 进 
行 处 理 。 所 以 ,总 可 以 认为 4 的 下 次 对 角 线 元 大 于 截 。 

尼 s 的 第 一 列 也 很 易 求 得 ， 因 为 吾 * 是 矩阵 (4: 一 51) (4 一 s1) 正 交 三 角 分 解 式 的 正 
交 因 子 ， 所 以 ， 其 第 一 列 就 是 (4: 一 :7) 4: 一 :7 的 第 一 列 归 一 化 的 结果 。 简 单 计 算 可 得 
万 3 之 第 一 列 为 


Coal*Q11 十 Gag*G3l 一 (8 十 8S)Coi 


CV1G|， 其 中 ; | C33"C31 


0 
0 / 


ai 十 Cai*Gl39 一 5 





长 1 了 

根据 引 理 3.2 我 们 仅 需 找 出 一 个 正 交 和 拖 阵 @, 其 第 一 列 为 全/ 他。 使 嫩 =Q*43@Q 为 
有 正 下 次 对 角 线 元 素 的 上 海 森 堡 和 矩阵, 则 矩阵 如 就 是 我 们 要 计算 的 4:。 

抢 阵 驴 可 按 如 下 方式 建立 ; 

首先 找 出 一 个 镜像 映射 矩阵 五 ， 使 其 第 一 列 为 全 /全 1， 即 是 

天 el 一 全 /0 

从 第 八 章 88.1 的 (8.1.28) 和 (8..29) 以 及 由 于 人 入 仅 有 前 三 个 分 量 非 零 ， 可 以 得 知 瑟 及 
太一 4 有 必 分 别 有 如 下 形式 : 


X X X 
X X xX 0 
上 
有 
下 
文 色 又 X veo， 流 
| 色 X 勾 X 。。eove。。 义 
| X 
已; 一己 14 忆 圭一 人 交 汉 勾 


和 和 人 
x 


然后 , 再 用 一 个 第 一 列 为 el 的 镜像 映射 矩阵 有 as, 使 如 := 到 :号 : 挛 的 第 一 列 化 为 上 海 森 
堡 型 。 从 本 章 10.3.2 节 的 (10.3.13) 得 知 这 是 可 行 的 , 并 且 , 瑟 与 至 。 将 分 别 有 如 下 形式 : 








下 0 
人 公文 
己 - 0 X X xX 0 
0 XXX X X | 
oO | 
和 X 
本 x 
0 X X xXx 
X X 义 
X X X xX 


了 必 :-- | 


X “，. : 
时 人 色 久 


其 中 22>0。 同 样 , 可 以 再 用 前 两 列 为 et、es 的 镜像 映射 矩阵 瑟 ,， 使 如 :的 第 二 列 广 上 海 森 
堡 型 , 依 此 类 推 , w% 一 上 步 后 我 们 有 : 
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加 一 记忆 囊 二 外 


| 汉 X 。oooeoeresieo。 勾 
ba 义 。 


| 


ba  X : 
X 


其 中 Da>0。 同时 , 抢 阵 人 = 已 二 … 记 -: 的 第 一 列 与 4 之 第 一 列 相同 , 即 为 @/19il: 这 
样 , 害 阵 如 就 是 经 两 步 移 位 QR 变换 后 的 挎 阵 4a。 

很 明显 , 当 Cs 的 特征 根 为 两 个 实数 时 ,我 们 也 可 按 上 述 两 步 变换 的 格式 进行 计算 。 实 
际 计算 时 正 是 这 样 ， 即 不 管 Cs 的 特征 值 是 实数 或 共 忽 复数， 总 是 每 次 进行 两 步 QR 变换 。 
这 就 是 所 谓 的 双 步 QR 算法 。 

从 上 面 的 讨论 可 以 看 到 , 矩阵 品 的 形状 是 很 简单 的 , 除去 一 个 三 阶 对 角子 块 外 , 其 它 部 
分 均 与 单位 矩阵 相同 。 和 矩阵 如 亦 有 类 似 特 点 ， 其 与 上 海 森 堡 型 不 同 之 处 仅仅 在 于 三 个 元 
素 。 这 些 特点 可 以 用 来 简化 计算 公式 和 程序 (详细 计算 公式 请 参见 本 章 后 面 的 程序 8)。 

(iv) 小 元 素 的 略 去 问题 

对 于 上 海 森 堡 型 矩阵 施行 QR 算法 时 ， 次 对 角 线 元 素 中 的 某 些 元 素 将 随和 迭代 过 程 的 进 
展 收敛 于 零 。 当 这 些 元 素 充 分 小 时 , 我 们 就 可 以 将 其 忽略 , 而 把 问题 化 为 低 阶 的 情形 。 例 如 ， 


汉 2 四 申 自 国 台 全 如 和 昌 昌 和 志 自 直 昌 本 和 在 | 届 刘 利和 由 时 本 和 汉 


EX X 
久 


一 er 


由 于 4. 是 由 前 面 计 算得 来 , 其 元 素 已 有 误差 , 当 * 小 于 这 个 误差 时 ， 自 然 , 以 零 代 赫 它 
是 无 损 于 结果 精度 的 。 所 以 ， 一 般 取 2141 作为 控制 该 元 素 应 忽略 与 否 的 标准 是 合适 
的 。 

这 样 , 在 迭代 过 程 的 每 一 步 , 均 去 检查 一 遍 下 次 对 角 线 元 素 , 若 其 最 后 一 个 可 忽略 的 元 
素 在 位 置 (r 十 1 9) 处, 则 可 对 右 下 角 m 一 ”> 阶 子 抢 阵 先 进行 计算 ,然后 再 处 理 左 上 和 角 的 了 阶 
子 上 矩阵 。 显 然 , *=m 一 时，a 即 为 特征 值 , "=m% 一 2 时 ，Cs 的 特征 值 即 为 卸 阵 4 的 特征 
值 。 

有 时 可 能 出 现 次 对 角 线 元 素 均 不 能 忽略 ， 但 其 中 有 某 些 相 邻 两 个 元 素 之 乘积 可 以 忽略 
的 情况 。 例 如 , (十 1 7) 及 (十 2,， 十 1 两 元 素 之 乘积 可 以 忽略 , 矩阵 4 之 形状 如 下 ; 





考 8 











X 广 0 色 到 | 区 
,= 一 一 一 -一 人 研一 -一 一 一 一 
8 义 Xi sssssoe 义 | 瑟 可 ” 
2s 汉 
汉 汉 


可 以 证 明 其 右 下 角子 抢 阵 丽 的 特征 值 几 也 是 某 个 矩阵 寻 : 的 特征 值 , 而 矩阵 4 与 4。 
仅 在 人 十 2, 9) 位 置 上 相差 一 个 元 素 si*sa/ (araurri 一 由 。 显然 ， 只 要 (erta,rti 一 由 不 是 很 
小 , 此 元 素 即 可 忽略 。 于 是 几 亦 为 妈 , 之 近似 特征 值 。 这 一 事实 之 证 明 很 简单 , 因为 ， 

7T.( 卫 一 上)=0 (CD0) 
的 第 一 个 方程 式 为 ; 
(arrur+l 一 由 )21 十 522s 一 0 
或 者 写 为 
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8404 十 一 一 一 la 一 0 


Cr+lr+I 一 凡 

这 个 方程 与 Z( 琴 一 1D) =0 的 wm 一 个 方程 一 起 ， 说 明 4 一 邮 的 后 mw 一 ? 行 是 线性 相关 
的 , 即 人 亦 应 为 生 的 特征 值 。 利 用 上 述 事实 ,我们 仍 可 在 每 迭代 一 步 之 后 去 检查 一 下 相 邻 
两 元 素 乘 积 可 忽略 之 条 件 是 否 满足 , 若 满足 条 件 ,就 把 问题 化 为 低 阶 的 情形 。 

采取 上 述 措施 , 除了 节省 工作 量 外 , 还 可 以 提高 某 些 情 况 下 的 收敛 速度 。 因 为 次 对 角 线 
元 素 很 小 , 说 明 各 子 和 矩阵 间 关 联 很 弱 , 如 果 不 把 它们 分 开 来 处 理 , 则 和 迭代 过 程 中 各 子 怎 阵 的 
特征 值 可 能 按 统一 次 序 逐 个 求 出 。 这 样 ， 就 可 能 出 现 要 把 前 面 某 个 子 矩 姓 的 特征 值 移 至 右 
下 角 来 的 情况 , 这 时 收 义 会 很 慢 。 此 外 ,次 对 角 线 元 素 非 零 ， Re 
是 必要 的 , 将 可 忽略 的 元 素 除 去 后 就 能 够 保证 这 一 点 。 

(v) 初始 失 阵 的 平衡 问题 

舍 入 误差 分 析 的 结果 表明 ， 在 不 变 和 矩阵 的 特征 值 的 前 提 下 、 尽 可 能 减少 其 范 数 是 有 
利 的 。 目前 ,大 都 用 对 行列 引入 比例 因子 (对 角 相 似 变换 ) 的 办 法 来 减少 怎 阵 的 欧 氏 范 数 
141s。 为 了 不 引入 额外 的 含 入 误差 ,比例 因子 的 数值 应 取 为 计算 机 上 用 以 表示 浮 点 数 的 基 
底 之 整 寡 次 。 这 样 引 入 的 比例 因子 , 将 使 矩阵 达到 近似 地 平衡 ， 其 欧 氏 范 数 也 将 有 较 大 的 
减 小 ( 详 见 1t0]jpp. 315)。 

上 述 各 点 即 为 通常 使 用 QR 方法 时 所 采取 的 主要 措施 。 由 于 这 些 指 施 ，QR 方法 已 成 
为 一 个 很 有 效 的 通用 算法 。 许 多 实际 计算 的 经 验 都 说 明 , 几乎 对 于 所 有 的 矩阵 ，QR 方法 均 
收敛 , 并且, 求 出 全 部 特征 值 的 乘法 量 大 约 仅 为 C.m, 其 中 C 一 般 为 小 于 10 的 稼 数 。 同 时 ， 
计算 结果 也 有 很 高 的 精确 度 。 对 于 非 对 称 的 任意 实 和 矩阵 , 如 阶 数 不 高 , 整个 矩阵 可 以 放 在 计 
算 机 的 内 存 中 , 使 用 QR 方法 求 其 全 部 特征 值 是 很 有 效 的 。 

最 后 , 我 们 将 QR 方法 的 计算 步骤 作 一 概要 的 小 结 , 以 便 读 者 了 解 整个 算法 : 

(GD 用 对 角 相 似 变换 减少 原始 矩阵 的 欧 氏 范 数 , 使 矩阵 达到 近似 的 平衡， 并 保留 变换 
矩阵 ( 若 需 求 特征 向 量 )。 
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(2) 算出 某 些 有 用 的 常数 ,例如 |4|s trace(4) 24ls 等 等 。 

\8) 用 正 交 相 似 变换 将 怎 阵 生化 为 上 海 森 堡 型 抵 阵 4:, 并 保留 变换 矩阵 和 怎 阵 4 人 (者 
需求 特征 向 量 )。 

\4) 检查 次 对 角 线 元 素 的 某 些 是 否 已 可 忽略 ,并 确定 当前 应 处 理 的 子 和 矩阵 的 位 置 。 

(5) 计算 当前 处 理 的 子 失 阵 的 最 右 下 角 二 阶 子 块 Cs 的 特征 值 。 

《6) 判别 是 否 已 求 得 特征 值 。 若 已 求 得 , 则 将 其 记录 下 来 ,并 把 要 处 理 的 子 生 阵 降 阶 ， 
然后 转 去 执行 (4) 。 兰 已 求 得 全 部 特征 值 , 则 转 去 执行 (10), 否则 , 继续 作 (《7)。 

《7) 选择 位 移 量 saw， sex+i。 并 判别 是 否 需 作 特 殊 位 移 处 理 。 若 必要 , 则 作 特 殊 处 理 。 

8) 执行 一 步 双 步 QR 变换 (又 称 为 迭代 一 次 )。 

(9) 和 迭 代 记 数 器 加 寺 并 判别 总 大 代 次 数 是 否 超 过 给 定 上 限 , 若 超过 , 则 记录 相应 信息 ， 
作 好 求 下 一 特征 值 的 准备 工作 , 并 转 (4); 否则 , 直接 转 \4) 。 

(10) 印 出 求 得 的 结果 。 例 如 ，X，2N 一 这 ace(4)， 和 帮 代 次 数 等 等 。 

(GD 车 需求 特征 向 量 , 则 用 反 寡 法 对 上 海 森 堡 型 矩阵 4 求 出 其 特征 向 量 , 并 用 (和 
《3) 中 保留 下 来 的 变换 符 阵 将 其 还 原 为 原始 符 阵 的 特征 向 量 。 

我 们 给 出 按 上 述 过 程 编制 的 仅 求全 部 特征 值 的 QR 方法 程序 。 由 于 只 求 特 征 值 ,所 以 ， 
各 次 变换 矩阵 均 不 保留 , 只 需 吧 个 单元 存放 原始 矩阵 ，3n 个 单元 分 别 存放 特征 值 的 实 部 点 
部 及 迭代 次 数 。 程 序 的 说 明 及 程序 本 身 请 见 本 章 最 后 所 附 的 程序 八 。 更 详尽 和 完整 的 程序 
请 见 [0] pp. 372~395。 


10.3.4 旋转 法 及 其 推广 


旋转 法 是 一 种 用 平面 旋转 年 阵 所 构成 的 正 交 相似 变换 将 对 称 矩 阵 化 为 对 角 型 的 方法 ， 
也 叫 作 雅 可 比 (Jacobi) 法 。 由 于 其 算法 简单 , 行 之 有 效 ， 所 以 又 将 其 推广 至 一 般 和 矩阵 的 特征 
值 问题 , 即 有 所 谓 广 义 旋 转 法 (或 广义 雅 可 比 法 )。 本 节 主 要 讨论 这 两 种 方法 。 

(一 ) 实 对 称 和 矩阵 的 旋转 法 

(我 们 知道 ,任意 实 对 称 和 矩阵 , 总 可 以 通过 正 交 相似 变换 化 为 对 角 线 型 。 所 谓 旋转 法 
本 质 上 就 是 去 设法 找 出 这 样 一 个 正 交 乍 阵 C， 使 得 5 4L = diag( 。 于 是 ， 对 称 和 矩阵 4 
的 特征 值 就 是 diag(xo) 的 对 角 元 素 ,L 的 各 列 就 是 相应 的 特征 向 量 。 根 据 这 一 想法 , 雅 可 比 
《41846 年 ) 提出 用 一 系列 于 面 旋 苇 惩 阵 的 乘积 来 达到 上 述 目的 ， 下 面 ， 我 们 来 说 明 其 具体 
作法 。 
由 于 正 交 相似 变换 下 , 矩阵 元 素 的 平方 和 不 变 , 即 是 说 , 若 如下 "47, 7 为 正 交 和 矩阵 ， 
2(4) = 30 一 2(F747) 一 N2( 且 ) - 习 克 
若 能 找 出 一 种 正 交 相似 变换 , 使 对 称 抵 阵 4 在 变换 之 后 非 对 角 线 元 素 的 平方 和 减少 (自然 ， 
对 角 线 元 素平 方 和 将 增加 ), 那么 , 因为 正 交 相似 变换 保持 矩阵 的 对 称 性 , 我 们 还 可 对 变换 后 
的 矩阵 继续 施行 上 述 变换 , 以 进一步 减 小 其 非 对 角 线 元 素 的 平方 和 。 如 此 继续 进行 下 去 , 最 
终 将 使 非 对 角 线 元 的 平方 和 任意 接近 于 零 ( 对 角 线 元 平方 和 接近 极 大 值 )， 和 抢 阵 即 变 为 近似 
的 对 角 线 型 , 这 就 是 旋转 法 的 基本 思想 。 从 (10.3.12) 式 可 以 看 出 ,平面 旋转 乞 阵 能 够 达到 
这 一 目的 。 只 要 我 们 选择 角度 mw， 使 得 : 

(ai 一 atjsin 2p 十 2cy oogs 20=0 (10.38.33) 
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变换 后 抢 阵 非 对 角 线 元 素平 方 和 就 将 减少 2ay。 所 以 ,我 们 只 需 找 出 一 个 非 零 的 cf5( 自 然 ， 
可 以 取 as 为 非 对 角 线 元 中 按 模 最 大 者 , 这 样 , 非 对 角 线 元 平方 和 减少 最 快 )， 并 按 如 下 公式 
确定 角度 0: 
tr 20= 二 
然后 ， 用 形 如 (10， 3.7) 的 平面 旋转 甜 阵 io) 作 如 下 正 交 相似 变换 
AP) 
则 42. 的 非 对 角 线 元 平方 和 8(4C) 将 为 : 
She)- 习 ct- SC 一 2 


再 对 49) 重复 上 述 变换 , 得 到 对 称 和 矩阵 42)， 其 非 对 角 线 元 平方 和 将 比 49) 的 更 小 , 等 等 。 
如 此 不 断 重 复 下 去 , 我们 就 得 到 一 个 矩阵 序列 {4 }。 只 要 适当 地 限制 sx， 的 取 法 , 例如 ， 
取 其 为 非 对 角 线 元 中 按 模 最 大 者 , 此 时 , 由 于 : 


8S(4o) =S(40-D) 一 2a 拷 22< (1 一 


<(1- 二 2 SC4) 
当天 充分 大 时 ,S( 4 之 值 便 可 以 任意 小 。 因 而 ,上述 过 程 重复 足够 多 次 后 , 扼 阵 42) 就 将 
近似 于 对 角 型 。 
由 上 述 讨 论 得 知 , 旋转 法 的 计算 步骤 可 以 归结 为 ; 
(全 在 矩阵 4 中 找 出 一 个 非 零 的 非 对 角 线 元 素 cy， 例如 ， 取 QH 为 接 模 最 大 的 非 对 角 线 
元 素 ( 并 由 其 所 在 行 、 列 定 出 下 标 闷 力 。 
Gi)》 由 条 件 


(10.3.3 弛 


2 
AT (4 VS… 


(ai 一 at) sin20 十 20j。co820 一 0 
定 出 snp 与 cosp。 
(iii) 按 如 下 公式 计算 抢 阵 42 的 元 素 史 ;， 
hm 一 Jr(p) 4 有 人) 
Q 乱 一 0 《有 7 头 人 J 
4 人 一 Ciz CO0S0 十 Ci1Sin 0 
0 CA 
CQ 一 01C090 十 01SIn0D 
. (10.3.35) 
4 人 一 一 axisinO 十 Ci co08 0 
C 旬 一 ac08s20 十 20j Sin pcoso 十 aijSina0 
ca) 一 aigSsin20 一 20ysinpoosO 十 0jj 0S20 
Lag)=a 中 =0 


(iv) 以 4 代替 4 重复 人 (9 (iti) 求 出 矩阵 4 如 此 等 等 。 直到 Ia Ga se 时 


停止 计算 , 此 时 , 对 角 线 元 素 即 为 要 求 的 特征 值 。 逐 次 变换 抢 阵 y 之 乘积 
JJ 一.JGD)。 Ja)....7CN) 
即 为 要 求 的 特征 向 量 。 
国人 本 旋转 法 的 计算 步骤 是 很 简单 的 。 此 处， 经 内 的 雅 可 比 党 ( 即 取 按 醒 最 大 的 非 


tr 人 oo 





< 人 2 人 


对 角 钱 元 素 力 ev 者 ), 不 论 矩 阵 4 的 特征 值 分 布 如 何 , 总 是 收 侠 的 。 不 仅 如 此 , 还 可 以 证 盟 
其 其 有 拆 谓 “ 渐 近 平方 收敛 速度 "。 即 是 说 , 进行 足够 多 次 变换 后 , 若非 对 角 线 元 素 与 
p 一 Pin 和 一 和 

相 较 已 为 小 量 。， 则 最 多 再 进行 mn(n--1/2 次 变换 ， 非 对 角 线 元 素 均 应 变 为 8 级 小 量 。 因 
此 ， 旋转 法 的 收敛 速度 还 是 比较 快 的 。 更 重要 的 是 旋转 法 对 含 入 误差 的 影响 有 较 强 的 稳定 
性 , 求 得 的 结果 精度 一 般 都 很 高 。 特 别 是 求 得 的 特征 向 量 正 交 性 很 好 , 这 是 其 他 方法 所 不 及 
的 。 所 以 ,旋转 法 是 求 对 称 矩 阵 全 部 特征 值 及 特征 向 量 的 一 个 较 好 方法 。 旋 转 法 也 有 其 不 
足 之 处 , 首先 是 它 不 能 有 效 利用 抢 阵 的 各 种 特殊 形状 ， 例 如 带 状 或 稀 朴 性 等 ， 以 节省 工作 量 
及 提高 能 够 处 理 的 问题 的 阶 数 , 因为 在 旋转 法 的 计算 过 程 中 一 般 将 破坏 这 些 特性 。 所 以 , 旋 
转 法 只 能 用 于 阶 数 不 高 的 “ 满 和 矩阵 "。 其 次 ,是 其 计算 工作 量 仍 较 大 。 它 一 般 不 如 后 面 所 述 
的 化 为 三 对 角 型 的 方法 节省 时 间 ， 特 别 是 只 需求 特征 值 或 只 需求 少量 特征 值 和 相应 特征 向 
量 时 更 是 如 此 。 最 后 , 绝对 值 较 小 的 特征 值 精度 差 一 些 , 虽然 实际 计算 中 采取 了 一 些 措施 来 
提高 精度 , 但 很 多 情况 下 仍 不 理想 。 由 于 旋转 法 有 上 述 的 优 缺 点 , 我 们 在 使 用 它 时 ， 就 应 根 
据 问 题 的 特点 进行 具体 分 析 , 以 发 挥 其 优点 , 克服 其 缺点 。 

(2) 实际 计算 中 常常 采用 一 些 办 法 来 节省 工作 量 和 提高 精确 度 。 常 用 的 大 致 有 下 列 两 
方面 : 
(i) 减少 选取 maK| 0xz| 的 机 器 时 间 。 


由 于 每 次 变换 前 要 找 出 max|au| 的 所 在 位 置 包 9 需要 完成 许多 运算 , 这 是 很 研 费 机 器 


时 间 的 。 有 几 种 办 法 可 以 克服 这 个 钠 点 。 一 种 是 增加 寄存 单元 的 办 法 , 即 用 2n 个 单元 来 保 
存 各 列 的 按 模 最 大 元 素 及 其 所 在 行 数 。 经 过 一 次 变换 后 仅 有 两 列 元 素 改变 , 故 只 需 找 出 这 
两 列 的 按 模 最 大 元 素 即 可 从 呈 个 单元 中 找到 maxlau| 。 这 样 做 可 以 节省 一 些 机 器 时 间 , 但 


程序 将 要 复杂 化 。 另 一 种 办 法 是 不 去 找 max|eu|， 而 是 按 行 (或 列 ) 的 顺序 依次 取出 非 夫 的 
非 对 角 线 元 素 作为 us 去 进行 相应 的 变换 。 这 时 足 标 对 ( 轧 轨 将 为 ( 按 行 次 序 ): (1 2)， 
(二 ， 3)， 、 (， %) ， (2， 3)， (2， 和)， (2， 多) … (多 一 十， Wi) 。 这 种 办 法 通常 称 之 为 循环 的 雅 
可 比 法 。 其 优点 自然 在 于 完全 省 去 了 寻找 maxlau ,的 运算 ， 但 由 此 带 来 的 缺点 是 不 论 cs 的 


大 小 如 何 , 均 要 进行 相应 的 变换 。 特 别 在 计算 的 开始 阶段 , 当 |os| 很 小 时 , 变换 收益 甚 少 , 浪 
费 了 计算 时 间 , 增加 了 伟 入 误差 , 所 以 , 是 不 可 取 的 。 为 了 克服 这 一 缺点 , 提出 了 所 谓 “ 过 关 
雅 可 比 法 ”。 即 在 顺 次 地 取出 非 零 的 cy 时 , 凡是 |otr| 小 于 某 个 “ 关 值 "w 时 , 就 不 去 进行 变换 
而 继续 找 下 一 个 ws。 同时 ， 随 着 和 欠 代 过 程 的 进展 ,wa 也 按 一 定 规 律 减少 ， 直 到 求 得 结果 为 
止 。 这 一 方法 的 主要 缺点 在 于 “ 关 值 > e 不 易 选 到。 不 过 , 由 于 一 般 情 况 下 经 过 几 次 循环 (我 
们 称 非 对 角 线 元 素 依次 取 完 一 遍 为 一 个 循环 ) , 非 对 角 线 元 素 的 数量 级 已 比较 接近 。 我 们 只 
需 在 前 几 个 循环 内 采取 过 关 的 办 法 , 以 后 即 按 循环 方式 处 理 。 这 样 ,“ 关 值 " a 的 选取 就 较 简 
单 。 最 后 这 种 方法 是 最 常用 的 。 

G 人 ii) 减少 舍 入 误差 的 影响 

旋转 法 计算 过 程 中 的 关键 步骤 是 计算 snp 与 cosp 的 值 。 这 对 于 计算 结果 的 精确 度 有 
很 大 的 影响 。 因而 , 必须 尽 可 能 准确 地 算出 它们 。 考 虑 到 和 抢 阵 元 素 各 种 可 能 的 变化 范围 以 
及 有 效 位 消失 等 因素 , 采用 如 下 公式 较 好 : 





2c;; Ci 一 人 
站 
cos2p-| 若 | 引 < 天 
[2| (十 区 -2 车 | 引产 革 
. 大 ( 工 十 ) 一 车 | 才 王 工 (10.3.36) 
Sim 2p-| 


Sign (十 22) -2 若 | 弛 疡 工 
Co08 0 一 [ 读 ( 工 十 co8 2p) | 
LS O= Sm 20D/2cos0 
另外 , 在 进行 变换 时 也 常常 采用 一 些 措施 来 提高 精度 。 例 如 ， 和 
换 为 如 下 等 价 形式 ; 
0 一 Qt 十 妃 力 " CU 
0 条 一 01 一 妈 Doau 
每 次 变换 时 , 相应 对 角 线 元 的 修正 量 好 p"av 分 别 用 m 个 单元 累加 起 来 ， 完 成 一 定 次 数 变换 
(通常 是 非 对 角 线 元 素 跑 完 一 遍 , 即 一 个 循环 ) 之 后 , 再 将 其 加 到 对 角 线 元 素 上 去 。 这 样 可 以 
减少 逐次 变换 的 误差 积累 , 有 时 ， 对 提高 小 特征 值 的 精度 也 有 一 定好 处 。 非 对 角 线 元 及 特征 
亲 量 的 计 拭 会 式 也 可 相应 地 换 为 如 下 等 价 形式 : 


。 Il 
尼 全 ) 一 QH7 十 SDD yl 二 ES mu) 


(10.3.37) 


(8 尖 2 放 (10.3.38) 





SiD 力 
局 演 一 Cj 一 Slmn g( au 十 7 mo) 


采取 上 述 这 些 措施 后 , 计算 结果 的 精度 将 有 所 提高 ,计算 时 间 也 有 所 节省 。 许 多 计算 表 
明 , 对 于 一 般 的 实 对称 和 矩阵 , 求 得 最 终结 果 所 需 总 的 旋转 次 数 大 约 为 3w ~5m: 的 数量 级 。 结 
洒 精 度 差 不 多 可 达到 所 用 的 工作 精度 ， 只 是 很 接近 的 特征 值 或 绝对 值 较 小 的 特征 值 有 些 误 
差 。 特 征 向 量 的 精度 可 能 不 如 特征 值 好 , 但 其 正 交 性 总 是 较 好 的 。 

根据 上 述 措施 编制 的 一 个 旋转 法 计算 程序 , 抑 本 章 最 后 所 附 的 程序 一 。 

(二 ) 旋转 法 的 推广 

旋转 法 对 于 对 称 和 矩阵 特征 值 问题 的 有 效 性 是 显著 的 ， 方法 简单 紧 羔 ， 精度 高 , 收敛 也 较 
快 。 因 此 , 自然 联想 到 能 否 把 它 推广 至 其 它 类 型 矩阵 的 特征 值 问题 。 肯 前 , 这 方面 已 经 取得 
了 一 些 结果 , 例如 , 对 于 正规 矩阵 ( 即 满足 条 件 ，44 =4 .4 的 算 阵 ), 旋转 法 稍 加 变形 就 可 
以 直接 应 用 , 其 效果 也 较 好 。 但 是 , 对 于 一 般 符 阵 , 直接 应 用 旋转 法 求解 却 遇 到 了 一 定 困难 ， 
长 期 没有 取得 重大 进展 。 后 来 ,人们 从 如 下 事实 中 得 到 启发 , 即 对 一 般 符 阵 么 而 言 , 与 其 相 
似 的 所 有 和 矩阵 4 4 中 , 使 全 (44 三) 最 小 者 , 必 为 正规 的 (N24) 表 示 和 矩阵 4 所 有 元 
素 的 平方 和 )。 从 这 一 事实 出 发 , 人 们 想到 是 查 可 能 先 用 一 系列 相似 变换 来 减少 元 素平 方 和 
并 将 抢 阵 舟 化 为 近似 正规 矩阵 ， 然 后 用 旋转 法 求 这 -一 近似 正规 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 。 
这 个 想法 目前 已 从 不 同 途径 得 到 实现 ， 它 们 的 基本 思想 都 是 把 失 阵 正规 化 和 正规 矩阵 对 角 
化 这 两 个 过 程 结合 起 来 进行 ， 扩 用 的 逐次 变换 矩阵 则 是 旋转 矩阵 与 某 种 初等 矩阵 的 乘积 。 
实践 证 明 这 些 方法 有 一 定 效果 , 特别 是 对 于 单 构 怎 阵 ( 初 等 因子 为 线性 的 矩阵 ), 它们 是 很 有 
效 的 。 下 面 简单 介绍 一 下 这 些 方法 。 我 们 主要 以 实 抢 阵 为 例 讨 论 其 中 的 一 种 方法 ( 见 [H) 
来 说 明 这 类 方法 的 基本 特点 。 其 他 方法 只 简单 地 列举 一 下 计算 公式 。 





wy 


太 之 不 
在 810.3.2 中 ,我 们 已 经 讨论 过 初等 变换 矩阵 8 (a) 的 一 些 性 质 . 从 (10.3.6) 式 可 以 看 
出 , 适当 选择 参数 v， 可 使 变换 后 矩阵 元 素平 方 和 减 小 (这 是 显然 的 , 因为 w 充分 小 时 , 第 一 
项 占 主 导 地 位 ,只 需 令 a 与 On 相同 , (10.3.6) 右 端 总 是 正 数 ) 。 即 是 说 ,此 时 初等 相似 变换 
(10.3.4) 将 减少 矩阵 元 素平 方 和 。 同时 , 我 们 又 知道 相似 变换 下 矩阵 元 素平 方 和 碱 至 最 小 
时 , 就 得 出 正规 矩阵 。 所 以 ,我们 可 以 期 望 , 用 变换 (10.3.4) 不 断 对 符 阵 4 进行 变换 , 减 小 
其 元 素平 方 和 , 直到 其 元 素平 方 和 减 至 最 小 , 就 得 出 与 矩阵 4 相似 的 正规 矩阵 , 这 样 就 可 以 
完成 矩阵 4 的 正规 化 过 程 。 然后 ， 再 用 旋转 变换 将 这 一 正规 矩阵 对 角 化 , 就 可 以 得 出 矩阵 
4 的 特征 值 和 特征 向 量 。 通 常 ,为 了 计算 方便 起 见 ， 可 将 上 述 两 个 过 程 结合 进行 , 即 作 一 次 
初等 变换 (10.3.4), 然后 作 一 次 旋转 变换 ,如 此 交替 进行 ,直至 矩阵 变 为 对 角 型 为 止 。 综 上 
所 述 ,我们 可 得 如 下 计算 格式 : 
@@ 和 -Si(a .4.S5(o)n1 
四 4:= 有 万 (p)7.4.Jitg) (10.3.39) 
加 以 4; 代替 4， 重复 上 式 ,直至 4 收敛 为 止 。 
逐次 变换 矩阵 中 的 参数 (人 J,o 9 可 按 下 述 办 法 选取 ; 
足 标 [六 妨 (一 旋 按 行 的 顺序 取 值 ， 即 依次 取 [ 人 ，[ 引 ，…，[ 由，[2，3]，…， 
[2, m，…，[m 一 二 刘 。 并 如 此 循环 。 
x 取 为 : 
xc 一 CN/max(1COn| ，7phn) (10.3.40) 
其 中 
27 一 名 二 之 0 和 十 (aij 一 Qi) 2 十 9(a2 十 C 和 ); 
Cr 见 (10.3.6) 式 。 
始 2 一 蝇 - 吧 9| < 于 (10.3.41) 
已 经 证 明 ， 上 述 过 程 中 4 将 收敛 于 块 对 角 型 矩阵 。 特别 是 当 抢 阵 4 是 单 构 的 且 仅 有 
实 特 征 值 时 ，41 将 收敛 于 对 角 型 符 阵 ， 其 渐 近 收 伍 束 度 是 平方 收敛 的 ( 即 他 力 取 值 一 个 特 
环 后 , 非 对 角 线 元 将 由 。 量 级 变 为 8 量 级 )。 
实际 计算 中 , 逐次 的 g 值 会 愈 来 愈 小 。 若 矩阵 有 重 特征 值 则 可 能 出 现 w 值 较 大 的 情况 ， 
此 时 , 相应 的 变换 应 该 略 去 , 否则 会 影响 特征 向 量 的 精度 。 所 以 , 通常 按 “ 过 关 ” 的 办 法 来 次 
定 变 换 的 取舍 , a 大 于 “ 关 值 ”相应 变换 就 略 去 。 
上 面 ,我们 简单 地 介绍 了 一 种 广义 的 旋转 法 。 类 似 方法 还 有 几 种 , 其 基本 思想 均 是 相同 
的 , 仅 是 计算 公式 有 所 不 同 。 例 如 , 对 于 一 般 复 矩阵 适用 的 , 使 用 所 谓 “ 剪 切 ” 变 换 的 方法 ( 兄 
[3] ), 其 计算 公式 为 : 


0=L 
订 中 = Sa.40D.SOw) 
tr) 一 Tor 页 0。17ob) 
其 中 心 ，!7” 除 下 列 四 个 元 素 外 , 与 单位 失 阵 相同 。 
局 人) 二 cosh 4， 一 ieixz sinh or ) 
9 和 ie-itxxgsinh xy， cosh or 


(一 0 了 2) 





也 名 可 入 cos 0 一 ez sin 0 
(gg my 人 (em ae 
又 如 ， 还 有 使 用 另 一 人 其 计算 格式 与 前 者 相 
同 , 只 是 其 中 ” 为 如 下 矩阵 
人 和 有 9 和 工 一 Sin pz" 如， ee (co8 0z 十 二 ) 不 
作 0 Ce 十 Sin gx" 丰 ) 

上 述 这 些 方法 的 效果 是 相差 不 大 的 ， 它 们 对 于 单 构 怎 阵 都 比较 有 效 。 但 是 对 于 具有 非 
线性 初等 因子 的 称 阵 , 效果 还 不 够 理想 。 因 而 , 它们 还 不 能 很 有 效 地 解决 一 般 和 矩阵 的 特征 值 
问题 。 目 前 , 这 方面 的 情况 还 在 发 展 中 。 

为 了 使 用 方便 , 我 们 把 [10] 中 采用 剪 切 变换 的 计算 程序 附 于 本 章 后 面 ( 见 程 序 人 ， 有 
兴趣 于 使 用 的 读者 可 以 直接 按 程 序 说 明 使 用 ,不必 去 细 读 程序 。 


10.3.5 化 对 称 矩 阵 为 三 对 角 线 型 的 方法 


这 个 方法 的 基本 思想 是 首先 用 正 交 相似 变换 把 给 定 对 称 和 抢 阵 4 化 为 对 称 的 三 对 角 线 
型 矩阵 , 然后 求解 三 对 角 线 型 矩阵 的 特征 值 问题 。 后 一 问题 的 求解 较为 简单 , 正 交 相似 变换 
的 三 对 角 化 过 程 也 有 较 高 的 数值 稳定 性 , 所 以 , 这 一 方法 是 有 很 多 优点 的 。 同时 , 它 在 仅 需 
求 特 征 值 或 少量 特征 向 量 时 比 旋转 法 更 节省 工作 量 ， 精 确 度 也 较 高 ， 是 求解 对 称 算 阵 特征 
值 问题 的 一 个 好 方法 。 其 主要 缺点 是 算法 和 程序 比较 复杂 , 不 如 旋转 法 那样 简单 、. 紧 姿 。 此 
外 , 由 于 必须 先 求 出 特征 值 ， 再 用 反 笃 滩 求 相应 特征 门 基 。 因而 ， 需 求全 部 或 大 部 特征 向 量 
时 ,不 如 旋转 法 有 利 。 

(一 ) 化 为 三 对 角 型 

我 们 先 讨 论 将 对 称 阵 4 化 为 三 对 角 型 的 问题 。 3 后 的 到 论 全 二 ， 适当 选 
择 矩 阵 态 ， 可 以 得 到 | 


Ca， 化 国志 四 章 本 四 刀 
bs 化 电 四 提 志 四 多 必 

厂 4. 万 = 
上 了 0， [ 放 昌 和 修 
0， 作 本 四 本 秘 四 必 尼 


其 中 
五: = 瓦 ! = 了 一 222277 (2 2) 


ee 
久 1 一 (0， C31 一 01，C31，， Gol) 
(Ci 一 0Q1l 


pi 一 土 (3 Q 和 ) 
由 于 插 阵 4 是 对 称 和 矩阵 ， 瑟 :4 吾 ; 也 应 是 对 称 的 。 所 以 ， 其 第 一 行 元 素 也 只 有 前 两 个 元 素 
不 为 零 。 这 样 一 来 怎 阵 43= 互 :4. 丽 : 将 有 下 列 形式 : 


C1， bs， 0 nn 0 
2 (2 (3 

隐 D。， 022， 0 和 0 CQ2n 
2 | 0， 0 知 > 


Se 站 We Re = 上 咕 要 “人 
1 0 /和 和 人 村 
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我 们 进一步 考虑 除去 第 一 行 和 第 一 列 的 w 一 工 阶 对 称 矩 阵 , 按 完 全 相同 的 办 法 可 以 用 变换 拓 
阵 闷 将 其 第 一 行 和 第 一 列 化 为 关 似 形状 。 这 相当 于 对 4 进行 变换 时 ， 令 变换 矩阵 瑟 的 
第 一 行 和 第 一 列 与 单位 失 降 相同 , 其它 元 素 与 谨 相 同 而 得 的 结果 。 央 而 ,我 们 有 


(1 p， 0 0 人 0O 
ps Co ba DO 。.……. 人 
4 二 刀 ,4 .万 E 0 pb3 0 筷 eeeew ee C48) 
DR 
0 0 2 0 eeeeeeeeees 0 
其 中 1 7 一 2003202 (ts) 
8 一 (0，0，0 筷 一 0s，0 和 外， 0 如 


OO 一 0Q 吕 ) 
173 

5 一 土 ( 写 < 多 ) 

如 此 继续 下 去 , mn 一 2 步 变换 以 后 我 们 将 得 出 一 个 三 对 角 型 矩阵 : 

4 ,= 万 .末末 .4. 末 . 厅 .… 厅 _， 
和 
0 ti 0 
03 Ca 2 


0 “。， 雹 pi 
硬 
这 样 就 完成 了 矩阵 4 的 三 对 角 化 过 程 。 不 难看 出 所 有 的 抢 阵 4, 和 互 都 是 对 称 矩 阵 。 
“， 综 上 所 述 , 我 们 可 以 得 出 如 下 计算 公式 ; 
4-4 
4 一 再 .4: 古 
再 = 了 一 200020 7 (2 
地 一 (0,0, ;0，a 全 一 aa cf) 
人 





(21 2 9-2) (10.8.42) 





La 一 一 Sign (各 va 十 of 十 十 
为 了 节省 计算 工作 量 和 编制 程序 方便 ， 我 们 可 以 把 4 的 表达 式 展开 ， 并 按 计 算 的 实 
际 顺 序 将 计算 公式 改写 为 : 
(8 (二 aa 二 oa 
(2) wm 一 一 Sign(a 全。 
(9) 为 = 只 一 aagisa 【《 即 到 zw) 
(4) Zr 一 4U/ 记 
(5) 态 = 和 2 2j 
(6) @ 一 久 一 At 
(7) 4 一 4 一 0 一 0 
实际 计算 时 , 我 们 可 将 对 称 和 矩阵 4 上 三 角 部 分 的 元 素 按 行 排列 地 顺序 存放 ， 以 作为 原始 数 


(= 2，…， m 一 人 (10.3.43) 


-一 
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据 ( 即 后 面 程序 中 的 场 4[1:m(m 十 1/ 人 ]) 。 逐次 的 变换 抢 阵 玖 ,需要 保留 , 因为 求 得 三 对 角 
抢 阵 的 某 个 特征 向 量 z? 后 , 矩阵 么 的 相应 特征 向 量 由 下 式 计 算 ; 

和 一 万 ;| ,万 ...……， 刀 _ 万 _:.z 
为 此 , 我 们 只 需 将 逐次 的 向 量 & 保留 在 矩阵 4:x 中 第 了 列 的 零 元 素 位 置 上 ， 这 样 瑟 ' 的 存 
放 并 不 占用 额外 的 存储 单元 。 求 得 的 三 对 角 型 矩阵 为 : 


0 0 
03， CC， bs 0 

0 (10.3.44) 
0 , 


D， CO， 
我 们 将 对 角 线 元 素 Ci 保存 在 场 CEIL: 四 中 ， 将 次 对 角 线 元 保留 在 场 BL1:m] 中 (BDI] 为 任 
意 数 )， 这 些 数 据 可 直接 作为 求解 三 对 角 型 特征 值 问题 的 初始 数据 。 变换 过 程 的 某 一 步 可 
能 出 现 值 8;# 小 于 某 个 小 量 五 P8 的 情况 ， 此 时 ， 和 矩阵 于 的 正 交 性 将 较 差 。 我 们 可 将 变换 
84, 王 略 去 ， 这 样 对 特征 值 的 精度 影响 不 大 。 瑟 PS 的 大 小 需 视 所 用 计算 机 而 定 。 一 般 来 
说 , 如 果 机 器 字 长 为 如 其 阶 码 允 许 变 化 范围 为 -9~ 二 9 且 7 比 缚 大 得 多 , 则 可 令 ; 
刀 PS 一 2 

对 求 得 的 44,-: 的 特征 向 量 进 行 变 换 时 ， 我 们 假设 其 由 至 ma 个 特征 向 量 存 于 场 G[1:w， 
:9s] 中 (2 之 每 一 列 为 一 个 特征 向 量 ), 回 代 程 序 对 其 进行 变换 , 将 求 得 的 4 的 相应 特征 向 
量 仍然 存 于 场 4 之 内 。 

按 上 述 方案 编制 的 算法 语言 程序 及 程序 的 形式 参数 表 见 本 章 最 后 所 附 的 程序 三 。 

(二 ) 对 称 三 对 角 型 矩阵 的 特征 值 问题 

我 们 现在 来 讨论 如 何 求 得 对 称 三 对 角 型 卸 阵 4,-: 的 特征 值 和 特征 向 量 的 问题 。 这 一 
节 中 , 施 斗 姆 序列 的 性 质 将 起 重要 作用 , 我 们 首先 讨论 它 。 然 后 再 讨论 如 何 计算 特征 值 问题 。 

定义 ， 闭 区 间 [tc,， 吕 上 和 定义 的 实 函数 序列 ; je) 广 ( 四 万- 天 2) 车 满 足 如 
下 条 件 , 就 称 之 为 一 个 施 斗 姆 (Sturmy) 序列 ， 四 

( 山 函数 六 (cz) 4=0， 1 2， …， 名 均 是 连续 函数 。 

(2) 函数 j(w) 在 区 间 [c， 妇 上 不 变 号 。 

《3) 序列 中 任何 两 个 相 邻 的 函数 在 区 间 [c, 妇 内 没有 公共 零点 。 

(4 若 函 数 廊 (2) = 二 2，…， 2% 一 了 在 区 间 [c， 引 内 某 点 处 为 零 ， 则 相 邻 的 两 个 函数 
丰 -: (2) ,ji(O) 在 该 点 处 应 有 相反 符号 。 

(5) 在 函数 户 (z) 的 任 一 零点 2 处 (属于 区 间 [c, 幻 的 ) , js-i(z) .j(z) 为 降 函 数 , 即 是 

sign [ji(Z 一 人 六 (2 一 站] = 十 工 

和 sign[ 思 -0Z 十 妨 户 (z 十 内] 一 一 工 
其 中 到 为 充分 小 的 正 数 。 

施 斗 姆 序列 有 如 下 重要 性 质 : 

定理 8.3: 若 joo), 户 ( Op， 万 -2)， 访 (2) 为 一 个 施 斗 姆 序列 ， 矿 (为 区 间 [c,， 妇 
上 某 点 上 处 ， 函 数值 序列 je)， 方 () 万 -大 ( 的 同 号 数 (或 称 为 该 函数 序列 在 
:2 一 《处 的 同 号 数 ), 则 区 间 [c,， 内 函数 记 ( 思 的 零点 数 等 于 下 (do) 一 (0)。 
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证 明 :， 我 们 考虑 当 * 由 @ 连续 地 变化 至 2 时 ， 函 数值 序列 磊 ( 司 ， 户 (，…， 六 -1 
记 (的 的 同 号 数 变化 的 情况 。 由 于 户 ( 中 为 连续 函数 , 所 以 ， 同 号 数 仅 当 《 通 过户 (Z) 的 零点 
时 才 可 能 变化 。 由 于 Jo(ow) 不 变 号 , 故 可 分 为 下 列 两 种 情况 来 讨论 ; 

(iD 三 通过 序列 内 部 某 个 函数 六 (c) (= 一 1 2 …,， wm 一 芒 的 零点 2 的 情况 。 
此 时 ， 由 施 斗 姆 序列 的 性 质 \ 卫 一 ( 细 得 知 , 产 充 分 小 时 ， 只 可 能 出 现 表 10. 革 中 的 两 种 
情况 。 









































表 10.1 
7 aa | 7 | 7 ia) 
二 中 省 ， 半 元- 人 汪 
2 0 一 | 7 -一 0 十 
元 十 7 下 和 | 人 十 


显然 , 无 论 那 种 情况 下 序列 的 同 号 数 均 不 变 。 此 外 , 若 二 为 (cz) 的 重 零点 , 上述 结 论 显然 也 
是 正确 的 。 

(ii) 二 通过 函数 户 (z) 的 零点 Z 的 情况 

此 时 ， 由 施 斗 姆 序列 的 性 质 (T、(3) 、(5) 得 知 , 天 充 分 小 时 ， 只 可 能 出 现 玫 10.2 中 的 两 


种 情况 。 







帮 (9) 





显然 ， 无 论 那 种 情况 ， 当 & 从 Z 一 六 增加 至 2 十 大 时 序列 均 损 失 一 个 同 号 数 。 此 外 , 车 2 为 
记 (z) 的 奇 重 零点 , 上述 结论 显然 也 是 正确 的 。 但 应 注意 2 不 可 能 为 户 (z) 的 偶 重 零点 , 因为 
这 与 施 斗 姆 序列 的 性 质 (1)，(3)，(5) 是 矛盾 的 。 

综 上 所 述 ， 当 二 由 v 连续 地 增加 至 时 89， 序列 大 人， 万 ( 全 万- 访 () 的 同 
号 数 减少 的 数目 应 等 于 区 间 [w， 人 定 
理 证 完 。 

施 斗 志 序 列 的 上 述 性 质 ,在 求解 对 称 三 对 角 型 矩阵 的 特征 值 问题 中 有 重要 作用 。 因为 对 
于 对 称 三 对 角 型 矩阵 , 其 连 次 左上 角 主 子 矩 阵 的 特征 多 项 式 将 构成 一 个 施 斗 妈 序列 。 现在 ， 
我 们 就 来 证 明 这 一 事实 。 

考虑 前 面 由 正 交 相 似 变换 所 求 得 的 对 称 三 对 角 型 矩阵 4,-:。 从 计算 的 方便 和 有 效 考 
虑 ,我 们 可 以 根 定 矩阵 4，;: 是 不 可 约 的 , 即 六 关 0(=2，3, …, m) 。 因 为 车 某 个 训 =0,， 则 可 
将 4 分 为 两 个 三 对 角 型 矩阵 的 直接 和 , 问题 就 化 为 两 个 低 阶 的 特征 值 问题 ,并且 , 其 中 每 
一 个 都 满足 条 件 ， 2 和 大 0。 


四 如 果 a 恰 为 刀 () 的 零点 , 则 应 取 (oa) 之 符号 汪 本 《a) 相反 ， 以 保证 区 间 [w， 各 部 的 零点 个 数 得 以 正确 计 
数 。 同 样 , 当 ? 为 ,ja(A) 之 零点 ,应 使 如 (0) 与 户 -:() 同 号 。 





和 抢 阵 4-: 的 特征 多 项 式 为 : 


CA 
5 Oo 罗 0 
NE (10.3.45) 
。 se D， 
人 
“全 








佑 以 九 ( 人 ) 表 示 上 面 行列 式 左 上 角 的 4 阶 主子 式 ， 用 了 列 式 展开 的 办 法 ， 即 可 得 出 下 列 递 扒 
关系 式 : 
(一 
方 (入 ) 一 Ci 一 入 (10.3.46) 
户 W) 基 、 (C 一 -ai 一 好 户 -3 (和 ) (一 2，3，…， 旨 ) 
其 中 户 ()) 就 是 4: 的 特征 多 项 式 。 多 项 式 序列 
fo ， 廊 (Op 记 -， 太 (CN) 
显然 满足 施 斗 姆 序列 的 条 件 ( 蕊 ，(2) 。 同时 ， 由 于 对 称 抢 阵 的 性 质 ， 六 -+ 的 零点 做 一 必 
定 与 户 ()) 的 零点 》 名 互相 分 隔 地 排列 如 下 (人 参见 [9]): 
< 和 NDS SNMED 坟 <)D<MrD<)MD (=2 3 9) (10.3.47) 
如 果 户 () 有 重 零点 ， 则 和 亦 必 为 fi-:() 的 零点 ， 从 递 推 关 系 式 (10.3.46) 得 知 和 必 
为 ji-s( 和 的 零点 ( 因 % 关 0) 。 如 此 递 推 下 去 , 将 得 出 和 为 尹 \ 必 的 零点 的 结论 , 显然 这 是 不 
可 能 的 。 所 以 ,序列 中 任 一 多 项 式 均 不 可 能 有 重 零点 。 同 样 推理 ， 若 户 ( 人 与 六-:(X) 有 公共 
零点 ,也 发 生 矛 盾 。 即 是 说 序列 中 任何 两 个 多 项 式 均 无 公共 零点 ， 从 而 , 性 质 (3) 得 以 满足 。 
亦 即 分 隔 关系 (10.3.47) 中 只 可 能 出 现 不 等 号 。 
从 关系 式 (10.3.46) 得 知 , 若 . 记 (x) =0， 则 有 : 
ji (》) 二 2 + 4 一 1 ()) 
因而 ,Jsa(X) 与 放 -:( 反 号 , 这 就 是 性 质 ( 约 。 
当 入 充分 大 时 ， 户 (人 ) 一 (一 了 1 ji 一 (一 有 和。 所 以 , 疡 -天 (和 ) 小 于 
零 。 当 入 逐渐 减 小 且 通过 记 (X) 的 最 大 零点 各” 时， 由 于 前 面 的 分 隔 关 系 (10.3.47)， 我 们 
知道 fj -xi(A) 不 变 号 而 访 () 将 改变 符号 ， 即 是 说 户 -O 一 几 一 居 >0。 这 样 ， 
万- 大 () 在 季 处 为 降 函 数 。 此 外 ， 通 过 入 后 户 -: 变 号 而 户 不 变 号 ， 放 有 
万- 各 十 内 (0 史 十 从小 于 零 。 仿 照 前 面 的 讨论 , 同样 可 以 推 知 在 称 处 户 -) 六 () 亦 
为 降 函 数 。 这 样 ， 利 用 连续 性 及 分 隔 关 系 ,， 很 容易 由 大 至 小 地 逐个 说 明 在 记名) 的 零 戌 Ni” 
处 ， 户 -1 亡 ( 人 ) 均 为 降 函 数 。 性 质 \8) 也 得 以 满足 。 所 以 , 我 们 有 如 下 和 定理: 
定理 3.4， 对 于 不 可 约 的 对 称 三 对 角 型 夭 阵 ( 即 所 有 均 不 为 零 者 )， 其 逐次 左上 角 主 
子 矩 阵 的 特征 多 项 式 : 大 () = 了 户 W， 户 人 mw， 户 全 ) 构 成 一 个 施 斗 姆 序列 。 
根据 上 述 定理 和 前 面 已 证 明 过 的 施 斗 姆 序列 的 特性 , 很 容易 证 明 如 下 结果 。 
定理 3.5， 和 矩阵 4,-: 的 大 于 某 个 实数 人/ 的 特征 值 个 数 等 于 由 递 推 关 系 式 (10.3.46) 所 
萌 定 的 多 项 式 序列 {jo()， 广 ( 人 万- 亡 () 在 和 = 人 处 的 同 号 数 了 (ww)。 
证 明 ， 考 虑 区 间 [A， 们 , 其 中 妈 > 和 Xi 是 一 个 充分 大 的 正 数 。 由 于 多 项 式 序 列 中 相 邻 两 
者 在 入 = 大 总 是 反 号 , 故 亚 (人 =0。 这 样 ,， 从 定理 3.3 得 知 , 区 间 [Aw, 信 内 部 请 () 的 零点 数 
就 应 等 于 了 (ui)。 


an weraaieeprr' rr 一 er wer eerracrrinrmm 一 一 人 -ov 一 
二 卫生 全 
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利用 这 个 定理 ,我 们 很 容易 设计 一 个 计算 矩阵 4。: 的 特征 值 的 方法 。 例如 , 我 们 来 求 
4 : 的 由 大 到 小 顺序 排列 的 第 mm 个 特征 值 xn。 

首先 ,我 们 找 出 一 个 区 间 [a, 妇 ， 使 其 包含 xw( 这 一 点 很 容易 办 到 , 因为 4，; 的 全 部 特 
征 值 痢 包 食 在 区 间 [一 max(|2-i| 十 |a| 十 15%1)，max(|5-i| 十 laj 十 al) 门 之 内 )。 然后 ， 


计算 区 间 中 点 4 坟 ” 处 多 项 式 序列 {fo(00，…， 访 0D} 的 同 号 数 斑 (4 )。 如 果 





矿 ( 2” )<m 则 表明 ) 属于 区 间 | c，2 二 ”上 否则 , hm 将 属于 区 间 | -2 二 >，5 |。 这样 ,我 


们 就 可 以 把 包含 kw 的 区 间 缩 短 一 半 。 重复 这 个 过 程 , 直到 区 间 长 度 小 于 某 个 指定 误差 时 ， 
便 得 到 Am 的 近似 值 ( 通 常 取 最 后 一 个 区 间 的 中 点 作为 w) 。 这 一 过 程 就 是 所 谓 的 区 间 分 半 
法 (bisection), 其 收敛 速度 和 数值 稳定 性 均 较 高 ， 对 于 求 少量 几 个 特征 值 是 特别 适宜 的 。 此 
外 , 还 可 利用 计算 过 程 中 的 信息 来 缩短 求 后 面 特征 值 的 初始 区 间 之 长 度 , 使 整个 计算 过 程 得 
到 加 速 。 因 而 ,用 这 一 方法 来 求 大 部 或 全 部 特征 值 , 也 是 很 有 效 的 。 
实际 计算 时 , 由 于 多 项 式 六 (的 值 变化 较 大 , 往往 产生 上 溢 或 下 滋 的 现象 , 使 计算 难以 
进行 下 去 。 为 解决 这 一 问题 ， 最 好 是 引入 新 的 函数 0 一 户 人 VC=T 2 9 
此 时 , 递 推 公式 (10.3.46) 变 为 
「 oa (入 ) 一 Ci 一 入 
9i( 和 ) 一 (6 一 入) 一 六 [gai(A) (一 2，3，…，m) 
显然 ,关心 应 等 于 9 G=1 2 …， 中 中 大 于 零 的 个 数 。 因而 ， 我 们 只 需 每 次 按 递 
推 公 式 (10.3.4) 计 算 一 下 9 内 的 数值 即 可 判断 要 求 的 特征 值 属 于 哪 一 个 区 间 ， 整 个 计算 
过 程 便 可 进行 下 去 。9%(M) 的 数值 通常 不 太 大 , 所 以 不 会 产生 上 溢 的 问题 。 但 是 ,在 计算 过 
程 中 可 能 出 现 某 个 %(X) 为 零 的 情况 ， 此 时 ， 我 们 可 用 一 个 正 的 小 量 mins~2 4 为 计算 机 
的 字 长 ) 去 代 蔡 它 , 使 计算 继续 下 去 。 这 样 作 将 保证 qi) <0, ga) ~cas 一 人。 这 与 实 
际 情况 是 符合 的 , 因而 , 不 会 影响 求 得 结果 的 精度 。 
此 外 , 如 果 总 共 要 求 计算 8 个 相 邻 特征 值 ,最 好 是 由 大 至 小 顺序 地 求 出 , 并 用 28 个 单元 
记录 计算 中 间 过 程 所 得 到 的 这 些 特征 值 上 下 界 的 信息 , 以 缩短 整个 计算 过 程 。 
对 于 前 节 的 三 对 角 化 方法 所 作 的 严格 误差 分 析 表 明 ( 见 [9] 及 [6] 卷 I)， 若 采用 标准 浮 
点 运算 ， 三 对 角 化 所 求 得 的 抢 阵 4,-: 的 准确 特征 值 与 原来 怎 阵 和 的 特征 值 间 的 最 大 误差 
21 将 满足 如 下 不 等 式 ; 








(10.3.48) 


os 了 交 


其 中 方 几 全 3.2n5/ 2。 

然而 , 应 该 指出 , 某 些 实际 计算 的 结果 表明 误差 并 没有 那样 大 , 一 般 说 来 最 大 误差 si 仅 
为 2 人 4-i。 即 是 说 绝对 值 较 大 的 特征 值 只 有 最 后 少数 儿 个 二 进 制 位 上 有 误 关 。 

对 于 区 间 分 半 法 所 作 的 严格 误差 分 析 (\ 见 L9]) 表 明 ,， 若 采用 标准 浮 点 运算 ， 则 按 区 间 分 
半 法 进行 足够 多 次 分 半 后 ， 求 得 的 特征 值 与 4,-i 的 准确 特征 值 间 的 最 大 误 善 ss 满足 如 下 
不 等 式 ; 

ss| 入 0.2 4 

其 中 p 为 常数 ,大 小 是 10 左右 。 

比较 si 与 ss 的 上 界 可 以 看 出 ,一 般 来 说 ,三 对 角 化 过 程 的 误差 是 主要 的 ,区间 分 半 过 程 


sai 
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的 误差 仅 占 次 要 地 位 。 当 ?很 大 时 , 更 是 如 此 。 

区 间 分 半 法 的 计算 程序 见 本 章 最 后 所 附 的 程序 四 。 

求 得 4,-: 的 特征 值 后 , 可 以 采用 反 圭 法 来 求 相应 的 特征 向 量 。 反 笑 法 的 计算 过 程 已 在 
10.3.3 节 中 讨论 过 。 这 里 不 同 的 是 矩阵 是 对 称 三 对 角 型 ， 计算 过 程 相 应 地 比较 简单。 因而 ， 
直接 给 出 算法 语言 程序 ( 见 本 章 最 后 所 附 的 程序 五 )。 

(三 ) 化 对 称 带 状 矩阵 为 三 对 角 型 

实践 中 经 党 遇 到 对 称 带 状 生 阵 的 特征 值 问题 。 如 果 使 用 前 两 节 的 方法 求解 它 它们 ， 由 于 
不 能 利用 带 型 这 一 特点 , 将 浪费 很 多 运算 量 及 存储 量 ， 因 而 ， 有 必要 提出 特殊 的 方法 。 这 里 
采用 的 方法 是 先 用 一 系列 平面 旋转 抢 阵 构成 的 正 交 相 似 变换 , 在 保持 其 带 状 特点 的 前 提 下 ， 
将 矩阵 化 为 三 对 角 型 。 然 后 用 前 面 的 区 间 分 半 法 和 反 宕 法 来 求 其 特征 值 和 特征 向 量 。 

现在 来 具体 说 明 如 何 用 一 系列 形 如 (10.3.10)( 令 9= 岂 的 特殊 旋转 变换 将 带 型 对 称 算 
阵 4 化 为 三 对 角 型 。 为 了 理解 方便 , 首先 以 如 下 10 阶 7 对 角 线 矩阵 为 例 ( 由 于 对 称 , 只 列 出 
其 上 三 角 部 分 ): 


(10.3.49)》 





- 第 一 步 , 用 旋转 矩阵 Vss(pi) 按 (10.3.10) 式 ( 令 9= 一 90) 进行 变换 ， 并 选择 办 使 变换 
后 的 元 素 徊 为 零 ( 由 于 q 包 = 一 aasin pi 十 al4c0891, 故 只 需 令 ctg 入 一 qia/al 即 可 )。 变 换 
后 第 3 行 第 7 列 处 将 出 现 一 个 非 零 元 素 91( 见 (10.3.49) ), 其 他 元 素 仍 保持 在 原来 的 非 零 
带 内 。 为 了 保持 矩阵 的 带 型 特点 ， 百 用 平面 旋转 抢 阵 yer\ps) 进行 一 次 变换 , 并 按 同样 办 法 
选择 wa， 使 元 素 9i 化 为 零 。 这 时 ， 又 将 在 第 6 行 第 10 列 处 产生 一 个 非 零 元 素 ga。 再 用 平 
面 旋转 矩阵 ws,lio(ya) 进 行 变 换 ， 便 可 将 此 元 素 消 去 。 这 样 就 完成 了 把 元 素 aaa 化 为 零 的 变 
换 过 程 。 类 似 地 , 再 用 乍 阵 Jss(p4)， 将 元 素 as 化 为 零 并 将 出 现在 第 2 行 第 6 列 , 第 5 行 第 
9 列 处 的 元 素 顺 次 消去 , 就 完成 了 化 aas 为 堆 的 变换 过 程 。 此 时 , 矩阵 的 第 工行 已 成 为 要 求 
的 三 对 角形 状 。 同 样 对 第 2 行进 行 变 换 ( 此 时 第 工行 的 形状 将 保持 不 变 ), 如 此 继续 下 去 , 最 
终 得 出 要 求 的 三 对 角 型 矩阵 。 这 就 是 所 采用 的 特殊 旋转 变换 过 程 。 
如 果 邱 阵 入 是 2m 十 1 对 角 型 窍 阵 (2m 十 1< 中， 即 其 元 素 or 满足 下 列 关 系 : 
auj 一 0， 当 14 一 省 > 和 
假定 其 前 M 一 工行 已 变换 为 三 对 角 型 ,那么 , 变换 第 7 行为 要 求 形 式 的 运算 过 程 将 如 表 10.3 
所 示 。 
从 表 10.3 可 以 看 出 ， 每 次 变换 仅 有 相 邻 两 行 和 两 列 发 生变 化 ,并 且 消除 非 零 带 内 每 
一 个 元 素 的 第 一 次 变换 与 其 后 附加 的 变换 在 格式 上 是 完全 统一 的 。 仅 是 决定 旋转 角 的 关系 
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表 10.3 
SC 第 一 个 出 现在 带 外 | 消除 9 所 需 的 附加 
了 行 需 消 去 的 元 素 第 次 变换 矩阵 的 非 零 元 9 的 位 置 变换 矩阵 
Ch 和 大 Ji 十 同一 1， 9 十 天 二 m(9) 
十 8 一 1 9 十 X 十 人 
其 中 8 一 和 了 一 1 2 JrtyH6(OD) we 2 ] 
目 和 7K<cy 9 ss 岂 9? 9 7 


式 稍 有 差别 。 对 于 第 一 次 变换 , 旋转 角 2 由 下 式 确定 : 
Cr1 ,TH8COS 0DD 一 Cj 一 1 Sin 和 一 0 (10 .8 .50) 
对 于 其 后 的 附加 变换 , 2 角 由 下 式 决 定 ， 
8 CO08 0 一 CjH+8A(KI) 放 一 ， 了 十 亢 十 有 全 一 工 sin y 一 0 (we-l 2， [鄙人 |) 


考虑 到 这 一 差别 后 , 很 容易 把 各 次 变换 在 程序 中 统一 起 来 。 
上 述 过 程 相当 于 求 得 一 个 正 交 和 抑 阵 丫 ， 使 得 : 
专人 

刀 -=Tr4T-= 由 


四 和 
二 0， CO 

其 中 矩阵 站 就 是 逐次 变换 矩阵 (Oo) 的 乘积 。 我 们 可 以 用 前 面 讨 论 过 的 区 间 分 半 法 和 反 
宪法 求 出 矩阵 必 的 特征 值 x 及 相应 特征 向 量 xi。 那么 w 一 六 .2 就 是 原来 矩阵 和 相应 于 
特征 值 ks 的 特征 回 量 。 

这 里 讨论 的 将 带 状 对 称 和 矩阵 化 为 三 对 角 型 的 方法 ， 用 来 求 带 状 对 称 扼 阵 的 特征 值 和 特 
征 向 量 是 非常 有 效 的 。 如 果 我 们 把 每 一 行 需要 化 为 零 的 元 素 os 的 个 数 近似 地 认为 是 
(mm 一 1)， 每 一 个 元 素 所 需 的 附加 变换 数目 大 约 是 (一 分 /m， 因 而 ， 化 为 三 对 角 型 所 需 完成 
的 总 的 变换 数 W 将 满足 如 下 不 等 式 : 

放 和 过 02 (和 一 ) /2 
每 次 变换 所 需 完成 的 乘法 运算 量 大 约 是 8m 十 13 次 。 因而 , 总 的 乘法 量 Wo。 应 满足 不 等 式 ; 
Nan<n2. (和 一 (4 十 6.5/ 和 mn) 

当 mm<m 时，Ww 仅 是 风 的 数量 级 , 故 方法 所 需 的 运算 量 是 很 少 的 。 

此 外 , 误差 分 析 的 结果 表明 , 通过 计算 所 得 的 矩阵 必 的 准确 特征 值 六 与 原来 矩阵 航 的 
准确 特征 值 Xe 满足 如 下 关系 ( 见 [0]pp. 279): 

72 一 荆 


写 (14 一 人) NH/3 
(二 作证 委 ]12.2m8[2 (1 十 6GX2 多 7 


自然 ， 实际 计算 的 误差 远 比 上 式 中 的 小 。 所 以 ， 可 以 认为 由 与 和 一 般 来 说 是 非常 接近 的 。 
总 之 ,上 面 介 绍 的 方法 无 论 其 在 运算 量 和 精确 度 方面 都 是 较 好 的 。 对 于 带 状 对 称 矩 阵 , 这 是 
目前 较 好 的 方法 之 一 。 

这 个 方法 的 算法 语言 程序 见 本 章 最 后 所 附 的 程序 六 。 
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10.3.6 广义 代数 特征 值 问题 4z 一 Be 的 解法 


我 们 现在 讨论 无 阻尼 自由 振动 问题 以 及 其 它 有 关 回 题 中 所 提出 的 广义 代数 特征 值 问 
题 ， 4z=X 和 Br。 通 常 ， 乍 阵 4, 如 均 为 对 称 抢 阵 , 并 且 , 如 是 正定 抢 阵 。 我 们 分 为 两 种 情 
形 来 进行 讨论 , 一 种 情况 是 4 盘 , 怒 均 为 阶 数 不 很 高 的 所 谓 -” 满 矩阵 "的 情况 , 此 时 , 矩阵 4 和 
妃 的 元 素 通常 是 逐个 地 存储 在 计算 机 的 内 存 中 的 。 另 一 种 情况 是 4, 灵 均 为 阶 数 很 高 的 
所 谓 “稀疏 矩阵 ， 其 元 素 一 般 可 以 用 简单 的 运算 来 产生 ， 因 而 无 须 将 它们 存 起 来 ,在 不 能 用 
简单 运算 产生 时 ,通常 也 只 能 将 符 阵 的 非 零 元 素 存 放 于 内 存 。 两 种 情况 下 所 使 用 的 方法 是 
不 同 的 。 

(一 ) 满 矩阵 的 情形 

由 于 此 时 和 拖 阵 4, 如 的 元 素 ( 无 论 它 是 否 为 零 ) 是 逐个 地 存在 内 存 中 的 ,所 以 , 可 使 用 对 
和 矩阵 盘 , 如 本 身 进 行 变换 的 方法 。 例 如 , 由 于 召 是 正定 矩阵 ， Re 
为 下 三 角 型 罕 阵 聊 与 其 转 置 息 阵 了 7 的 乘积 (参见 8$8.1)。 

召 = 克 . 天 (了 为 非 奇 下 三 角 型 矩阵 ) 
因而 有 : 

4z= 和 7 .17 

或 者 : - 
(Zr-147-7) (IO = 入 (OOD)， 隐 邢 一 (207 (10.3.51) 
由 上 和 式 可 知 , 广义 代数 特征 值 问题 4z=XBeux 的 求解 可 以 化 为 对 称 矩 阵 工 = 4 一 的 
特征 值 问题 。 移 阵 二 的 特征 值 x 就 是 要 求 的 特征 值 , 算 阵 工 的 特征 向 量 2 左 乘 以 矩阵 
了 就 是 要 求 的 特征 向 量 w 一 友 zi。 

实际 计算 时 ， 我 们 通常 将 和 矩阵 4 和 了 允 的 上 三 角 部 分 以 按 和 行 排列 顺序 存放 于 场 4, 号 
[L:w( 十 芒 /2]。 计 算 的 第 一 步 是 分 解 和 矩阵 吾 ， 将 求 得 的 2 按 同样 方式 存 于 场 B。 第 二 步 
是 解 方程 式 ， 下 ,Li = 4, 求 得 的 解答 下 =4。- 的 下 三 角 部 分 (注意 ， 以 后 的 计算 只 需 用 
到 下 的 下 三 角 部 分 ) 按 列 排列 存放 于 场 4。 第 三 步 是 解 方程 式 ， 卫 工 =- 民 求 出 的 解答 : 
7 了 = 二.4. 一 的 上 三 角 部 分 按 行 排列 存放 于 场 4。 第 四 步 就 是 引用 前 述 的 任 一 种 解 对 
称 和 矩阵 特征 值 问题 的 程序 , 求 出 矩阵 二 的 特征 值 xs 及 特征 向 量 z。 最 后 , 解 方程 式 Ce= 
2 即 得 出 要 求 的 结果 Wi。 

上 述 方法 一 负 说 来 精度 是 很 高 的 ; 导 其 它 方法 比较 ,工作 量 也 较 小 。 但 是 ,应 该 指 由, 当 
矩阵 如 对 求 道 来 说 是 "病态 和 下 阵 时 ， 此 法 精度 差 一 些 ( 这 种 情况 在 矩阵 阶 数 不 高 时 较 少 遇 
到 )。 

按照 这 个 方法 把 广义 特征 值 问题 4z = 和 XBz 化 为 普通 的 特征 值 问 题 的 算法 语言 程序 见 
本 章 最 后 所 附 的 程序 七 。 

还 有 一 种 较为 简单 的 办 法 也 可 用 来 解 广义 代数 特征 值 问题 4z = 和 Bw。 其 过 程 归结 为 

次 使 用 旋转 法 。 
首先 用 旋转 法 求 得 矩阵 如 的 全 部 特征 值 w 和 特征 向 量 六 。 于 是 我 们 有 : 
呈 一 下 万 天 


其 中 站 为 特征 向 量 列 记 所 构成 的 正 交 和 挎 阵 ， 妃 为 对 角 型 卸 阵 ,，diag(Aa，Ha， …，A)。 
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然后 , 按 上 式 代 替 召 ， 我 们 有 : 
4z=AFDrz 
因为 几 >>0, 所 以 ; 妨 = /万 ， V 万 。 wv 刀 = diag (VAn 5 w/jn)。 于 是 ,上 式 可 写 为 : 
AMV 万 -rz4TF /万 -(V 有 万 rz)=XV DTro) 
再 对 抢 阵 了 = /万 -1T7z747/ 万 于 使 用 一 次 旋转 法 ， 求 出 其 全 部 特征 值 xX 和 特征 向 量 
2 那么 ,和 和 = 了 了 /万 -z 就 是 要 求 的 结果 。 

这 一 方法 的 工作 量 较 前 面 讨论 过 的 方法 大 一 些 , 所 需 存储 量 也 较 大 , 但 程序 简单 , 数值 
稳定 性 较 好 (精度 较 高 ), 也 是 一 种 可 取 的 方法 。 特别 是 当 和 矩阵 吾 对 求 逆 是 “病态 ”的 情况 
(此 时 和 矩阵 九 的 某 些 对 角 线 元 很 小 ), 特征 值 k 中 的 某 些 (例如 , 中 等 大 小 者 ), 仍 能 较 准 确 地 
求 得 。 这 是 前 一 方法 所 不 及 之 处 。 

最 后 , 还 应 指出 , 车 矩阵 召 是 正 半 定 的 , 前 面 两 种 方法 将 失效 。 这 种 情况 也 有 专门 的 处 
理 方法 ,不 过 , 由 于 它 在 实践 中 出 现 的 机 会 少 一 些 , 我 们 不 再 涉及 。 有 兴趣 的 读者 可 以 参阅 
[15，16j 。 

(二 ) 高 阶 稀 芍 低 阵 的 情形 

这 是 实践 中 最 常 遇 到 的 情况 。 例如 ,用 有 限 元 法 或 有 限 差 分 法 求解 弹性 结构 的 振动 问 
题 时 , 矩阵 4 和 允 的 阶 数 可 以 高 达 几 千 阶 , 而 其 非 零 元 素 往往 只 有 19% 左右 。 这 类 问题 的 
主要 困难 在 于 阶 数 太 高 ， 目 前 的 计算 机 无 论 从 速度 与 存储 容量 方面 都 不 能 满足 使 用 适合 于 
低 阶 情况 的 方法 来 直接 求解 它们 的 要 求 。 因 而 必须 采取 特殊 的 方法 。 这 里 选 出 少量 方法 来 
作 一 些 简 单 介 绍 , 详细 情况 读者 可 以 参阅 [17, 18, 19]。 

(1 区 间 分 半 法 

这 一 方法 适用 于 矩阵 4 和 允 均 为 带 型 且 马 为 正定 矩阵 的 情况 。 其 基本 思想 与 前 面 讨 
论 过 的 求 对 称 三 对 角 型 抢 阵 特征 值 的 区 间 分 半 法 类 似 。 

我 们 知道 ， 若 书 为 任意 实 对 称 和 矩阵 ， 则 其 逐次 左上 和 角 主 子 抢 阵 的 特征 值 之 间 有 形 如 
(10.3.4) 的 分 隔 关 系 。 如 果 这 一 分 隔 关 系 中 只 有 不 等 号 出 现 , 那么 , 对 称 三 对 角 型 矩阵 的 
结论 ( 见 10.3.5 节 的 定理 3.4， 定理 3.5)， 对 于 和 矩阵 五 仍然 是 成 立 的 。 即 是 说 ， 此 时 和 矩阵 
书 大 于 某 个 实数 闵 的 特征 值 个 数 应 等 于 序列 ;Po(up) = 二 玉 (A) 一 Da 一 凡 …，Po-i(p)， 
Dr (1) 一 det( 尼 一 A 太 的 同 号 数 。 其 中 mr(1D) 为 det( 天 一 AD) 的 左上 角 守 阶 主子 式 。 

紫外， 前面 已 经 证 明 当 鸭 为 正定 矩阵 时 ，det(4 一 人 召 ) =0 的 根 与 对 称 矩 阵 书 = 克 -+ 
4.7-7 的 特征 值 是 相同 的 。 所 以 , 求 出 对 称 和 矩阵 书 的 特征 值 便 得 到 所 要 求 的 结果 。 这 样 ， 
就 完全 可 以 按照 三 对 角 型 矩阵 的 区 间 分 半 法 来 计算 广义 特征 值 问题 4z=XBx 的 特征 什 
)。 自然 , 如 果 直 接 算 出 矩阵 已 然后 计算 序列 pe( 由 ，mP (0 ，…， mr(O) 的 同 号 数 , 进而 确 
定 特征 值 所 在 区 闻 等 等 , 是 会 遇 到 很 大 困难 的 。 因为 矩阵 已 = 思 -+.4.Z: 一般 来 说 是 满 卸 
阵 ,计算 机 的 内 存 将 容纳 不 下 。 利 用 如 下 结果 , 可 以 顺利 地 解决 这 一 问题 。 

定理 3.6， 如 果 罗 为 正定 矩阵 , 则 det(4 一 X 召 ) 的 逐次 左上 和 角 主 子 式 det( 4 一 人 B.) 的 
符号 , 与 det( 己 -- 和 站 的 逐次 左上 角 主 子 式 pv,() 的 符号 相同 。 

证 明 ， 因 为 矩阵 至 是 正定 矩阵 , 故 有 如 下 分 解 式 ; 

瑟 = 友 Fr 





可 将 卫 按 下 列 形式 分 蕉 ， 














直接 验证 容易 得 知 ， 
有 ,= 了 7Z7 (至 ,为 召 的 左上 角 7 阶 主子 块 ) 
(人 
和 了 
娓 = ( 司 , 4 分 别 为 矩阵 下 及 44 的 左上 角 了 阶 主子 块 ) 
于 是 ,我 们 有 : 
det(4, 一 入 玉 .] = det(2[ 克 14.777 一 入 人 门 1) = (qdet 克 )2det( 一 入 站 

由 于 第 一 项 便 正 , 所 以 , det(4, 一 人 有 8.) 与 det( 忆 -一 X 了 了) 司 号 。 

根据 这 一 结果 , 我 们 只 需求 出 序列 {det(4. 一 / 玉 .)}-: 的 符号 , 即 可 判定 对 称 和 矩阵 吻 因 
而 问题 4z= 和 Ba 的 大 于 凡 的 特征 值 个 数 ， 区 间 分 半 法 就 可 以 进行 下 去 。 由 于 和, 台 均 为 
带 型 , 求 出 det (4 一 / 避 .) 的 符号 比较 容易 , 而 且 , 仅 用 内 存 也 可 处 理 很 高 阶 的 情况 。 这 就 使 
得 区 闻 分 半 法 能 够 有 效 地 解决 高 阶 问 题 。 

一 般 采 用 局 部 列 主 元 者 消去 法 来 求 出 序列 {det(4. 一 Al }j>-: 的 符号 。 为 叙述 方便 起 
见 , 我 们 假定 抢 阵 4, 召 的 带宽 均 为 2m 十 1， 并 认为 其 元 素 可 以 用 简单 公式 产生 或 已 存 误 
至 外 存 可 以 随时 按 行 取 入 内 存 ， 且 内 存 可 以 存放 么 十 1 行 以 上 的 非 零 元 素 ， 即 其 容量 大 于 
(mm 十 X (2m 十 也。 此 外 ,用 \, 7 表示 处 于 内 存 第 《 行 第 7 列 处 的 元 素 。 

首先 ， 把 4 一 / 吕 的 前 启 十 1 行 调 入 内 存 ， 并 用 局 部 列 主 元 素 消 去 法 将 其 消 为 上 三 角 
型 。 具体 来 说 , 先 考 察 |(2, 刀 | 即 1csz 一 wps 是 否 大 于 | 巧 1 即 | 一 Abii|， 若 大 于 ,由 
交换 一 、 二 两 行 ,然后 将 元 素 (2,，1) 消去 。 这 样 ， 二 阶 主子 式 的 符号 即 可 得 出 (应 考虑 进行 交 
换 后 行列 式 改变 符号 ) ， 第 二 行 就 消去 了 。 对 于 第 三 行 消去 时 ， 先 比较 |csa 一 bai| ( 即 
1 (3, 巧 |) 与 |ca 一 oa| 的 大 小 并 作 必 要 的 行 交 换 和 消去 元 素 (3, 蕊 ; 然后 再 比较 元 未 
(2, 2 与 元 素 (3, 2 之 大 小 决定 是 否 要 交换 二 、 三 两 行 , 并 消去 (3, 纪元 素 。 这 时 三 阶 主 子 
式 之 符号 也 已 求 得 , 第 三 行 也 就 消去 了 。 如 此 继续 对 每 一 行进 行 消去 , 直至 吧 十 1 行 消去 完 
毕 , 人 十 二 阶 主 子 式 的 符号 就 算 求 得 。 

从 邑 十 4 行 起 , 每 行 的 消去 按 如 下 步骤 进行 : 

(将 内 存 中 的 全 部 叹 十 工 行 元 素 向 上 移 一 行 ， 回 左 移 一 列 (即使 得 (2, 2) 元 素 处 于 
(十 蕊 元 素 的 位 置 )。 

(ii) 调 入 办 十 2 行 (或 紧 接 于 内 存 最 未 行 之 后 的 行 ) 至 内 存 么 十 行 位 置 上 。 

(iii) 车 元 素 (m 十 二 切 按 模 大 于 元 素 ( 和 分, 则 交换 勾 十 工行 与 第 4 行 。 

(iv) 用 第 4 行 消去 么 十 工行 的 第 了 列 元 素 , 即 消 去 元 素 (m 十 二 轨 。 

对 于 4= 1 2,，…，, 和 重复 (证 ) (iv)， 即 将 调 入 的 么 十 2 行 (或 紧 接 于 最 后 的 行 ) 消 去 完 
毕 。 此 时 有 : 

Sign Donts(1) 一 (一 了 YeSvsign (waHumi) 

其 中 广 为 消去 驭 十 2 行 中 的 交换 次 数 ,有 为 前 一 子 式 的 符号 , an+um+i 为 消去 完毕 后 (mm 十 二 
叹 十 1 位置 上 的 元 素 。 


[一 Lavaeereewasers worwreemms eeerrrwrerrres 一 weareoorrrem - ~ 一 …- " 
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显然 , 按 上 述 格式 进行 消去 , 无 论 阶 数 m 有 多 大 , 内存 中 一 般 只 需 (m 十 了 (mm 十 2) 个 工 
作 单 元 。 因 而 , 其 节省 存储 量 的 优点 是 十 分 显著 的 。 此 外 , 所 需 运 算 量 也 较 少 ,大约 仅 需 完 成 
2m 和 mx 及 x 次 乘法 ，WR 为 要 求 的 根 的 个 数 ， 石 为 每 根 的 迭代 次 数 。 当 公 远 小 于 网 时 ， 
其 运算 量 也 较 节 省 。 这 个 方法 的 精确 度 一 般 也 较 高 ， 并 且 不 受 卸 阵 如 对 求 送 病 态 的 影响 。 
其 使 用 上 也 较 灵 活 , 求 各 特征 值 时 互 不 依赖 等 等 。 因 而 , 是 一 个 可 行 的 方法 。 

然而 , 使 用 上 述 方法 不 能 同时 求 得 特征 向 量 , 必须 在 求 得 特征 信 后 ， 再 用 反 寡 法 ( 详 见 后 
面 ) 求 其 相应 特征 向 量 。 这 是 这 个 方法 的 缺点 之 一 。 另 外 , 如 果 逐 次 左上 角 主 子 式 中 有 一 些 
为 零 , 特别 是 相 邻 几 个 主子 式 同 时 为 零 时 , 计算 会 发 生 困 难 。 不过, 由 于 抢 阵 元 素 本 喘 及 计 
算 过 程 中 舍 入 误差 的 存在 , 通 第 很 少 遇 到 这 种 情况 。 

《2) 反 笑 法 

我 们 知道 ,广义 特征 值 问 题 4z=A 和 Etw 可 以 写 为 等 价 形式 

PVy=7-147-TCLIZ) = 和 CIC) 一 2 
如 果 知 道 某 个 特征 值 的 近似 值 内 ， 则 用 反 宪 法 求 其 相应 特征 向 量 的 欠 代 公式 可 写 为 ， 
( 一 UL 站 2 一 0zH20D (5 一 0， |， 2 ev ) 
其 中 ges3 为 某 个 比例 因子 , 将 其 引入 的 目的 在 于 使 jxsz| 不 致 过 大 。 
将 上 式 中 的 五 及 2 还 原 为 4, 号 及 沁 , 我 们 就 得 出 如 下 反 宪 法 的 欠 代 公式 : 
(4 一 1 有) Vit 一 gt (一 0, 王 2，…) 

用 反 震 法 求 特 征 向 量 需 要 每 步 解 一 个 代数 方程 组 ， 由 于 和 抢 阵 4 和 了 呈 都 是 高 阶 的 稀 朴 
矩阵 , 我 们 可 以 使 用 本 书 第 一 章 中 所 讨论 的 一 些 方法 求解 , 以 节省 运算 量 和 提高 能 够 处 理 的 
阶 数 。 如 果 近 似 值 人 的 误差 不 大 , 一 般 和 迭代 少数 几 次 就 能 获得 绪 果 , 这 一 点 与 前 网 
反 宪 法 是 相同 的 。 

如 果 不 知道 特征 值 的 近似 值 ,我 们 也 可 以 用 逐次 的 和 迭代 回 量 去 估计 一 个 近似 值 , 而 将 迁 
代 过 程 改 为 如 下 形式 : 

(i ) 任 选 一 个 初始 向 量 Z4 

(让 ) 将 Ye) 归 一 化 ,即使 得 2… 满足 ; 

并 帮办) E 1 
(iii) 计算 jir 一 OZ 
(iv) 解 下 列 方程 组 求 出 Z 
(4 一 几 尼 )VZ0iD 一 gp 

(v) 进行 收 伍 条 件 检验 。 若 未 收敛 , 则 以 人 代替 2 重复 ( 动 ，(i 起 ，(iv)。 

可 以 证 明 上 述 方程 中 ju 收敛 于 某 个 特征 值 ， Z… 收敛 于 相应 特征 向 量 。 这 一 方法 又 称 
为 瑞 利 (Rayleigh) 商 迭 代 法 。 其 收敛 速度 较 快 ,一般 来 说 , 它 是 立方 收敛 的 。 即 如 果 心 与 
某 个 特征 值 x 之 关 为 048) 级 小 量 , 则 Us 与 和 之 关 为 06 级 的 小 量 。 但 是 , 这 一 方法 的 
计算 量 还 是 较 大 的 , 并 且 比 较 难 于 控制 Arx 收敛 于 某 个 需要 求 出 的 特征 值 ， 因 为 预先 无 法 知 
道 初始 向 量 应 该 怎样 选 了 到。 此外, 大 已 求 得 一 个 特征 铅 量 , 以 后 的 初始 回 量 及 逐次 迭代 疝 量 
必须 与 其 召 - 正 交 才 能 保证 求 得 新 的 特征 向 量 ， 这 样 也 会 增加 许多 运算 量 和 存储 量 。 因而 ， 
这 一 方法 的 实际 使 用 效果 将 受到 较 大 限制 。 

目前 , 反 磊 法 使 用 于 广义 特征 值 问题 上 最 成 功 的 形式 是 所 谓 同 时 反 ( 笑 ) 和 迭代 法 、 即 对 乱 
阵 尼 4 进行 同时 反 迭 代 ( 人 参见 10.3.3 节 第 3 段 )， 每 步 保持 迭代 向 量 的 怒 - 正 交 性 , 其 具 
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体 计算 步骤 如 下 ; 
(a) 任 取 9x2 和 扼 阵 下 o( 其 列 为 刀 - 正 交 归 一 向 量 ) 为 初始 抢 阵 。 
(pb) 解 方程 组 : 
人 和 一 到 
求 出 矩阵 了 x+io 


(c) 计算 Cx+i 一 了 1 用 ， 了 了 2:: 及 1 了 1 一 了 5 ]4a 
(d) 解 2 阶 广义 特征 值 问题 ; 
理 本 Ge 一 Cr 人 pkil 
求 出 gx2 矩阵 si 及 对 和 角 线 宇 阵 yi。 
(e) 计算 &+ 工 次 近似 解 四 sa: 
及 7j+1 一 4 
对 于 8 =0, 1， 2 …, 重复 (b) 人 ~(e), 直至 及 xz 收 伍 为止。 于: 之 各 列 即 为 要 求 的 特征 向 
量 ,2z 之 对 角 线 元 即 为 相应 的 特征 值 。 一 般 来 说 , 可 用 (10.3.5) 式 的 方法 或 用 两 次 雅 可 比 法 
求解 \ 册 , 若 求 了 个 最 小 的 特征 值 及 相应 的 特征 向 量 , 可 令 2=min(2， /十 8)。 通 党 此 法 效果 
《3) 极 小 化 法 
广义 代数 特征 值 问题 4 = 人 Eu 的 求解 与 求 其 相应 和 利 (Rayleigh) 商 函数 
J= (Chow 2)/(Bz zz) 
的 极 小 值 和 极 小 化 向 量 问题 是 等 价 的 ( 见 [第 十 章 $7)。 因而 ， 可 以 使 用 求 函 数 极 小 值 的 
方法 来 计算 要 求 的 特征 值 和 特征 向 量 , 基于 这 种 思想 的 方法 , 统称 为 极 小 化 方法 。 目 前 已 经 
提出 了 一 些 这 一 类 的 计算 方法 ， 这 里 仅 举 量 其 中 一 种 条 说明 这 些 方法 的 特 所 ， 详细 的 讨论 ， 
读者 可 以 人 参阅 [19] 。 
我 们 知道 ， 对 于 求解 对 称 正 定 矩 阵 的 线性 代数 方程 组 4z=&， 共 轰 斜 量 法 是 一 个 有 效 
的 方法 。 在 那里 , 要 求 极 小 化 的 二 次 函数 是 


， | 7 -于 zz4z 一 2 
其 计算 步骤 为 (参阅 本 书 88.2): 
(i 1) 任 选 一 个 初始 回 量 wo 计算 出 函数 了 在 Yo 处 的 梯度 ro 并 令 2o 一 ?oo。 
(ii) 按 如 下 的 公式 从 “次 近似 向 量 we 计算 出 4 十 1 次 近似 向 量 Za 
Vi 一 禾 :十 0 2 
Yi 一 一 gradj 丰 -一 0 一 4Zia 
41 一 Yi41 十 1 
其 中 ae， Ap 由 分 别 使 了 在 wii 达 极 小 值 以 及 所 谓 共 生 关 系 来 确定 。 
(这 ) 对 于 ?= 二 2 …。 重 复 (i), 直 至 mm 二 0， 则 :为 所 求 的 解 回 量 。 
上 述 共 斩 斜 量 法 的 计算 格式 已 被 推广 至 非 二 次 函数 的 情况 ,并 取得 很 好 效果 。 妆 
J =-2T4Z/w Du 时 , 自然 亦 可 建立 类 似 的 计算 格式 , 由 于 此 时 ; 
gradr 一 二 (4 一 /有 xz) 


其 中 风 为 函数 了 在 点 2 的 值 。 故 梯度 方向 与 如 下 剩余 向 量 一 致 
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f 一 4 一 /Br 
如 果 我 们 采取 简化 办 法 计算 mm，B!( 即 不 去 求 使 7 在 zs 上 达 极 小 的 准确 mw， 及 精确 满 
足 共 氏 关 系 式 的 BE: 值 , 而 用 一 种 简化 公式 代替 之 ), 我 们 就 可 以 把 计算 公式 写 为 : 
(i ) 选取 一 个 初始 问 量 Zo,， 并 令 : 
Lo 一 0 Oo]/N1 到 wo 
Yo 一 4Zo 一 /ioBazo 











22o 一 Yo 
ee 是 一 2 
] 芽 起; 一 一 -一 一 一 -一 一 一 一 
( ) 计算 q 中 十 \/ 才 
_2rPBp 22 ”21 
其 中 : | 9 Yi 2 0712 1 
工 ， 了 


(这 ) Vi 一 十 2 

《iy) n+i 一 Of/ 2110ia 

(TY ) Yi 一 Zi 一 Hivil 

(Vi) Bi 一 GIF 2 一 9 十 Qi 

(Vi 对 于 4 一 0 二 2 …。 重 复 (ii~ Vi, 直至 收敛 为 止 。 此 时 ， 风 及 即 要 求 的 相应 
区 果 。 

上 述 的 极 小 化 方法 一 定 条 件 下 将 收敛 至 最 小 特征 值 入 及 相应 特征 向 量 g。 如 果 还 需求 
出 其 它 的 特征 值 , 则 应 将 函数 了 改 为 下 列 形式 ,并 依 此 类 推 : 

太一 2TDT4D1]ZT1TPDw 

其 中 , 乡 = Tonr. 已 /wBp。 或 者 , 附加 以 正 交 性 条 件 , 变 为 约束 极 小 值 问题 来 处 理 。 

第 (vi 中 计算 B 的 公式 还 可 以 换 为 如 下 更 复杂 一 些 的 形式 : 

B= -2 4 一 HB)1UVOT 一 si 有)1 

此 时 , 收敛 速度 将 有 所 提高 。 但 因 (vi 中 的 公式 简单 ,也 是 可 取 的 。 

从 上 述 讨 论 可 知 ， 极 小 化 方法 的 每 一 步 需 要 完成 的 主要 工作 为 4z 或 z 类 型 的 运 
算 。 由 于 4 妃 的 非 零 元 素 可 以 临时 产生 或 放 在 外 存 , 内 存 中 则 不 需要 存放 4, 召 的 单元 。 
因而 , 利用 这 些 方法 是 可 以 在 中 小 型 计算 机 上 解 算 高 阶 问 题 的 。 不 过 , 这 些 方法 所 需 迭 代 次 
数 一 般 较 多 , 每 步 计算 量 也 较 大 ,其 实际 使 用 的 效果 还 是 不 够 理想 的 , 这 一 点 还 有 待 改 进 。 





附录 “代数 特征 值 问题 计算 程序 


一 、 实 对 称 和 矩阵 的 雅 可 比 法 程序 
JaCG@BI (4，12，SF，Fec, 万 ，1) 


使 用 说 明 
本 程序 是 用 雅 可 比 法 \ 旋 转 法 ) 求 实 对 称 抢 阵 的 全 部 特征 值 和 特征 向 量 。 所 用 的 计算 公 
式 及 程序 编制 中 的 某 些 原则 可 见 本 章 810.3 的 10.3.4 节 。 使 用 本 程序 之 前 , 要 求 将 对 称 算 
阵 的 上 三 角 部 分 元 素 以 按 行 排列 的 顺序 存放 于 一 维 场 4[1:mw* (ma 十 1)723] 。 本 程序 工作 完毕 
后 ， 即 将 求 得 的 特征 值 和 相应 特征 向 量 分 别 存 于 使 用 者 所 指定 的 刀 刀 L1:m 和 世 了 ecLi:m， 
1: 呆 之 中 , 并 将 旋转 变换 的 总 次 数 存 于 简 变 如 内 。 场 4、D、Fec 和 简 变 办 必需 由 使 用 者 在 
调用 本 程序 之 前 定义 好 。 如 果 不 需 要 求 特 征 向 量 ， 可 令 87 =0， 程 序 会 自动 跳 过 计算 特征 
回 量 的 步 又, 场 了 ec 中 的 内 容 将 不 政变 。 
(也 输入 参数 
% 一 一 矩阵 的 阶 数 。 
4 一 一 存放 对 称 乍 阵 上 三 角 部 分 元 素 的 一 维 场 ， 其 定义 为 ， 4[L:na(n 十 1/2] 。 元 
素 按 行 存 放 , 其 次 序 为 : dl C13， Cln，G33，。…， Ga2n，0C33，” Gnno 
S7 一 一 若 SF 为 零 , 表示 不 需 变 计 算 特 征 向 量 。 否 刚 ， 程序 同时 算出 特征 值 和 相应 特 
征 向 量 。 
(2) 输出 参数 
了 一 一 存放 特征 值 计 算 结 果 的 一 维 场 , 其 定义 为 ,了 [1: 岂 。 特征 值 是 按 由 大 至 小 的 
顺序 依次 存放 的 , 即 怒 [ 关 忆 [ 关 … 和 > 已 [m] 。 
Tec 一 一 存放 特征 向 量 计 算 结 果 的 二 维 场 ， 其 写 尽 为 ，Fec[l:m 二: 襄 。 特征 向 量 的 排 
列 次 序 与 忆 中 的 特征 值 相对 应 。 其 分 量 排列 的 方式 是 先 排 各 特征 和 量 的 第 
一 个 分 量 , 然后 第 二 个 分 量 ， 如 此 等 等 。 
如 一 一 存放 旋转 变换 的 总 次 数 。 
程序 
过 程 JACOBI(A, N， 8V，VEO， D，TS); 
值 NSYi; 
简 变 T8; 
场 A，VEO，D; 
始 简 变 SM,， 0, 8 T 工 , 吾 ，G TA，IZ TR，GY 
场 B，2[IL:N]; 
车 8V 王 0 则 
否 对 于 I= 工 到 和 步 长 上 执行 


ee Tt 9 二 宙 各 生殖 世 有 有 和 于 训 肌 负 -天 :六 和- 和 PRFWe 队 汪 “t 二 严 二 人 寺村 efE 抽 | ， 生 帮 7 <: 束 到 和 人 FS 和 机 订 志和 二 ur 这 c -人 Te 





赴 4 日 


对 于 J=1 到 信步 长 革 执 行 
若 一 Jj 则 41->VEQOLL JJ 
否 (=>VEO[TI 中 ; 
0=->TS; 1 一 IZ; 
对 于 =+ 到 六 步 长 革 执 行 
始 0Z[I];, ATIIZ 全 BIT; BID 人 DID; IZTN 一 I++1 一 I2Z 
终 ， 


ee 


对 于 天 = 鞋 到 50 步 长 1 执行 
SWEP， 始 
0=>SM， 1 一 >TZ; 
对 于 工 =- 工 到 和 一 上 步 长 工 执行 
始 对 于 Jj= 工 到 和 一 工 步 长 工 执行 
4$SABS(ALIZ 二 中 ) 十 SM 一 >SM; 1IZ 二 N 十 1 一 ] 全 I2 


若 S8M=0 则 转 0OUT 否 ; 
车工 <4 则 0.2x*S8MV/N 人 2 一 TR 否 0 全 下 Ri; 
1 一 > 工 Z; 
对 于 = 工 到 一 L 步 长 工 执行 
始 对 于 J=I+IL 到 本 步 长 1 执行 
- 始 AHZ 二 JJ 一 电 一 GHH GdLxd100 一 Gi - 
若 4< 工 则 若 8ABSOD[D) +G=SABSODI) 
出 着 8ABSOD[])+G=SABS(ODDD) 
则 转 SUN 
合 


否 ; 0 
若 8ABS(Gl) <TR 则 转 ZUN 否 
.了 R6T: 始 DI 有 一 DI 一 Bi 
若 2*8ABS(G1) <S$ABS(H) 
则 始 2*GL/H=>T 
1/8SQRT(L 二 工人 2 一 0 TO 一 8 
终 
否 始 0.5*H/G1 一 T; 
8$ABS(T)/8SQRTGL 二 工人 2 一 Cs 
若 工 =0 则 1=>8 否 
OCT 
终 ; 
SSQRT(C 二 O) 72) 一 0; 
0.5x*S/C=>S; 





GHsS/C 全 了; SETO)=>TA; 
Z[TD 十 也 全 2Z[T]; 
了 [可 一 五 ->2[ 思 ; 
DT 十 也 D [D; 
D[ 刀 一 也 =>DT[ 呈 ]; 
TO; J=>T; 
对 于 玉 -1 到 玉 步 长 工 执行 
始 ALO] 一 Gi 人 人 GTA) ArO: 人 
AAA[I 
若 愉 <I 则 G+N_K=G 
否 4 十 二 人 
若 玉 <J 则 了 +N 一 =T 
否 工 十 1 
若 SV 0 则 
对 于 开 = 1 到 太 步 长 1 执行 
始 VEO[EK, 卫 G，VEOIK; 相 一 H G+8S*(H ~ -enA)=vVBoK 中 ; 
0 本 
” 终 ; 
TS 十 1-2>TS 
终 ; 
SUN，0 一 A[IZ 上 +J 一 如 ; 
ZUN:， 国光 
终 ; 蕊 +N-I+T>IZ 
对 于 I= 工 到 芒 步 长 1 执行 
始 BID 二 2Z[D 一 B 中 ;BDI 一 DID; 0=>ZID 
终 ， 
0UT 和 
对 于 I=1 到 本 -1 步 长 1 执行 
对 于 J-I+1 到 古 步 长 1 执行 ， ee 
若 D[<D[ 门 则 - 0 > 
一 始 了 [DG DJ] 一 DIIi 6 We 
若 SV-0 则 本 
否 对 于 玫 =1 到 本 步 长 上 执行 “ 
始 VECO[K, 一 G， VEC[K， 一 VEO[E， 了 ; G 一 VEO[K， 本 
狗 


se 


人 1 人 





二 、 任 塌实 矩阵 的 广义 雅 可 比 法 程序 


使 用 说 明 - ，， T 4 
林 入 是 用 广 叉 基尼 方 站 人 和 和 了 的 全 部 和 人 和 和 和 和 其 计算 公式 久 
4 和 4 四 
本 4m)。， 
2 一 天 
其 中 妨 * 为 旋转 答 阵 , 其 元 素 7 久 为: 
7 久 一 一 ? 铬 一 一 Sincn 7 名 一 ?多 一 ooso6 和 一 oo( 其 它 元 素 ) 
心 : 为 所 谓 的 “ 剪 切 挎 阵 , 其 元 素 人 久 为 ， 汪 5 
及 术 一 及 周一 一 Snh yi 0 Sm 一 69( 其 它 元 素 ) 
参数 和 ee 
妮 227 一 (Cg 大) 4 (g 多 一 CJ9) 
并 选择 2 ,使得 ea 第 4 列 的 寞 大 于 第 7 列 者 (4< 力 。' 僚 数 办 满足 如 下 方程 式 , 
tanh 一 ( 瑟 了 一刀 /2)/(G- 上 2(3 二 Do)) 
其 中 加 一 (0 入 一 0 知 ) 
肋 一 co0s20xs (dg 各 一 0 十 Sin 202 (ga 入 十 09) 
G== 斌 0 十 0 十 cg 十 GD ) 
万 =cos2xr Ge 已 本 Cj 一 Qtkea09) ) 一 Sin 2xxz( 人 Cl 十 Co 一 CO 一 CI) ) 


矩阵 4%) 将 收敛 于 分 块 对 角 型 矩阵 ， 其 对 角 线 上 子 志 为 1xiI 或 如 下 2x2 子 和 矩阵， 


| Gjj | 
| NA 一 Qif+1 QH 


它们 分 别 对 应 于 矩阵 么 的 实 特征 值 和 复 共 罗 特 征 值 zy 二 记 2jta。 逐次 变换 拭 阵 号 之 条 
积 矩 阵 


(一 二 ， 2， 和 


四 = 7 
即 为 相应 特征 向 量 列 所 构成 的 矩阵 (注意 ! 与 复 特征 值 wy 士 名 ocx,rrl 相对 应 的 特征 向 量 为 
加 士 加 芭 让 和 二 51 为 矩阵 王 的 第 了 列 和 了 十 夺 列 ) 
本 程序 中 , 足 标 对 (2 分 是 按 循环 方式 选取 的 (< 力 6。 也 有 可 能 4 站 全 于 4 十 心 
的 形式 , 其 中 S 为 反对 称 和 矩阵 。 本 程序 对 这 种 情形 不 予 处 理 。 
本 程序 对 于 单 构 窍 阵 效果 较 好 ， 如 果 和 矩阵 有 重 的 复 特征 值 或 为 非 单 构 的 ， 收敛 可 能 很 
慢 。 为 避免 浪费 过 多 时 间 , 和 迭代 超过 50 循环 后 即 返回 主 程序 。 


名” 关 非 对 角 元 很 小 ; 相应 变换 略 去 。 本 程序 中 是 用 变量 瑟 P 控制 ， 并 取 为 10-8。 但 ZZF 之 值 与 所 用 机 器 有 关 , 采 
用 其 它 计 算 机 时 ,应 将 紫 值 相应 更 改 。 


本 





如 果 要 求 复 矩阵 4 十 公 吾 的 特征 值 , 可 以 用 本 程序 解 2n 阶 实 矩阵 : 


4 
-有 4 


的 特征 值 问题 , 若 原来 抢 阵 的 特征 值 为 Na，Xa，…, )X， 则 2 阶 和 矩阵 之 特征 值 为 X 筷 (6=1， 
2， 9 的 ) 。 


形 陈 参数 表 
(输入 参数 
X 一 一 眠 阵 的 阶 数 。 
4 一 一 存放 矩阵 元 素 的 二 维 场 , 其 定义 为 ，4[1:m 1: 赔 。 和 矩阵 元 素 按 行 存放 ,其 次 
序 为 ， Ciit，G12，…，Gln，0al，…，Gon，Q31，…"，Gmno 


DMK 一 7PMZ- 0， 表 示 不 求 特 征 向 量 , 此 时 形 参 中 的 卫 可 代 之 以 与 场 4 相应 的 实在 
参数, 以 节省 存储 量 , 1Mz<0 和 1Mz>0 分 别 表 示 要 求 左 或 右 特 征 向 量 。 
(2) 输出 参数 
4 一 一 本 程序 工作 完毕 后 , 场 4 中 存放 和 抢 阵 4 的 对 角 线 子 块 (LxX1 或 2X 虽 处 , 即 为 ， 
和 拖 阵 4 的 特征 值 。1 xl1 子 块 对 应 于 实 特征 值 ，2X2 子 块 对 应 于 复 共 斩 特 征 
值 。 从 左上 和 角 至 右 下 角 的 子 块 系 按 相应 特征 值 之 模 递减 的 次 序 排列 的 。 
二 一 一 仔 放 求 得 的 特征 向 量 和 矩阵 工 的 二 维 场 ， 其 定义 和 元 素 排 列 欧 方式 与 场 4 相 
” ， 同 。 若 抢 阵 4 按 模 递 减 顺序 排列 的 第 7 个 特征 值 为 实数 ， 则 和 插 阵 下 的 第 7 行 
《或 列 ) 即 为 与 之 相应 的 左 ( 或 右 ) 特 征 向 量 。 若 第 7 个 与 4 二 工 个 特征 值 为 共 
辊 复数 , 则 它们 相应 的 左 (或 右 ) 特 征 向 量 为 太 士 ?区 其 中 才 和 轨 :1 分 别 为 矩 
阵 下 的 第 7 行 ( 或 列 ) 和 第 7 十 行 (或 列 )。 
TU 一 一 简 变 了 MX 中 记录 了 总 的 迭代 循环 数 , 若 0< 了 MX <50, 表示 迭代 过 程 已 收 
敏 ， 若 了 MAX =50, 表明 方法 失败 。 在 一 个 循环 内 各 次 变换 矩阵 均 为 单位 矩阵 
时 , 了 MAX<0。 
过 程 RIGN(N; A, 人 工 TMX); 
值 N; 简 变 TMX, 场 A，T， 

始 简 变 EPS， FEP，ATII，AJIJJ，AJI 互 ，G 吾 J，AIK，AKI，ATM， AMT TEP， 工 上 EM ， 
D,O,E,AKEKM,AMK,OX,SX CT2 双 SIG OCTX， CS2X，SN2X ,了 忆 ,TEERE,Y 瓦 ， 
DEN,.TNHY,， OHY, SHY,， 01，02，81， 8S2, TKT TMUI TI,IM,J8J9,J10; 

1 本 8;， 1 一 J9; ] 一 JL0; 
若 TMX =0 则 转 BTT 否 若 TMX<0 则 一 1>J9 
， 委 一 12J10; 
0 二 IT 
对 于 工 =- 工 到 N 步 长 工 执行 1 上 工 U 已; 
BTJ，0.0000041 一 FEP; 8SQRT (IEP) 一 PS; 
对 于 开 = 革 到 50 步 长 工 执行 
始 若 J8<0 则 始 革 一 I 工 一 TMX; 转 DON 了 下 终 否 ; 
- 对 于 II= 工 到 一 上 步 长 工 执 行 


机 ad nn -= 0 





始 A[LI, 一 ATII; 
对 于 J=I+I 到 入 步 长 执行 
始 A[I 力 一 AIJ，A[J, 中 一 人 AJT; 
若 8SABS(AII+TAJUD 去 EPS 
则 若 SABS(AIJ 一 AJD 和 ERPS 则 


否  。 
若 8ABS(ATI 一 A[J, 刀 ) 过 EPS 则 A 
否 转 BBT 
否 转 BBT 
终 
终 ; 
IT 一 1=>TMX;， 转 DONE; 
BBT， 一 1>J8; 


对 于 队 = 二 到 本 一 ! 步 长 工 执行 
对 于 M= 天 -+LT 到 丙 步 长 1 执行 
始 . 0- 也 ; 0>G;， 0=>HJi 
对 于 I=1 到 黄 步 长 1 执行 ， 
始 A[E. 玉 一 AIKE; A[I NM -全 ATM; ATKwAIK=TR; ATKsAIMTER 
了 丽 十 工 也 一 TEE->YHi 人 
若 I- 区 则 否 若 I-M 则 否 
始 A[， 忆 一人 A 开 Ji 和 也 一 AMH HATAKTeAMI- .AIKsAIMEHI 
工 卫 十 AMix*AMJI 一 IEP; 
于 E 玉 十 AKIxAKT=? 工 M G 十 上 主 十 EM 一 人 也 J 一 上 EP 十 二 了 EM 一 有 J 
终 


ee 


终 ; 
HH=->H,AIK, K] 一 A[M, M] 一 D;,A[IK, MAKM: AM， 四 -AM 
AKEM+AMK 一 >C，AKM 一 AMRK=>E; 
车 SABS(O) <EP 
则 始 1OCX; 0>8X 终 : 
: 否 始 D/C 一 OCT2X; 
车 CT2X<0 则 二 418IG 
否 1 全 SIG; 
CT2X + SIGx SSQRT (十 OT2X*CT2X) 2CTX; SIQ/ssQRT (十 
OTXx*OTX) 一 SX，SXxCTX=>OX 
终 ; 四 
若 Y 也 <0 则 始 CX=>TEM; SX 一 OCXi 
-TEM-SX 
CXxCOX-SX* 8 -> CS2X， osSXsOX 过 SN3X， psGsox+CsgN2X ->D， 





台中 5 
'HxOS2X 一 HJxSN2X 过 再 ，GTT2x(EeE 二 DxD) 一 DEN， (ExD 一 H/2)/ 
DEN=>TNHY; 人 
若 8ABS(CTNHY) 入 HP 
则 始 1>CHY; 0>SHY 终 
否 始 1/8S8QRT4I -TNHY*TNHY) 一 COHY:, OHYxTNHY-=>SHY 
OHYx*OX 一 SHYxSX=>OT OHY*OX-SHY*SX 一 02; OHYxSXSHY 
CX 一 81; 一 OHYxSX-HSHYxOX=>82; 
车 SABS(S1)<EP 
则 若 SABS(S2) <EP 则 转 AATT 否 否 ; 
1->J8; 
对 于 I=1 到 本 步 长 执行 证 
始 A[K, 也 一 AKI， ATM, 本 一 AMT; ， 
Ol*AKTITSIx*AMI->A[K, 了 
8S2*AKI 二 O2x*AMI->A[TM, 中 ; 
着 J9<0 则 始 T[E， 于 =>TKI; 


ea TLIM, 洒 =>TMT; 
1 人 COLeTKI-SL*TMI>TIK,， 
S2x*TKI 二 CO2xTMI 一 T[M， 呈 
终 
终 ; 


和 对 于 工 -二 到 玉 步 长 于 执 行 
始 AEI'K] 之 ATK; ATL 格 ]=>ATEM 
CO2*AIK 一 S2x*AIM 一 >A[I， 开 ]; 
一 S1*AIK 二 OLxATIM->A[I，M]; 
若 JI0<0 则 
TFT TIE M=TIM 
C2xTIK 一 S2xTIM=3TTT ]; 


geTIK+ 上 CTIM=TE M] 
册 否 
AAT, | 
和 L 终 引 : 
终 ; 
50 一 工 MX; 
DON 玉 ， 


re 0 
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三 、 化 实 对 称 和 矩阵 为 三 对 角 型 程序 
DIERDGd mo EPo CD 
厅 DP4A (4， 721，722，2) 


使 用 说 明 
本 程序 是 用 镜像 映射 矩阵 作 相似 变换 把 给 定 实 对 称 矩 阵 及 化 为 三 对 角 型 矩阵 4，_i。 
计算 公式 及 程序 安排 可 参见 本 章 810.3 的 (10.3.43) 式 及 有 关 的 讨论 。 程序 中 包括 两 个 过 
了 过 程 五 7 了 刀 是 将 矩阵 4 化 为 三 对 角 型 人-:， 过 程 如 B4 五 是 把 用 其 它 程序 求 得 的 
4 的 特征 回 量 转换 成 矩阵 4 的 特征 癌 量 。 两 个 过 程 需要 分 别 进 行 调 用 。 
人 过程 豆 PRBD(4 mw 及 PS CO， 也 ); 
输入 参数 
% 一 一 矩阵 的 阶 数 。 
4 一 一 存放 和 矩阵 4 上 三 角 部 分 元 素 的 一 维 场 ， 其 定义 为 : 4fi:nwx(n+IT) /2]。 元 素 
按 行 存 放 , 其 次 序 为 ， Cal，0as 。，01n， Ga 。…，Qan，033，…，Qaono 
也 1 一 一 控制 某 次 镜像 映射 变换 可 否 忽略 的 误差 界 ， 一 般 可 以 取 为 计算 机 能 够 表示 的 
最 小 正 数 。 全 全 人 t 人 9 小 得 多 , 也 
可 令 已 PS= 2-C-9。 
输出 参数 
C 一 一 存放 求 得 的 三 对 角 抢 阵 4，， 对 角 线 元 素 的 -- 维 场 ， 其 定义 为 ; CLL:%。 对 角 
线 元 素 存放 有 顺序 为 CO，C3，…，C,。 
了 一 一 存放 求 得 的 三 对 角 算 阵 4,-: 次 对 角 线 元 素 的 一 维 场 ， 其 定义 为 如 已 : 亿 。 存 
放 方 式 为 BI 任 意 , 从 了 [5 起 依次 存放 2a，0a，…，pD。 
(2) 过 程 互 B4K (4, m，9，n2，2); 
输入 参数 
“一 一 托 阵 的 阶 数 。 
4 一 一 即 过 程 五 7 RD 中 的 场 4， 该 过 程 执行 完毕 后 ， 场 4 中 存放 着 逐次 变 克 和 窃 阵 
五 本 过 程 中 将 要 用 到 这 些 和 矩阵 。 风 
% 一 一 要 求 转换 的 第 一 个 特征 向 量 的 编号 (或 场 第 二 个 下 标的 下 界 )。 
2 一 一 要 求 转换 的 最 后 一 个 特征 回 量 的 编号 (或 场 第 二 个 下 标的 上 界 )。 
z 一 一 存放 要 求 进行 转换 的 特征 向 量 的 二 维 场 ， 其 定义 为 ，z[1l:mw, olL:n2] 。 存放 
方式 为 先 依次 存 各 向 量 的 第 一 个 分 量 , 然后 第 二 个 分 量 如 此 等 等 
输出 参数 本 
z 一 一 本 程序 工作 完毕 后 ， 场 : 中 按 前 述 同样 方式 存放 着 要 求 的 矩阵 .和 的 第 馈 至 
n2 个 特征 向 量 。 站 
程序 
过 程 HTRD(A,， N FPS， 0 B); 
值 K，KPS8; 





场 A，C,，Bi 
始 ” 简 变 IZ, JK, ER, G, 百 , GG，HHI 
对 于 I-1 到 一 工 步 长 工 执行 
始 0 过 H, 1+Nx( 人 -1 一 (GT- 了 TJ*(T-2)7/2=>TIZ 
对 于 了 =N 到 工 H1 步 长 -1 执行 
始 ATIZ 十 及 一 下 过 了 F->O[K]; 
Ex 上 十 且 - 耳 
终 ; 
若 也 <EPS 则 始 0 人 了 0 一 GG; 
转 SKIP 终 
否 ; 
车 了 <0 则 13?G 否 一 123G; 
GsSSQRTUH) 二 >GGi 
百 一 FxGG 一 了 ,BF 一 GG=O[I 二 导 ]; 
0 一 F;， O[I 十 英 一 AT[IZ 十 章 ; 
对 于 J=I+1L 到 信步 长 1 执行 
始 0 全 G; 芭 +N 上 +J 一 2*I->JK; 
对 于 了 =I+1 到 于 步 长 工 执行 
始 G+AUJE]*O[E] 一 G 
- 著 愉 <J 则 JK+K 一 KJK 
否 葬 十 12>JK 
网 
GMH=->G，G=Br[J]; 
了 十 GxO[ 机 =F 
0.5sF/ 正 HH; Nw(N 上 IT /2->JKi; 
对 于 J=N 到 工 HH1 步 长 - 工 执行 
始 0[ 习 一 F, B[ 四 二 HHx*F->G;，G=>BT[ 中 ; 
对 于 玉 = 和 到 J 步 长 一 上 执行 
始 A[JK] 一 FeB[K] 一 GxG[K] 一 AIJK]; JX-1 术 
个 
终 ; 
SKIP，A[IZ] 人 0[ 丫 ; H 过 A[IZ];，GG 一 BUT+DTD 
终 ; 
有 [JIK+ 寻 =56[M] 
终 ; 
过 程 HBAK(A, 允 , N1 N2，2D) 
值 NNLN2 
场 AZ 


0 和 4 小 沪 和 本 | 基 nregemartir -in vt 





帮手 富 ， 
始 ” 简 变 IZ,， H， 8 
对 于 I-=N--I 到 工 步 长 -1 执行 
始 1+Nx(G- 了 一 GTDxG- 9 /2 一 切 
ATIZ] 二 HH 
若 五 -0 则 
否 对 于 J- N1 到 N2 步 长 工 执 行 
” 始 0>8， 
对 于 区 = 邯 到 IHL 步 长 -1 执行 
8 二 ATIZ+ 芭 一 卫 忆 [区 相 一 8 SHE- 
对 于 区 =X 到 工 +L 步 长 -1 执行 
2[K, 由 一 SrALU2TE- 了 一 2 下 ,JJ 


四 、 对 称 三 对 角 型 撼 阵 的 世间 分 半 法 程序 “ 工 - 
leVb4 (CC 已 ，2o 011，722，Inins， 2 ee 忆 ) >， 


使 用 说 明 

本 程序 是 用 茎 间 分 半 法 计算 对 称 三 对 角 型 抵 降 的 接 和 小 至 赤 次 序 排列 的 第 对 个 到 第 
2 个 特征 值 。 假设 考虑 的 对 称 三 对 角 型 乍 阵 形 如 (10.3. 多 的 信 - 程序 要 求 使 用 者 将 
4，_: 的 对 角 线 元 素 依次 存放 于 场 CIL: 岂 ， 次 对 角 线 元 素 存 于 场 了 HI: BE 可 为 任意 
值 )。 并 要 求 给 出 控制 分 半 过 程 结束 的 允许 误差 已 PS1 和 代替 等 于 零 的 gt( 人 的 小 量 mins 
一 般 可 令 LST 一 人 “max{| 5 十 :Ci 十 0 mins 一 2 如 果 要 求 绝对 值 较 小 的 特征 
值 尽 可 能 准确 , 也 可 令 已 PS1 为 其 允许 误差 。 程 序 求 得 的 结果 是 矩阵 4-: 的 按 虚 小 至 大 顺 
序 排 列 的 第 呆 至 "2 个 特征 值 ， 并 将 其 放 到 场 下 [nd3n24 中 。 程序 也 同时 给 出 总 拘 选 代 次 
数 (分 半 次 数 ) 和 求 得 的 特征 值 的 误差 界 , 并 分 别 存 于 人 简 变 全 对 必 上 52 是 
远大 于 所 得 特征 值 的 真正 误差 的 , 仅 能 作为 参考 。 


形式 参数 表 SS 
(1) 输入 参数 ASSSE 
% 一 一 卸 阵 的 阶 数 。 
坟 一 要 求 的 第 一 个 特征 值 的 编号 (假定 插 阵 4-1 人 到 大 的 次 序 排 
列 )。 人 


na- 要 求 的 最 后 一 个 特征 值 的 编号 
min 8 一 一 所 用 计算 机 上 ,1 上 +s 关 li 的 最 小 正 数 s。 各 果 计算 机 的 字 长 ( 必 数学 而 
为 志 一 般 可 令 mins=2 一 。 
BPS1_ 控制 分 半 过 程 结束 的 多 许 误差 。_ 般 可 令 其 为 2 maxft1b:| 人 二 RD 
或 视 使 用 者 需要 而 定 。 
C 一 一 存放 矩阵 4。: 的 对 角 线 元 素 的 一 维 场 ， 其 定义 为 ， CULL:m]。 在 族 次 订 为 ; 





(1， C2， (人 
B 一 一 存放 和 矩阵 4，: 的 次 对 角 线 元 素 的 一 维 场 ， 其 定义 为 : Bl: 岂 。 存放 方式 是 
B[I] 可 为 任意 值 ,从 了 B[ 轨 起 , 依次 存放 ja，1a， 2。 
(2) 输出 参数 
习 一 一 存放 特征 值 计 算 结 果 的 一 维 场 , 其 定义 为 : bl aa] 。 存放 次 序 是 由 小 到 大 
的 次 序 , 即 屋 [上 入 总 [对 十 了 入 入 束 [a2]。 
刀 一 一 存放 求 出 所 要 的 全 部 特征 值 的 总 和 迭代 次 数 。 
刀 PS2 一 一 计算 所 得 诸 特征 值 的 误差 界 。 
程序 
过 程 FENBAN(C,，B, X N，N1， Ne2， MINS，EPS1，EPS2， ED)， 
值 N， NT1，N2，MJINS; 
场 ，B， 义 ; 
简 变 了 上 PS1T， 了 PS2， 耳 ; 
始 简 变 Z， 有 MIJIN，XMAXX; 
0-B[I; CTN] 一 8ABS(BIN]) 一 XMIN 6 HAB8GBDO) -MA 
对 于 I=N-I 到 工 步 长 -1 执行 
始 SABS(BTD]) +SABS(BII+T) 才 
若 XMAX<C[I 二 2Z 则 C[ 十 2 一 XMAX 否 ; 
若 QU 一 2 一 又 MIN 则 CC[D 一 ZXMJIN 否 
终 ; 
若 0<XMAX 二 XMIN 则 XMAX-Z 否 0 
8 一 入 MIJN->2i; 本 
ZxMINS=>EPS2， 
车 EPST<0 则 了 PS2 一 PS1 否 ; 
7x* 了 PS2 十 EPS1712 一 RPS2; :， 
始 简 变 A, Q，Q1, XU，XS， 
场 WUINI1:N9]; 
XMAX=XS， 
对 于 I= 到 N2 步 长 工 朱 生 
始 XMAX=;> 葡 [ 阅 ; XMIN=>WUFI 终 ， 
0 一 也 ; 人 
.对 于 了 =N2 到 NI 步 长 -| 执行 人 和 
始 XMIN 一 XU 1 
对 于 上 = 共 到 NIL 步 长 '- 由 执行 人 人 
若 XU< WU[ 则 始 WUID=XU RE 
转 CONT 
CONT: 若 [K] < XS 则 [区 一 XS 否 


na 引 TV 





4 


对 于 Xl= (XU 二 XS)/2 
当 2*sMINS*(8ABS(XU) +SABS(XS)) +EPS1<XS 一 XU 


执行 
始 联 上 + 于 
0 人 >A; 1 一 Q: 
对 于 I=-J 了 到 步 长 1 执行 
始 若 Q=0 


则 SABS(B[ID)7MINS->Ql 
售 了 Js*B[ 了 /AQA 一 QTL CD 一 和 1 一 Ql 一 Qi; 
若 Q<0 则 A+1 一 A 否 
终 ; 
车 A 一 开 风 
若 A<NdL 则 始 芳 { 一 又 U 
X1->WU[IN1] 
终 
否 始 X1-XU; XI 二 WU[IA 二 J， 
若 X1<X[A] 
则 XI1=-> 又 [A] 
终 
和 否 XI->XS 
终 ; 


(X8S 十 U) 712 一 > 又 [ 玉 ] 


五 、 求 对 称 三 对 角 型 矩阵 特征 向 量 的 反 些 法 程序 
JTJNTR(C，B，X，0，01，12，FBCO，mins) 


使 用 说 明 
本 程序 是 用 反 宕 法 计算 对 称 三 对 角 型 矩阵 4，;( 见 (10.3.44) 式 ) 相 应 于 已 知 近似 特征 
值 的 特征 向 量 。 站 
程序 假定 特征 值 已 由 区 间 分 半 过 程 或 其 它 过 程 求 得 ( 存 于 场 系 fnl:n2])， 本 程序 求 得 
的 相应 特征 向 量 存 于 场 了 BO[1:w， 灶 :n2]。 参 数 mins 与 区 间 分 半 法 程序 中 相同 。 在 进行 计 
算 时 , 首先 将 4,-: 一 Xer 按 列 主 元 素 消去 法 进行 分 解 。 所 得 的 上 三 角 型 矩阵 巡 的 主 对 角 线 
元 素 , 次 对 角 线 元 素 及 第 三 对 角 线 元 素 分 别 存 于 场 刀 ， 尺 [1:]， 所 得 的 单位 下 三 角 型 矩 
阵 忆 的 次 对 角 线 元 素 存 于 场 了 [2: 中 ， 行 交换 信息 存 于 场 Int[2:mq 。 然 后 再 进行 迭代 。 通 
. 党 求 出 一 个 向 量 的 迭代 次 数 不 超过 所 否则 认为 该 向 量 求 不 出 来 , 而 将 相应 的 迭代 次 数 记 数 
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单元 送 以 6 作为 失败 的 标志 。 如 此 逐个 向 量 进 行 和 代 , 直到 求 完 所 有 回 量 为 止 。 
( 输 入 参数 
一 一 符 阵 的 阶 数 。 
红 一 一 要 求 的 第 一 个 特征 向 量 相应 的 编号 ( 即 其 相应 的 特征 值 按 由 小 至 大 次 序 的 编 
号 )。 
02 一 一 要 求 的 最 后 一 个 特征 向 量 相应 的 编号 。 
min * 一 一 所 用 计算 机 上 并 8 关 工 的 最 小 正 数 s。 和 和 有 机 风 于 惟信 姑 指 尾数 部 分 而 
言 ) , 一般 可 令 mins 宕 2 
区 _ 存 放 特征 值 近似 信 的 一 维 场 , 其 定义 为, 互 nl:na]。 其 中 存放 用 区 加 分 半 法 或 
其 它 过 程 求 得 的 怎 阵 4-i 的 第 吐 个 至 吧 个 特征 值 ( 按 由 小 至 大 次 序 排列 )。 
C 一 一 存放 矩阵 4,-: 对 角 线 元 素 的 一 维 场 ， 其 定义 为 : CH 四。 存放 次 序 为 Cu 
2 
如 一 一 存放 符 阵 4，-: 次 对 角 线 元 素 的 一 维 场 ， 其 定义 为 : BH: 人 四。 存放 方式 为 
23[ 纪 任意 ,从 2BL2] 起 依次 存放 03，03，…，bno 
(2) 输出 参数 
ec 一 一 存放 反 客 法 求 得 的 特征 向 量 的 二 维 场 , 其 定义 为 : .Fec[1:n， nl:n2] 。 存放 方 
式 是 将 吧 一 红 十 1L 个 特征 向 量 视 为 一 个 mx 2 一 和 十 蕊 维 您 阵 , 其 每 一 列 为 
一 个 特征 向 量 , 然后 将 这 个 矩阵 的 元 素 以 按 行 排列 的 次 序 存 于 场 了 ec 中 。 





程序 
过 程 INVER(G，B, X, N，N1 N2，VEO,， MINS)， 
值 N N1 N2，MINS; 
场 G, B, X VEOC 
始 ， 简 变 UV, XU,，BI 8, X1 X2，NORM，EPg， PPS1 FEPS2，GP，TS; 
场 Z, D, E, FI:N]，INT, YI2:N]， 和 N92]; 
SABS(O[I]) 过 NBRMi 
对 于 I=2 到 步 长 工 执行 
N6RM-+SABS(C[D) +8ABS(GBDD) 一 NORM 
一 NORM 一 X1; 
NBRMx10 人 (一 邹 =>EPS; 
NBRMxsMINS=>EPS1 
EPS1*N=>EPS2，0=>GP，1 一 >S; 
对 于 长 =N1 到 N2 步 长 工 执 行 
始 1 一 >TS; 和 [KR] 一 又 2; 
若 X2 一 XI<EPS 则 GP+1=>GP 否 03GP， 
若 X2<X1 则 XI 二 了 PS1 一 又 2 否 ; 
EPS21SSQRTON) 过 U; 
对 于 I=-1 到 步 长 1 执行 U 人 一 Z[IT]; 
C[ -- X2 一 0U; B[2] 僵 V， 


。 
四 
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对 于 I= 2 到 步 长 土 执行 
始 召 [ 刀 一 BIT; 
若 SABS(U) 过 SABS(BD 则 1=>INTT 刀 
否 0 一 INTT[D]; 
车 INTII]= 工 则 
始 U/BI 全 XU; XU 一 了 [ 品 ; 
BI=->DTI 一 要 ;0[] 一 和 2 一 ETII 一 匡 ; 
著 I=K 则 0-=> 了 FII-- 革 
否 也 [ 工 十 思 僵 了 [ 工 一 刁 ; 
V-XUx* 了 II 一 刁 僵 U; 一 XUxE[I 一 刀 一 V 
终 否 了 
始 BI/U 一 XU;， XU-Y 了 [Di U 一 D[II 一 切 ，V 一 了 [II 一 贡 ， 0=>FII 一 癸 ; 
OCT[ 了 TD 一 X2 一 XUxV->U; 
若 I=N 则 否 BLII+Hf 芝 V 
终 ; 
若 吕 =0 则 EPS1=>DIN] 
否 U 一 DIN]; 
和 0 一 了 LN]; | 
终 ; 和 
NEWZ 对 于 一 N 到 了 步 攻 _1 执行 0 
始 (Z[D-UxEDD 一 VsFfDyADT[ ->ZfD; UV 2 二 ee 
终 ; 
对 于 J= 习 --GP 到 天 一 人 抽 和 
始 0 一 XU; 国 
对 于 I= 二 到 KN 步 长 1 执行 
XU 十 2 [了 匡 *VEO[I 改 僵 入 U; 
对 于 I= 工 到 N 步 长 工 执行 
台 [ 了 再 一 XUxVEOFI 扩 全 2 
终 ; 
0 一 N@RMi; 
对 于 II= 工 到 信步 长 本 执行 
NBRM++SABS(ZE) 一 NBRM; 
若 NORM<1 则 
始 若 TS=5 则 始 6=>OTSTK]; 
转 END 


若 NORM=0 则 始 了 PS2 一 2Z[S]; 
若 8=N 则 18 





否 8S+18 
终 
否 始 EPS27/NBRME3X TU 
对 于 T-1 到 步 长 1 执行 
ZJjx*XL=>2 [TI 
终 ; 
对 于 I-2 到 步 长 工 执行 
车 JINTIT[II]= 工 则 
始 ZL 一 已 人 U;i 2 一 20I 一 芽 ]; U- Y[D*2 [之 2 


终 
全 二 
2 一 YIDx*ZII 一 国之 Z[]; 
TS 十 1->TS; 
转 NEWZ 
终 
俩 ; 
0 一 U; 


对 于 = 工 到 步 长 芋 执 行 
U 二 Z[H + 2->U; 1/8SQRTK(U)-=>XU， 
对 于 = 二 到 六 步 长 工 执行 

-XUxZD 站 二 VEO[L KJ] TS=>GTSIR]1， 

END，X2->Xl 


生 
表 


4 
刀 
ee 


六 、 化 带 型 实 对 称 矩 阵 为 三 对 角 型 程序 
DATIRD (4，2， 力 ， SF 了， 忆 ， Z) 
使 用 说 明 


本 程序 是 用 本 章 810.3 表 加 .3 打下 的 一 系 于 天 对 和 了 - 人 舟 化 为 三 则 
角 型 矩阵 四 


志 束 
5 


一 


根据 使 用 者 的 要 求 ， 也 可 同时 委 出 逐次 旋转 矩阵 的 乘积 矩阵 7 CO= 7zr4 丰 。 


人 
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为 了 节省 存储 单元 ， 程 序 要 求 使 用 者 将 矩阵 4 上 三 角 部 分 的 非 零 元 素 带 ， 以 按 行 排列 
的 次 序 在 于 二 维 场 4[l:m， 0:m] 内 。 例 如 





-6 -4 1t 
0 | 
二 运 全” 1 
| 
本 圭一 4 6 一 不 于 
1 -4 6 -4 1 
1 -4 6 -4 | 
| 0 1 -4 6 | 
则 场 4 为 ; 
ne 
16 -4 1 
和 二 林 
| 广 。 到 下 村 
6 1 
7 
如 一 生 一 久 
到 
人 X - 


其 中 三 个 “x "元 素 可 为 任意 值 。 
程序 还 假定 抢 阵 阶 数 mw 和 上 三 角 部 分 的 非 零 对 角 线条 数 序 以 及 是 否 需 要 计算 乍 阵 了 
的 信息 SF， 均 由 使 用 者 给 出 。 程序 将 求 得 的 三 对 角 型 矩阵 史 之 对 角 线 元 素 C: 存 于 场 
D[I1: 四 中 , 次 对 角 线 元 素 思 存 于 场 男 [1:m] ( 瑟 [ 匡 可 为 任意 数 ) 中 。 我 们 可 将 其 作为 初始 数 
据 直 接 引用 区 间 分 半 法 程序 。 此 外 , 若 驴 玉 #0， 程 序 将 计算 失 阵 到 并 把 它 存 于 场 屎 [1:m， 
1: 中 中 ， 作为 用 反 等 法 程序 求 得 矩阵 了 的 特征 向 量 后 ， 计算 下 ,= 了 .之 用 。 
(1) 输入 参数 
% 一 一 矩阵 的 阶 数 。 
” 9 一 一 和 矩阵 的 “ 半 带 宽 ”( 总 带宽 为 2m-+1)。 
4-- 一 存放 带 型 对 称 和 矩阵 上 三 角 部 分 非 零 元 素 的 二 维 场 ,其 定义 为 ，4[1:m,， 0:m]。 
元 素 按 行 存 放 ， 其 次 序 为 ; CQ11，C12，。，，C1,W1n+1，C3a2， CC3m+9 CC33，“。 Cun 
(参看 前 面 的 例 ) 。 
8T 一 一 若 SF =0， 程 序 不 计算 逐次 旋转 矩阵 的 乘积 , 否则 , 程序 将 逐次 旋转 符 阵 连 乘 
起 来 , 并 以 按 行 排列 的 次 序 存 于 场 玉 。 
(2) 输出 参数 
万 一 一 存放 求 得 的 三 -= 对 角 旨 矩阵 亡 对 角 线 元 素 的 一 维基 其 定义 为 ，D[1:] 。 对 和 角 
线 元 存放 的 次 序 为 OOo，…，Ch。 
五 一 一 存放 求 得 的 三 对 角 和 矩阵 妨 次 对 角 线 元 素 的 一 维 场 ， ee EL 9]。 存 放 
方式 是 下 [ 困 可 为 任意 值 , 从 吾 [ 亿 起 依次 存放 j8，…，b。 








学 " 5 


7 一 存放 乏 次 旋转 卸 阵 乘积 的 二 维 兵 定 义 入 了 [LiL:n，1: 岂 ， 乘 积 垂 阵 的 元 素 
按 行 存放 。 
过 程 DAIRD(A, N M, SV，V, D， 卫 ); 
值 信 M, 8STV; 
场 A,V, D, 了 
始 ” 简 变 0, 8S，02, S2，08, 0OT，U，U1, G. MAXJ MAXL，UGIJA 
若 S8V=0 则 
否 对 于 = 工 到 步 长 工 执 行 
对 于 J 王 到 步 长 工 执 行 
若 TI= 丁 则 1 一 V[I 刀 
否 0 一 V[I 中 ; 
对 于 工 = 到 N 一 L 步 长 执行 
始 若 人 -I<M 则 N 一 I=>MAXJ 否 M 一 MAXJ; 
对 于 J=MAXJ 到 2 步 长 -1 执行 
” 始 对 于 愉 =I+J 到 黄 步 长 M 执 行 
始 若 共 =I+J 则 始 若 A[L 四 =0 则 
转 ENDJ 否 ; 
AI J 一 刁 / 人 ACT 娓 20T; ]I 亿 UGL 
终 
否 始 若 Q=0 
则 转 ENDJ 
合 ; 
A[K-M- 了 4 M]/G=>0T; K-M=>UGEL 
终 ; 
1/8SQRTCL-HOT 个 2=>8; 
OTaeS=>0;， CC=>G2， 
人 8 一 >S2，CxS 一 >OS， 
CO2*A[ 玫 一 1, 0] +2xOCSx*A [区 一 1 了 二 BA [K， 0] 一 U; 
8S2*A[K 一 1 0] -2x0SxAT[K 一 1 站 十 O2xA[K, 0 一 U1; 
(A[K, 0 一 A[ 了 -二 0])*0OS 十 A[ 和 一 1 机 *(02 一 82) 一 AT[ 区 一 二 ， 
GD=>A[K 一 1 0]; 
TUl->A[K,， 0]; 
若 攻 =I+J 则 
谷 本 
CO*A[K--M-1 M] +SxG->A[K-M-1 MD] 
对 于 工 ~ UGL 到 正 一 2 步 长 1 执行 
始 O*A[L, 开 一 上 一 刁 十 SeA[L，K 区 一 匡 僵 U GATE 民 三 _ 
_SsA[L 玉 _L- 刀 僵 AED 一 瑟 ; U 一 人 A[D 买 一 工 一 已 : 
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车 -区 <M-1 则 -KK 一 >MAXEL 
否 M 一 1=>MAXL; 

对 于 = 工 到 MAXL 步 长 工 执行 

始 Cx*AT[ 玫 一 二 工 十 思 十 SxA[ 开 ， 世 一 U; 
COxA[K, 匡 一 SeA[ 区 一 1 L]， 
U=>A[ 开 一 1 工 十 如 WA 

终 ; 

若 天 TM<N 则 始 S*A[K， M]=G 

O*AT[K,， M] 一 AT[K，MD] 


否 ; 
若 8SV=0 则 

对 于 =I 到 矶 步 长 芋 执行 ” 

始 Cx*VTL， 玉 一 站 十 gxV [ 世 ， 政 ] 一 U; 2 一 SeY [EL， 
KK 一 区 VIE KU2V[L K-T 


终 
终 ; 人 
荆 NDJ， 
终 ; 
AIN, g 一 DIEN 
终 : 
、 化 4z= =)Bz 为 普 人 
ABRE 人 9 久 2 ， 2 
使 用 说 明 


本 程序 是 按 (10.3， 51) 式 将 广义 特征 值 问题 4z= 和 Box 化 为 普通 的 对 称 答 阵 特 征 入 问 
题 。 程序 假定 使 用 者 将 对 称 和 矩阵 4 和 允 的 上 三 角 部 分 元 素 以 接 行 排列 的 顺序 存放 于 场 
4， Bf[l:wx (% 十 1)/3]。 程 序 的 第 一 个 过 程 ABRD (4，B, mw 办 是 求 出 五 : 刀 了 和 兢 的 
上 三 角 部 分 元 素 并 按 行 排列 地 存 于 场 4 和 也。 第 二 个 过 程 ABRBR(B,m， "ll, r2, 人 是 对 已 
求 得 的 抢 阵 厂 -4 元 池 的 特征 向 量 甩 左 乘 以 三-” 从 而 转换 成 要 求 的 特征 向 量 w。 

程序 对 于 和 矩阵 罗 在 含 入 误差 范围 内 是 否 正 定 能 自动 作出 判断 。 发 现 非 正定 时 , 则 停止 
计算 。 此 外 , 车 符 阵 如 事先 已 进行 过 分 解 并 已 将 Z 按 行 存 于 场 B， 册 可 令 参 数 了 为 负 值 ， 
程序 执行 过 程 中 会 自动 跳 过 分 解 和 矩阵 召 的 步骤。 站 





( 寺 ) 过 程 ABRD(L4， 员 ，m， 力 ， 
输入 参数 
% 一 一 矩阵 的 阶 数 。 
” 轩 - 一 车 4<0， 表示 使 用 本 程序 前 已 将 矩阵 了 分解， 角 因 子 人 
场 B， 看 放 方式 与 矩阵 刀 的 元 素 相 同 。 
4 一 一 存放 和 抢 阵 4 上 三 角 部 分 元 素 的 一 维 场 ， 其 定义 为 : en 元 素 
按 行 存放 ， 其 次 序 为 Q114，qlo，013，…，GTi 03， …，GC2n，033， Co 本 程序 
工作 完毕 后 ， 场 了 中 按 上 法 同 方式 存放 兴隆 Za4T 的 上 三 0 
素 。 
B--- 一 存放 矩阵 了 3 上 三 角 部 分 元 素 的 一 维 场 , 其 定义 与 存放 方式 与 场 4 相同。 本 程 
序 工作 完毕 后 ， 场 卫 中 氢 同 样 方 存 放 者 是 阵 斑 的 上 三 角 部 分 元 素 。 
(2) 过 程 ABRB(B, wm， 叶 ，m2， 功 : 





ie 量 的 编号 (或 在 场 玫 中 的 列 下 标 )。 

n2- 需要 转换 的 最 后 一 个 特征 向 量 的 编号 (或 在 场 入 中 的 列 下 标 )。 

B-- 一 存放 和 矩阵 克 上 三 角 部 分 元 素 的 一 维 场 ， 人 ABRD 内 
相同 。 

2 按 行 存放 mx ( 晶 一 sL 二 了 绑 拭 阵 。 的 二 维 世 ， 其 定义 为 : [1L:mw，s1L:s2],， 其 中 
1<s1<wnl, n2<s2<mw 和 矩阵 罗 的 第 d 列 至 "2 列 为 需要 转换 的 特征 向 量 。 本 
程序 工作 完毕 后 , 矩阵 乡 的 第 ol 列 至 2 列 ( 即 场 * 中 第 二 个 下 标 为 呆 至 " 
的 wx (nm2 一 对 十 蕊 个 单元 ) 为 要 求 的 特征 向 量 zi 

程序 
过 程 ABRD(A，B，N，T); 
值 N; 简 变 Ti; 
场 A，B; 
始 简 变 X,Y Ji 
车工 <0 则 
否 对 于 I= 工 到 步 长 工 执 行 
对 于 J= 上 到 N 步 长 1 执行 
始 0 一 J 玉 ;0 一 入; 
对 于 开 = 寺 到 I- 工 步 长 工 执 行 ， 
始 XTBII+JEK]*B[J 二 JEK] 一 X; JE 二 N 一 开 一 J 玉 
终 ; 
B[J 十 JK] 一 和 一 有 X; 
车 [=J 则 车 叉 和 0 则 
始 印 + 和 及，j 
停 666 


mm 一 -一 一 一 -一 一 


TY 让 全 二- 各 和 PTA 下 Sn 于 H 汪汪 训 才 4 和 汪汪 二 入 VOTE 





45 人 


否 8SQRT() 一 了 
否 ; 
X/Y”>B0U+ 亚 ] 
对 于 I- 1 到 共 步 长 1 执行 
对 于 J= 工 到 于 步 长 工 执行 
始 .0 一 XX; .0 一 J 区 ; 
”对 于 玉 =| 到 J~ 二 步 长 革 执 行 ， 
始 和 TAIITJK] :3D+TEIAX 
ee 0 
(ATI+JK] 区 二 本 训 遇 语 
终 ， 


mo 


对 于 = 工 到 入 步 长 执行 
对 于 J= 工 到 立 步 长 1 执行 : 
始 0 有; 0> 立 0= 河 共 ; 
/对于 =1 到 J-1L 步 长 1 执行 


始 区 十 太 [TS * 且 [J 十 J 了 ] 一 和 
JK 上 +N 一 人 >JEK; 
汪汪 民 <I 则 了 +N 一 人 -> 了 
， 杰 了 XeY 

本 

(ATI 二 吕 一 x)/BUJ-JE]->AII+ 习 
终 / 
终 ; 


过 程 ABRE(B, N，N1，N2，2Z); 
值 术 N1，N2; 
场 B，2; 
始 简 变 入 ，L2i 
对 于 J=NT 到 N2 步 长 工 执行 
对 于 工 = 入 到 工 步 长 一 执行 
始 1+(T-TDeN-(-TJ*(GI- 0 
Z[T 四 > 又 / > 
对 于 民 =I+HL 到 N 步 长 1 执行 
广 -B[IIZ++ 玉 一 也 x*Z[K, 媚 = ， 人 
X/B[IZ] 一 Z[L 可 电 





八 、 QR 方法 求 任意 闫 拭 阵 全 部 特征 值 程序 
QRMT 0，BPS，Bt4，4，PRB，7M1 79) 


使 用 说 明 0 
本 程序 是 按 本 章 10.3.3 节 所 述 的 QR 方法 求 任意 实 抢 阵 的 全 部 特征 值 : 详细 的 计算 
步 隘 及 公式 ， 读者 可 参阅 310.3 3 的 最 后 一 段 。 为 简单 起 见 ， 程序 中 略 去 了 初始 年 隆平 条 的 
步骤 。 
巍 个 程序 分 为 两 部 分 一 部 分 是 用 人 你 遇 和 阵 交 原 和 隐 汉 fc 沁 上 尖 并 
将 其 仍旧 个 于 矩阵 4 的 原来 位 置 上 ， 其 计算 公式 为 : 0 
ee 
一 (0, 0，…，0，aO 十 sign (go 人 sr 全 
ee (Cos ) ”十 十 GD Te 
一 (ay 十 |g 你 1 站) 人 二 
局 = 一 了 [BY / 再 本 
人 [CBea 和 
一 二 2 一 2 人 
如 果 某 个 or 很 小 由 于 计算 误差 可 能 导致 相 应 的 变换 失 阵 正 交 性 此 故 将 该 次 变换 略 去 ， 并 
认为 w*=0。 这 样 作 并 不 影响 所 得 特征 值 的 精度 。 本 程序 要 求 使 用 者 给 出 一 个 控制 党 数 
Bi4 来 决定 or 是 否 应 代 之 以 零 ， 一 般 来 说 ， 尼 4 可 下 为 咯 大 于 计算 机 上 所 名 表示 的 最 小 二 
数 。 和 
程序 的 第 二 部 分 是 用 QR 方法 求 上 海 森 堡 型 矩阵 的 特征 草 。 “每 昌 行 一 次 双 步 ,9 廊 变换 
称 为 迭代 一 次 。 每 次 迭代 前 ， 按 如 下 公式 检查 一 下 是 否 表单 个 小 的 次 对 角 线 元 素 可 以 多 
略 : 
1aPi 委 EPSx*(c Pii 十 azl) 
其 中 EPS 为 计算 机 上 1+EPS:#1 的 最 小 正 数 ， 一 般 可 咎 和 PS=3 | 机 
尾数 部 分 而 言 )。 然 后 ， 近 如 下 公式 计算 相应 于 第 轿 个 对 角 线 元 的 党 一 次 又 斤 征 阵 的 三 个 非 
零 元 素 : 
一 [Com 一 onm) (oo -art 一 amm) 一 am-ivgn- 1]/qnsrtm 十 gmmrl 
GC1 一 C++ILT 一 Cn 一 (ww 一 Gam) 一 2 二 一 Cr) 


于 


人 和 一 Cn+9,70 二 II 
如 果 有 ， 人 
ES 1 十 邢 ; 可 
[oo (gl 十 re) 大 EBPSelpnls( 立 lou|) 
则 表明 经 过 相应 变换 后 ( 十 1， 和 一 了 与 Com 十 2, 和 二 于 两 个 元 索 可 以 忽略 不 计 ， 整 个 矩阵 
的 第 m 行 以 前 仍 为 上 海 森 堡 型 , 那么 变换 即 可 从 第 m 列 开始 。 此 外 , 若 某 作 特 征 值 已 多 代 
10 次 (或 20 次 ) 仍 不 收敛 , 程序 即 按 如 下 公式 进行 一 次 特殊 移 位 汪 PP 1 和 5 
页 十 加 一 二 5(| ai 十 |c1n 3|) 本 
po 一 (| co 1 十 |aii 乔 )3 0 





媚 果 迭代 30 次 后 仍 不 收敛 ， 即 认为 方法 失败 ， 程序 自动 停机 (停机 号 码 为 888) 。 若 继续 启 
动 , 则 返回 主 程序 。 
(TD) 输入 参数 
"一 一 矩阵 的 阶 数 。 
已 PS 一 一 计算 机 上 1 +s 过 于 的 最 小 下 5。 机 2-8(t 为 计算 机 尾数 部 分 的 宣 
3 
及 4- 决定 or 是 否 可 以 忽 聊 的 控 抽 常数 ， | 
.，， 正 数 ,车 阶 码 多 许 变化 范围 9 比 二 大 得 多 , 也 可 取 RH4~2 9 。 
人 存放 原始 抢 阵 元 素 的 二 维 其 定义 为 : 4[l:w 1L:。 惩 阵 元 素 按 行 存放， 
其 次 序 为 ， Qt4，Q19，…，Qtn，Qst，022， 0Q2n，031 ”Gano 程序 工作 完毕 后 ， 
场 4 中 的 内 容 即 已 破坏 。 
(2) 输出 参数 
RE 一 存放 求 得 的 特征 值 实 部 的 一 维 场 , 其 定义 为 RE[1:n]。 
TI 一 一 存放 求 得 的 特征 值 虚 部 的 一 维 场 , 其 定义 为 : JU [LL: 赔 。 
PS- 存放 求 得 每 个 特征 值 所 需 迁 代 次 数 的 一 维 场 ， 其 定义 为 : TS[L:o] 。 如 果 特 
征 值 为 一 对 共 印 复 根 ， 它 们 是 局 时 求 得 的 ， 则 第 一 个 的 迁 代 次 数 与 第 二 个 反 
号 。 
怪 序 、 
过 各 QRMT(ON， FEp8。 ETA， A， RE， ITM， 9)， 
值 NEPS，ETA; 场 A，RE，IM，TS; 
始 简要 Q RS T 机 式 补 2 IT8 NT NM NT 
一 1 一 N1; 
对 于 M= 2 到 本 一 1 步 长 工 执 生 
始 0 一 X; 
对 于 I=X 到 M 步 长 -执行 
始 ALL M 一 菇 一 P，P->RETDD]; 
若 SABS(P) < 则 否 SABS(P) 僵 人 
终 ; 
车 X<ETA 则 始 0->*Q; 转 SKIP 终 否 ; 
0 一 8 
对 于 I 工 -页 到 M 步 长 一 执行 
始 R 了 ETD /全 Pi P 一 RE 8 十 PxP=;>8 
终 ; 
若 0 和 了 P 则 -一 1?T 否 人 > 工 ; 
TxSSQRT(S) 一 Q; 8 一 PxQ=S: 了 一 Q 一 RELM] QxX 一 GQs 
对 于 J=M 到 XN 步 长 革 执 行 
始 0->P;， 
对 于 工 =- N 到 M 步 长 - 一 上 执行 





P 十 RE[I*AfL 耻 汪 PP/8 一 Pi 
对 于 I=M 到 本 步 长 1 执行 
AfL 刀 一 PxRETDDI-A[L 要 
终 ; ” 注 { 以 上 行 变换 } 
对 于 I= 到 太 步 长 上 执行 
始 0 一 P; 
对 于 J=N 到 M 步 长 一 上 执行 
P 二 RE[O 中 *A[II 必 全 PP/S->P; 
对 于 J=M 到 KN 步 长 寺 执 行 
A[I, 刀 一 PxRE [ 门 2A [I 必 
终 ; 注 { 以 上 列 变换 } 
SKIP，Q 一 A[M，M 一 匡 
终 ;” 注 { 化 为 上 海 森 堡 型 完毕 } 
0 一 T;， N=>NNi; 
NW, 若 NN=0 则 转 TIN 否 ; 
0 一 ITS，NN 一 1 一 N1i 
注 “{ 以 下 检查 是 否 有 单个 小 的 次 对 角 线 元 素 } 
NT， 对 于 =NN 到 2 步 长 -1 执行 


若 SABS(A[L 工 一 刁 ) 芝 EPSx*(SABS(A[L-1 工 一 匡 ) 十 给 BS(A[D， ID])) 


则 始 LDL 转 OTIL 终 否 ; 
1]=>LL 
CT1，A[INN，NN] 全 Xi 
若 LL=NN 则 转 GW 否 ; 


AINT, N 扫 之 YY ALINN,， NI]x*ALN1L， NN] 一 5 


共 LEL=NL 则 转 下 W 否 ， 


若 30<ILS 则 始 停 888; 转 FIN 终 否 ; 
若 ITS=10 则 否 若 ITS= 20 则 否 转 S9Ni; 


注 { 以 下 作 特 殊 移 位 } 
T 十 X 一 T， 


对 于 I-1 到 NN 步 长 1 执行 AI 本-X->ArL 了 


SABS(AINN, N1]) 二 SABS(ALIN1L，NN 一 2]) 一 RS，0.75*S 一 又 ;入 一 了 ; 


SBN，TTS 十 1 一 TTS; 


注 { 以 下 检查 是 否 有 相 邻 两 个 小 的 次 对 角 线 元 素 } 
对 于 M=NN~-2 到 LEL 步 长 一 执行 


(RS-- 丽 )/AI[IM+1T MI 二 AIM, M+ 国 人 PALM-+1 MT 二 
ALIM 二 2 ，M+ 妇 一 R; SABS(P) +SABS(Q) 二 SABS(OR) 一 Si 


P/S=>P; Q/S=>Q;，R/S 一 R，M 一 MMi; 


一 到 一 人 一 S 一 Q; 


Te 
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若 M= 工 L 则 转 CT92 否 ; 
若 SABS(A[IM, M-- 刁 )* GABS(Q) +3ABSCR)) <BPS.SABSCP)。 
CABS(AIM_1T M_1])+8SABS(Z) +8SABS(ATM+IL M+ 匡 )) 则 转 OT2 否 
终 ; 
COT2， 对 于 I=-MM-2 到 NN 步 长 1 执行 0 一 A[I I 一 9 
对 于 I=MM 上 AT3 到 NN 步 长 1 执行 0 过 A[I I -3]; 
注 { 以 下 对 I 至 NN 行 及 MM 至 NN 列 进行 双 步 QB 变换 } 、 
对 于 玉 =MM 到 NL 步 长 1 执行 
始 若 民 = MM 则 和 否 
始 A[KK, 用 一 站 全 P, A[ 玫 十 到 一 1-3Q， 
若 攻 =N1 则 0 全 R 否 A[ 玫 2 区 一 四 人 Ri; 
SABS(P) +8ABS(Q) +SABS(R) 一 X JE 
若 又 -0 则 转 OT3 否 ; 
P/X=>P;，Q/X=>Q，R/X=>R 
$SQRT(P*P 二 QxQ 二 ReR) 一 8; 
车 P<0 则 一 8->8 否 ; 四 
若 买 =MM 则 若 IL=MM 则 否 -- -ACE 及- 中 -AIE。 =- 丑 
0 913 理 一 SxX 全 人 A[ 玫 , 习 一 匡 ; 本 
PS->P，P/S-X，Q/8Y，R/S-Z， oa RyBDR， 
注 《以 下 行 变 换 } 
对 于 J= 玉 到 NN 步 长 1 执行 
始 A[K, 四 +QxA[K+T1 刀 全 P; ER 
若 信 =NIT 则 否 AR 
始 P 上 +RxA[K 二 2 力 一 P; AT[K 十 2 了 一 PxZ 一 AIK+2, 四 
终 ; RE 0 
人 A[K+z 丰 -PxY->A[KAL TS AIK, 刀 -PsX-A[K, 阿 、 
和 人 
车 玉 十 3<NN 则 了 十 3->J 否 NN=>JJ 
注 《以 下 列 变换 } 
“对 于 [= FL 到 苛 步 长 工 执行 
始 XxA[I KJ+YxA[IL 到 十 四 二 P， 
若 区 =NL 则 合 
始 P 十 ZrxA[LI 开 十 人 ]=>P; 人 [IT 习 二 人 ] 一 PR 一 A[T, +9] 
终 ; 
A[I 尼 十 廿 -PxQ 一 人 A[L Ka A 上 E 本 人 K] 
终 ; 1 





转 NT 
注 { 以 下 按 到 一 个 根 的 处 理 } 


GW， XATTREINN]，0->IMTNN] TTSTSINN] N1->NN; 转 NT 


往 《以 下 找到 两 个 根 的 处 理 ， 本 
，(Y-X)/2 一 P; PP 上 +W=>Qi 0 
一 TITS=>TSINN]，ITS=>TS[IN 人 ]; 下 十 XXX 
若 0<Q 则 始 若 P<0 则 一 了 一 Y 否 ; 
P 二 Y=>Y; X 上 Y=->RE[INH]; 入 一 双 /Y 一 RE[INN]; 
0>>IMINN], 0=>IMIN1] 
终 
否 始 和 -+P 一 RE[N1]; 和 上 +TP->RE[INN]; 
Y=>IMINIJ; -YY=>IMINN] 
终 ; 


NN- 2=>NN; 转 NW; 


FTN 


重 
吗 生 


fl] 
[2 ] 
[3] 
[4] 
[5] 
[6] 


7] 
[8 


[9] 
[10] 


[jj 
[13] 
[13j 


Li14] 
135] 


[16j 


[17j 
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第 十 一 章 “ 常 微分 方程 初 值 问题 数值 解法 


生产 斗争 和 科学 实验 中 有 大 量 的 问题 都 表达 为 常 微分 方程 的 形式 。 特 别 是 在 描述 系统 
的 动态 演变 时 , 例如 生 灭 的 过 程 .物体 的 运动 .电路 的 振动 瞬 变 、 化 学 反应 过 程 等 等 都 表达 为 
以 时 间 + 人 E 的 
物理 意义 )。 

对 于 这 类 方程, 实践 上 常常 需要 解 < 初 值 问题 ” 即 丛 定 了 解 的 初始 条 件 ， 以 推算 过 程 的 
发 展 , 这 就 是 本 章 的 主题 。 另 外 也 还 要 解 所 谓 边 值 问题 ， 即 给 定 两 端点 条 件 以 定 解 : 在 简单 
情况 下 可 以 参照 第 十 三 章 偏 微分 方程 边 值 问题 的 解法 至 于 复杂 的 情况 由 于 难度 较 大 在 本 
书 中 不 作 介绍 。 

为 了 解 算 常 微分 方程 ,应 该 对 它 所 反映 的 过 程 的 基本 特征 有 所 了 解 , 下面 将 通过 一 些 
简单 的 例子 来 介绍 一 


$ 11.1 一 些 典 型 过 程 的 微分 方程 
11.1.1 生 灭 过 程 与 稳定 性 
ee 


cu 


这 是 一 般 的 生 灭 、 哨 长 骨 恋 等 物理 过 程 的 最 简单 而 最 典型 的 数学 模型 系数 @ 为 晤 变 要 
率 ， 例如 在 中 入 的 生 天 对 程 中 2 人 已 数 ， 系数 & 表 示 弄 恋 
率 。 
当初 值 u(O)- 一 2o 时 方程 (1 1. 力 的 解 为 
凡人 t 一 2006 叶 ( 革 .1.2) 
当 wa>0 时 ,xx 人 区 随 太 >co 而 指数 状 一 co， 当 a<0 时 v 人 随 >co 而 指数 状 ->0; 当 a=0 时 
:四 三 to 即 保持 常 值 ( 图 1L.1) 。 由 此 可 见 系 数 a 的 正 或 负 刻 划 了 过 程 的 增 或 衰 、 生 或 灭 
的 内 在 特征 。 例 如 在 上 述 裂 变 过 程 中 , 当 a>>0 时 中 子 无 
穷 增 殖 ,， 即 体系 处 于 超 临界 状态 。 当 ac<0 时 中 子 数 递 
减 ， 过 程 趋 于 熄灭 ， 即 体系 处 于 亚 临 界 状 态 。 当 wa=0 时 
中 子 数 不 变 , 即 处 于 临界 状态 。 
当 w<0 时 命 


站 (1.1.3) 

于 是 解 (11.1.2) 可 以 写成 
UL( 共 一 Moe (11.1.4) 
z 具有 时 间 的 量 纲 叫 做 过 程 的 “有 生 时 间 ”， 在 物理 和 工 
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程 的 不 同 领域 中 也 叫做 “ 弛 和 预 时 间 ” 或 “时间 常 数 "等 等 。 它 刻 划 着 虹 变 的 快慢 , 即 表达 了 过 
湾 历 各 的 活跃 时 间 。 事实 上 ， 当 + 从 0 增 至 时 翌 降 至 初 值 由 的 二 一 0， 368 倍 ,而 且 当 1 
进 一 步 增 至 2r， 3 1 .项 攻 更 降 奎 记 的 620: 人 835。 ec-0. 05， o-0 8.. “ 们 。 这 就 
是 说 ， 当 时 间 + 超过 的 量 级 后 过 程 即 基本 结束 ， 而 从 量 级 上 表达 了 过 滤 历 程 的 活跃 时 
网 。 因此 “有 生 时 间 "= 这 样 一 一 个 量 有 助 于 在 实际 问题 中 对 于 过 程 的 发 展 作出 基本 的 、 入 咯 
的 估计 。， 人 

上 述 增 或 减 . 生成 灭 的 特征 也 表现 为 过 程 对 于 小 扰动 是 否 为 荆 。 为了 估计 人 上 有 
定 的 意义 , 设 (1 中 的 系 到 可 以 是 复数 , 妈 考 虑 所 谓 "模型 方 和 9 
_ _ 设 初 信 季 受 到 小 拉动， 部 即 各 aas， ， 则 (G 工 司 的 角 Was 
e(b)。 由 于 受 拒 和 同 也 有 方 和 (1 可 


(up 二 8 一 AU 二 B) 人 和 
与 (11.1.5) 相 减 即 得 小 扰动 方程 站 
人 G1.1.7) 


其 解 为 人 
人 一 508 他 一 50b2to6i8t 一 5082t(CO8 88 有 1.8) 
注意 , 由 于 原始 方程 (14.1.5) 是 线性 齐 次 的 , 小 扰动 方程 (11.1.7) 的 形式 和 它 一 样 。 
当 Rew=a<0 时 ，s ( 纹 随 杂 >co 而 指数 状 衰减 -0， 即 任何 的 初始 微 扰 都 会 最 终 自动 消 
失 , 这 样 的 系统 (11.1.5) 是 稳定 的 。 反 之 , 当 Rew 一 wa>0，s 介 随 >co 而 指数 状 ->co, 即 系 
统一 瑟 受 扰 , 就 僚 越 偏 越 计 , 这 样 的 系统 是 不 稳定 的 : 当 了 ai=a=0 时 ,S 昌 一 soget 作 简 谐 : 
振动 而 幅度 不 变 ; 这 是 临界 稳定 或 中 立 稳定 。 由 此 可 见 , 系 红 对 于 牧 始 微 扰 的 稳定 性 这 二 内 、 
在 特征 ,取决 于 系数 上 的 实 部 为 负 或 正 。 以 后 即将 看 到 ， 复杂 系统 的 尖 芍 也 正 是 基于 这 <- 估 
芋 的 称 淮 。 


， 工 ,1.2 简 谐 振动 和 阻尼 谐振 


，: 简 谐振 子 酌 返 动 规律 是 ， 
7 
“0 
w 为 振子 位 移 , g>0 为 质量 , c>0 为 弹性 常数 一 2 为 天 性 复 ; 这 时 负 届 交 未 作 复 力 与 
位 移 反 向 。 它 的 解 为 


人 一 一 oor ES RE 


的 = 4sin(ot+ 风 ， E 人 10) 
常数 4( 振 幅 )， P 扩 相 角 ) 林 由 两 个 袜 条 人 wW(0)， 0) 决定 。 w 表示 简 谐 振动 的 角 频 
人 - 双 址 周期 了 了- 2 六 来 记 划 这 个 振动 特征 。 


解 折 上 更 方便 些 把 解 (1 工 . 10) 表 为 复数 浊 四 和 
: ou 人-=abuiHas ”TD 





这 里 土 io 就 是 二 阶 微 分 方程 (11， 1.9) 的 二 次 本 征 方程 的 两 个 根 ; 
， 0 各个 二 本 < 二 (11.1.12) 
在 这 里 ， 由 于 本 征 根 实 部 Reui,s=0， 由 (11.1.12) 或 人 .410) 可 以 乔 典 振动 的 枉 询 不 变 , 
因此 是 临界 稳定 的 。 四 
七 而 分 举 了 增 衰 和 谐振 两 种 典型 ， 实 际 这 两 者 往往 是 耦合 并 存 的 。 例如 阻尼 谐振 方程 


0 0 di20 三 
| 
1 47 一 5 十 0 一 一 4 0 WA (1.1.13) 


这 里 增加 - 了 阻尼 项 ja, 5>>0 在 机 梭 振 动 中 这 就 是 阻力 ， 即 正比 而 反 向 于 速度 。 在 电路 帮 
动 中 % 一 工 (电感 )， 0= 尽 (电阻 )， ?一 ， 0( 申 穷 js 《1.1.13) 的 本 征 方程 是 


te 0 


ee as 一 可 二 可 人 中 汪 ee 
- 志 革 二 5 一 现 ， 为 复数 , 当 咏 <4ao 一 一 低 卫 尼 
Re 二 7 么 人 人 (1L.1.15) 
上 雷 吉 VE， 为 突 数 当 各 记名 9 高 阻 必 ，，.， 
人 各 条 方 于 (1 的 通 角 | 
(办 一 Ceme 十 CseEhit (11L.1.16) 
.由 于 本 征 要 守 疾 Reuaas0) 当 估 胃 尼 具 ， 这 是 振幅 训 明 的 振动 过 程 ， 本 征 糙 叶 部 Trtu.s 给 


出 其 入 频率 , 当 高 阻尼 时 刘 则 是 纯 喜 庆 昌 自 ! 郑 是 往 定 的 ， 和 
在 某 些 物 理 过程 中 , 例如 含有 有 源 元 件 的 线路 中 , 可 以 有 负电 阻 或 负 阻尼 的 作用 ， -这 册 
5<0, 产生 实 部 为 正 的 本 征 根 ， 有 即 氛 由 随时 间 措 大 这 时 加 是 不 稳定 的 。 
如 合 
1 : 站 | [亲友 志 2 了 人 | 


一 2， 一 一 一 
区 7 
虹 
则 一 个 二 价 方 程 (11.1.13) 等 价 于 一 阶 方 程 组 人 
1 是 机 和 

Qi - 

一 一 0Q112U1L 十 Qiao9， 忆 和 全 Cn 0 { 

是 二 二 9 -| 0 3 (和 于 17) 

一 Goalt4 十 GegL9， 0 站 和 E4 1Q-: TS 
系数 怎 阵 么 的 本 征 方程 | 

人 人 


， 二 者 时 1 ] ; 刀 2 上 ; 基 和 本 
14-A1=| 0 3 
二 和 
过 ， 人 四 人 





人 
人 (1.1.18) 
0 q 拉 


顺便 再 回 到 一 阶 模型 微分 方程 (i1.1:5)， 那 里 的 系数 上 就 是 其 相应 的 一 次 代数 本 征 方 


_ 程 的 根 ， 央 此 看 统 的 判 稳 实 质 是 针对 着 本 征 根 。 在 这 里 想 可 以 理解， 为 佬 8 帮 术 强 方 
( 工 . 革 .可 考虑 到 复 系数 , 因为 这 样 在 实际 上 就 已 经 把 谱 振 和 阻尼 谐振 包括 在 内 了 。:e ， 
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$ 11.2 ”一 般 的 微分 方程 组 及 其 稳定 性 
11.2.1 常 系数 线性 微分 方程 组 


有 = 习 owu 二 gj， 人 (1.2.1 


或 者 采用 回 量 的 写法 
(人们 4 和 1 aaqim | 
so-e-| | "9-o-| 机 | 
2mr gm CamI CQmm 


_4u+g [1.2.9) 


系数 矩阵 么 决 定 系 数 的 内 在 特征 , 右 冰 Di 全 
分 析 系 统 稳定 性 的 方法 基本 同 于 前 。 设 初 值 为 Wo 时 介 向 量 为 人， 而 初 值 受 扰 bo~ 
8o 十 Bo 时 受 扰 介 为 2 动 十 E( 埠 ， 


这 就 简化 为 


本 生 人 + -4 人 和 (1L.2.3) 
人 
号 -4e .9 


它 在 形式 上 与 原始 方程 (11 2. 2) 基 本 一 样 , 只 是 没有 驱动 项 ， 即 方程 组 是 齐 次 的 。 

“ 设 和 矩 阵 4 具有 互 异 的 本 征 值 凡 ， 9 Himr 则 4 入 可 以 化 为 对 角 型 @， 即 有 非 异 怎 阵 三 
使 得 
1 0 ] 
| 
这 里 豆 的 各 个 列 向 量 就 是 对 应 于 各 个 本 征 值 的 本 征 向 量 。 于 是 作 变 换 

才 一 已 -ae 即 e 一 用 


则 方程 组 ( 革 .2. 多 等 价 于 对 角 型 的 方程 组 


己 -.4 忆 =- M- 


人 
尝 - 一 必 认 1 一 已 
| 工 . 5) 那 样 最 简单 的 形式 ， 系数 必 可 以 是 复数 。 

而 扰动 (用 变换 后 的 导 表示) 可 以 表 为 
如 (一 上 08w 一 人 oo 6 ， 7 一 十， "0 
此 处 
E 5 忆 一 了 Ai 


日 这 里 为 了 竺 化 起 见 ,起 见 ， 不 讨论 一 般 的 情况 ， 于 时 呈 不 人 但 总 可 以 化 为 类 似 于 对 角 型 的 所 浊 考 当 
标准 型 的 。 


rr 





463 


由 此 可 见 系数 年 阵 4 的 本 征 值 的 实 部 对 应 于 振幅 的 增 减 , 虚 部 对 应 于 振动 的 角 频率 。 因此 
当 本 征 值 的 实 部 Rexa, …，Relm 均 <0 时 系统 是 稳定 的 , 即 任何 初始 扰动 都 随 * 的 增长 而 
衰退 。 这 时 傅 
人 和 《HL.2. 
也 称 为 有 生 时 间或 时 间 芝 数 。 ER 不 同 的 “成 分 “可 以 有 
不 同 的 时 间 常 数 。 其 中 最 大 的 时 间 和 常数 zmaz=max7zi 表达 了 全 过 程 的 活跃 时 间 ; 而 最 小 的 
时 间 常 数 四 站 区 则 表达 系统 最 敏感 “环节 的 反应 速度 ， 即 过 渡 时 间 。 在 许多 领域 里 _ 


入 上 最 的 了 间 和 刁 最 小 的 时 个 娄 可 关 二 例如 达到 若干 个 数量 级 的 情况 ,这 楼 

， 人 人 Re 一 0， 则 这 些 - 成 分 相应 于 以 虚 部 Ti= 为 
角 频 率 的 无 阻尼 简 谐振 动 ， 如 1.1.2 节 所 述 。 如 有 某 些 Relo>0， 则 一 旦 受 扰 后 会 随 + 的 
增长 而 无 穷 曾 长， 即 过 程 是 不 稳定 的 。 


7 一 


11.2.2 变 系 数 及 非 线性 微分 方程 组 


在 变 系数 性 系统 四 
-有 42 的 +9gG 四 _《 斑 . 2.6) 
本 人 已 的 李 征 但 也 就 依 列 于 各 oo- 岂 的 .小 拓 方 为 
8 
8 


人 了 人 


在 非 线性 系统 , 一 人 
7 人 “ln 妇 ， 7 一 工 ， 9 1 、 ( 持 .2.7) 


右 端 方 可 以 是 全 ，…，zm 以 及 # 的 非 线性 函数 , 它 可 以 简写 为 向 量 的 形式 


dt 下 必 ] 广 | 
一 一 一 (人 ， 为， “| | | 
di 要 于 记 上 


可 以 采用 所 谓 线性 化 的 方法 来 分 析 它 对 于 拢 动 的 稳定 性 。 设 &( 戎 加 ，…; im) 是 一 组 特 解 ， 
8 十 8( 即 人 妈 十 251 …， wm 十 sm) 是 相 宰 的 受 扰 解 。 
由 于 

昌 (wa -Put pn 十 Sm 动 


视 sb …，sn 大 庆生 宁肯 手 因 次 民 于 





广 人 十 5 和 二 em 站 SG oo us 有 十 加-o .2 
因此 拢 动 s，…，snm 近似 地 满 必 卉 次 线性 微分 方程 组 
-2 
吧 Gu 吧 
吧 -4e 4- 好 - 3 Eee 2.9) 
ee 反 | af 及 加 


9 3 re EC 





这 旦 42 处 为 导 笋 郑 阵 (水 称 牙 可比 Jaoobi 阵 ， 注 意 它 是 在 特定 解 台 ，…，a 处 计算 )。 


加入 组 信和 ， 它 人 
前 述 本 征 值 分 析 方法 。 由 于 本 征 值 几 不 仅 依赖 于 所 处 的 时 刻 ,而 且 依 赖 于 特 解 由 ，…，xwm， 
情况 也 就 更 复杂 了 。 当 方程 为 线性 时 导数 答 阵 就 是 系数 和 矩阵。 

fi 像 人 .2.7) 这 梯 的 一 阶 方程 组 的 形式 已 经 足够 一 般 ， 以 至 于 无 须 专门 去 论 列 高 阶 征 分 
序 稳 或 方程 组 的 情况 。 事实 上 , 除了 一 些 特 殊 情 况 外 ; 仿照 814 .1 末 列 举 的 方 沫 ,总 荆 以 把 
高 阶 方 程 化 成 一 阶 微 分 方程 组 (11:2.7)。 这 样 做 对 解析 处 理 和 数值 处 理 都 有 统一 入 化 的 好 
处 ; 在 计算 实践 中 通常 也 就 是 这 样 办 的 。 


也 2.3 病态 微分 方程 


二 面 对 线 性 方程 提 到 了 病态 的 问题 这 个 概念 自然 也 适用 于 一 般 非 线性 方 种, 即 以 导数 
个 阵 的 最 大 最 小 时 间 常 数 的 比值 us/men 作为 病态 程度 的 衡量 。 在 实践 中 常常 出 现 同一 
系统 内 有 相差 悬殊 的 时 间 常数 。 例如 在 自动 控制 系统 中 控制 线路 常常 是 反应 灵敏 的 ， 能够 
迅速 完成 状态 过 渡 , 即 具 有 小 的 时 间 常 数 ; 反之 , 受 景 栖 本 身 的 运动 由 于 插 插 较 大 , 状态 过 渡 
较 慢 , 即 具 有 大 的 时 间 常 数 。 在 多 组 分 化 学 反应 中 , 可 能 有 些 反 应 速度 很 快 , 有 些 很 慢 , 在 电 
力 网 络 .电子 网 络 或 者 由 扩散 、 传 热 过 程 对 空 : 间 变 量 离 区 化 而 得 常生 分 方程 中 世 经 党 出 现 量 
级 涉 萄 的 时 间 常 数 。 

最 大 寺 亲人 尝 孝 才 纪 了 条 计 各 的 活 腾 时 和 好 决定 积分 求解 的 总 时 间 ; 而 在 经 则 的 数 信 角 
法 中 积分 步 长 则 受 限于 最 小 时 间 常 数 ( 见 . 817 鸭 。 于 是 当 病态 度 很 大 时 ， 积 分 步 数 往往 很 
大 , 这 是 病态 方程 带 来 的 计算 困难 。 

在 实际 系统 中 往往 有 这 样 的 元 件 或 环节 , 它 对 全 过 程 并 移 实质 性 的 影响 -但 却 带 来 极 小 - 
的 时 间 常 数 ， 导 致 病态 化 ， 造 成 计算 的 累 效 。 因此 在 形成 数学 问题 时 应 作物 理 笨 数 学 的 分 
析 , 对 有 关 因 素 适 当地 权衡 取 含 , 以 避免 不 必要 的 病态 性 。 


4 


天 分 方法 和 有 关 的 梳 人 


在 各 项 科学 技术 领域 中 ， 常 微分 方程 问题 经 党 出 观 , 少 大 量 的 求解 需要 ， 同时 , 计算 机 和 
0 aid 
有 很 大 的 比重 。 可 

我 们 知道 "传统 的 数学 分 析 方 法 只 能 解决 少数 的 比较 简单 和 奥 型 的 常 抽 分 方程 问题 比 
如 说 一 般 只 能 胜任 常 系数 线性 方程 , 对 于 变 系数 线性 方程 就 有 很 大 困难 , 更 不 用 说 一 般 的 非 
线性 方程 了 。 一 般 说 来 解析 方法 比较 适合 于 定性 的 研究 ,， 当 当然 也 还 远 不 能 解决 问题 。 数值 
方法 的 实用 范围 则 远 为 宽广 。 对 于 绝 大 多 数 实践 上 出 现 的 常 微分 方程 初 值 问题 ， 无 论 是 党 
系数 还 是 变 系数 , 是 线性 还 是 非 线 性 , 一 般 都 能 应 用 数值 方法 在 实际 上 得 到 解决 。 在 生产 实 
刀 上 , 对 于 非 线性 和 复杂 系统 的 问题 ， 应 用 计算 机 和 数值 方法 的 效果 最 为 显著 ， 因 为 正 是 在 . 
这 个 方面 传统 的 数学 分 析 方法 是 难以 胜任 的 。 

常 微分 方程 初 值 问题 数值 解 前 主要 手段 是 差分 方法 ， 它 的 优点 是 通用 性 强 即 适 应 面 广 
而 方法 简单 便于 掌握 。 在 这 一 章 中 ， 先 通过 最 简单 的 一 类 差分 方法 , 即 尤 拉 方法 来 说 明 一 些 
有 关 的 基本 概念 , 包括 数值 稳定 性 等 问题 , 见 811.3~5, 解法 的 进一步 的 介绍 则 见 811.6~9。 
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11.3.1 尤 拉 方法 


，，” 设 有 一 阶 常 微分 方程 组 的 初 值 p 题 
| 2 一 了 (1， 芒 
在 这 里 和 以 后 ,为 了 简便 主要 将 采用 向 量 写法 。 
将 目 变 量 上 离散 化 , 取 步 长 义 命 
在 一 9 太 ，V 一 到 (四 ， 太 = 了 加)， 有 一 0 二 ， 
用 适当 的 差 商 代替 局 1.3. 了 的 左 端 全 ， 用 适当 的 了 信 的 组 合 代 闫 关 的 了 纺 ， 很 自然 地 
人 系列 的 差分 格式 , 称 为 尤 拉 公 式 如 下 ; 


0 了 向 前 卷 公式 了 ed.8 


(11.3.1) 


(2) (0 二 二 天 辣 向 后 差 公式 于 人 ， 《1.3.3) 
0 于- 去 (天 4 十 j， 平 均 ( 樟 形 ) 公 式 王 有 人 (1.3.4) 
(级 元 二 (Cs 一 Wo-1) 一 户 中 心 差 公 式 (3.5 


公式 (1.8.2) 中 导数 在 点 如 计算 ,而 差 商 取 zw 及 向 前 一 点 wa 因此 叫 艇 向 前 关公 式 
在 公式 (1.3.3 中 导数 则 在 点 #tz 计算 ， 而 差 商 取 ws+ 及 向 后 一 点 wy 因此 叫 向 后 关公 
趟 。 

我 们 将 通过 它们 来 说 明 短 关 莽 分 秀 法 的 几 个 概念 ; 如 蕉 断 误差 , 显 式 和 入 式 ， 音 步 法 和 
多 步 法 以 及 数值 稳定 性 。 四 


红 .3.2” 截 断 误差 
将 向 各 关 分 公式 (1 8. 刀 的 左右 两 端 加 在 妇 - 作 等 交 展 开 ， 由 于 
二 Gosx 一 tn) 一双 十 二 和 WO( 们 
ER 
War 四 
玉 - 导 ta 由 = 刀 志 -和 辣 =00 


这 个 时 了 叫做 入 断 误差。 于 是 , 当 加 0 时 吾 ->0， 邯 差分 方程 (过 .3. 为 前 极限 江 式 就 是 全 
分 方程 (11.3. 妃 。 因 此 可 以 认为 差分 方程 (1.3.2) 是 微分 方程 (it.3: T) 的 一 个 合理 的 到 
近 。 类 似 地 对 韦 向 后 差分 公式 ( 持 .3.3) 在 # 一 如 作 备 次 展开 ， 出 得 截 源 也 ~ 0 国 。 

对 于 公式 ( 芋 .3. 入 、G1.3. 呈 分别 在 


一 加 和 四 可 他 二 加 ri) 


以 及 # 一 加 人 ee 人 (LE. 3. ee 3. 
一 稚 。 二 2 2 
站 差分 公式 的 城关 五 一 -DO(M) 时 ， 我 们 说 它 具 有 阶 厅 太 。 本 








从 72 


11.3.3 显 式 和 隐 式 


解 初 值 问题 的 差分 方法 的 共同 算 沪 法 特点 是 步 进 式 ; 即 从 初始 一 点 或 几 点 出 发 , 每 一 步 根 
据 思 或 (及 ) 其 前 的 w%- … 来 计算 新 的 wz 这 样 逐 步 推进 。 但 是 在 每 步 的 算法 执行 上 还 
有 差别 。 
例如 已 知 了 zw， 因此 也 有 了 妨 = 帮 (ws 雪 ， 则 根据 公式 人 1.3.2) 立 即 可 以 明显 得 出 
t+1 
Wo4+1 一 仿 十 疡 
类 似 地 , 已 知 了 zz 因此 也 有 了 太 记 -， 则 根据 公式 (11.3， 玉 立 即 明显 地 得 2 
1 十 277， ， 
这 样 的 格式 称 为 显 式 。 
”反之 , 在 公式 (11.3.3) 和 (11.83. 全 中 除了 显 信 wd 以 外 , 在 户 +t=J Gusu tr 中 还 隐 
含 未 知 前 wsz， 因此 必须 “ 解 " 方 程 才能 得 出 w+3 这 样 的 格式 称 为 隐 式 。 
从 算法 上 说 , 显 式 远 比 隐 式 方便 。 但 有 时 由 于 其 它 因素 ， 如 精度 ， 特别 是 稳定 性 的 考虑 ， 
有 时 宁 富 采 用 隐 式 ( 见 后 S11.4 之 末 )。 


了 .3.4 单 步 与 多 步 


步 进 差分 格式 除了 显 、 隐 之 别 外 还 有 所 谓 单 步 和 多 步 的 差别 。 例如 在 公式 (11.3. 约 、 
(11.3.3) 及 (11.8.4), 当 从 加 推进 到 如 si 时 只 用 到 当前 时 刻 志 的 数据 , 因此 称 为 单 步 的 ; 反 
之 在 公式 (1T.3.5) 中 则 要 了 时刻 加 及 如 -3 的 数据 ， 因 此 称 为 双 步 的 ， 这 是 多 步 的 一 种 , 可 以 
有 三 步 及 更 多 步 的 。 

从 存储 量 来 看 , 多 步 法 需要 保留 多 个 时 刻 的 数据 , 因此 是 不 利 的 ， 但 当 方 程 个 数 即 未 知 

函数 个 数 不 太 巨大 时 , 问题 并 不 严重 。 
”” 单 步 法 还 有 可 以 自动 起 步 及 自由 改变 步 长 的 优点 ; 多 步 法 则 不 便 , 例 如 在 公式 (1 3.8 
除了 xw 外 还 需要 刀 才能 起 动 ， 通常 可 用 单 步 法 起 步 或 采取 其 它 算法 措施 以 补足 必须 的 初 
始 几 点 值 。 

ee 隐 、 单 步 及 多 步 ) 的 一 股 形式 是 


人 上 于 贡 大 二 十 cz 一 of 十 Bi 访 十 … 十 BF (1.3.0) 


这 里 do …， az，po。…，A 都 是 不 依赖 于 具体 微分 方程 的 常数 。 可 以 看 到 (11.3.2)~ 
(11.3.5) 都 是 其 特例 。 当 甸 = 0 时 是 显 式 , 否则 是 隐 式 。 当 >2 而 w 和 及 不 同 为 0 时 是 
多 步 的 , 当 <2 时 是 单 步 的 。 

这 里 称 (11.3.6) 为 线性 格式 是 指 它 玫 示 为 usa …，uwrra js， Fe 的 线性 组 
合 的 形式 。 也 有 非 线性 的 差分 格式 见 811.8。 本 


StL4 数值 稳定 性 


。 上面 列举 的 差分 格式 (11.3. 人 一 (11.3.5) 都 是 微分 方程 组 (11.3.1T 的 合理 逼近 ， 当 
j ->0 时 截 差 妃 _>0, 有 的 还 达到 较 高 精度 , 如 (11.3. 和 、(1.3.8 的 截 差 百 =O(12) 。 但 是 ， 
单 靠 这 一 点 还 不 足以 保证 差分 格式 可 以 工作 。 关 键 的 问题 是 差分 方程 是 否 县 有 对 于 扰动 的 





二 
稳定 性 , 即 数值 稳 定性 。 在 数值 不 稳定 的 情况 下 , 计算 误差 将 恶性 发 展 以 致 计算 失败 。 
11.4.1 判 稳 方 法 


“我 们 试用 前 列 烙 式 解 模型 全 分 方程 
凤 一 MU， 几 一 X 十 久 (11.4.1) 
并 设 Re 一 wa<0， 即 微分 方程 是 稳定 的 。 这 就 相当 于 将 一 般 的 微分 方程 双 = 记 (0 的 右 
项 了 取 为 Wu， 因此 差分 方程 (11.3.6) 成 为 线性 齐 次 差分 方程 


元 (outuia 十 oa 十 … 十 olnt1 -有 一 凡 (Botsi 十 Ban 十 … 十 Bansi- 凤 
设 由 (=0, 二 2,…) 是 一 个 解 。 另 设 由 十 sj 是 一 个 受 拢 解 , 即 
天 (ao 《21 十 8n+1] 十 十 ax(zn+i_xz 十 2n H1- 切 ) 


一 凡 (Bo(bsi 十 sn 十 *… ee 
西式 相 减 即 得 小 扰动 差分 方程 
ons+1 十 Cn 十 十 Qix8n+T 二 一 (Goesta 十 Bien 十 < :十 zentl- 划 ( 持 .4.2) 
亦 即 
(ao 一 Ho) sa+1l 十 《aa 一 一 pp sn 十 … 0 App ce- 一 
这 是 8 十 页 的 线性 齐 次 差分 方程 它 的 通 解 是 日 
8n 一 GAY 十 CaX3 十 … -十 NS 
此 处 .ae( 均 俯 各 和 是 对 应 于 (11.4 .多 的 天 次 本 征 方 各 
| 人 十 史 一 ee 十 (和 .4.3 
尔 即 
(ao 一 Ap 和 MT 十 (aa 一 ON jz- … 十 (wayiecg 
的 4 个 根 。 显然 , 数值 稳定 ， EC 二 
1 和 (LA 二 二 7 于 (1 .4.4) 
否则 扰动 sa， 将 随 nr->co 而 无 穷 增 长 , 这 就 是 数值 不 稳定 。 ， 
可 以 采用 几何 的 方法 来 判 稳 。 事实 上 , 方程 (14 .4. 3) 表 达 微 分 方程 本 征 值 与 步 长 的 乘 
积 / 必 与 差分 方程 本 征 值 和 之 间 的 关系 。 为 了 方便 ， 命 复 变量 
2 一 LA， “= 一 2 十 刀 ， 一 2 十 外 
4 人 
sx- 0 《HL 4.5) 


它 表 示 了 复数 平面 与 复数 := / 忆 平面 之 间 的 变换 。 平面 内 所 有 满足 条 件 (11.4. 人 的 点 
z 一 / 败 的 集合 2 叫做 差分 方程 的 稳定 域 。 当 微分 方程 的 所 有 本 征 值 几 乘 以 步 长 畴 后 都 落 在 
@ 内 则 数值 稳定 。 为 了 搞 清楚 稳定 域 2 可 以 先 研 究 临界 即 .| 和 | = 工 的 情况。 变换 ( 蕊 .4.5) 
把 入 平面 上 的 单位 贺 . 人 全 工 ( 即 A 人 一 映 为 * 平面 上 的 一 条 临界 曲线 

本 ?= e 1 0<g<2r 本 
这 是 一 一 自 相交 的 曲线 ， 它 把 * 平分 宙 为 有 限 和 多 个 于 
[0 然后 检查 其 中 哪 一 些 能 确保 了， 4 多 


加 “为 了 简便 ,不 去 涉及 有 重 根 的 一 般 情况 


dat MoreRaAeoeer 
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11.4.2 尤 拉 公 式 的 稳定 性 

(向 前 差 公式 : > 一 和 一 I 

临界 曲线 志 ，1X| = 工 应 为 中 心 在 := 一 于 半径 为 工 的 圆 ， 其 内 部 2 是 稳定 域 | 和 <1， 
罗 如 图 霸 .2。 显 然 , 对 于 任何 Reu<0( 即 微分 方程 为 
稳定 )， 只 须 取 灵 充 分 小 必 能 使 凤 落 在 稳定 域 之 
内 。 稳 定 的 解析 条 件 显 然 是 

下 土 六 | 六 12 一 | 十 守 2 一 工 十 风 A| 

十 二 一 一 一 =- (十 ap)2 十 (BR 

一 于 十 2a 丈 十 (a2 十 2 

一 ] 一 2ja|7 二 (oa 十 B2) 7 








1 ， 
图 11.2 1 (11.4.6) 





如 果 |Rew| 六 1Top|, 则 -Te 舍 -= TRE-T=T 即 时 间 常数 , 则 稳定 条 件 近似 地 胡 为 


几 <27 (六 .了 .7) 
由 此 可 见 ， 即使 原 微分 方程 为 稳定 即 Rew<0, 但 ” 相当 大 以 致 于 / 叹 落 在 2 之 外 , 差 
分 格式 是 不 稳定 的 。 反 之 , 对 于 任何 Rew<0, 只 要 取 户 充分 小 , 总 能 使 / 故 落 在 2 之 内 , 这 
时 差分 格式 为 稳定 。 因 此 我 们 说 这 样 的 差分 格式 (相对 于 稳定 的 微分 方程 而 言 ) 为 条 件 稳定 。 
(2) 疝 后 差 公 式 : 2 一 工 一 和 
临界 曲线 三 是 中 心 在 ?= 于 半径 为 工 的 圆 ， 其 外 2 为 稳定 域 ( 图 1.3)， 稳 定 域 包含 了 
全 齐 左 半 平 面 。 因此 对 于 稳定 的 微分 方程 ( 即 Rew<0)， 不 论 取 步 长 由 如 何 差分 格式 总 是 
稳定 的 ， 这 样 的 格式 称 为 (对 于 稳定 的 做 分 方程 而 言 ) 恒 稳 或 无 条 件 稳定 的 。 


lmHA 








写 SR 


Re。 HR 大 8 Re 有 





图 图 11.4 


和 一 工 
AN 
(3) 平均 公式 ，>=- 2 


临界 曲线 太 为 虚 轴 ， 其 左 半 平面 为 稳定 域 2( 图 了. 入。 这 也 是 恒 稳 的 。 注 意 ， 当 
Re 凡 一 0， 即 微分 方程 为 临界 稳 时 ，|)a,s| = 工 即 差分 方程 也 是 临界 稳 的 。 

( 约 中 心 差 公式 ， 一 (一 元 ) 

临界 曲线 六 为 虚 轴 上 的 一 个 “切口 "[ 一 和 四， 稳定 域 9 在 其 内 都 ， 实 际 上 不 存在 (图 
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寺 .5) 。 因 此 , 对 任何 Reu<0, 不 论 步 长 九 如 何 , 差分 格式 不 稳定 , 可 以 称 为 (对 于 稳定 的 微 
分 方程 而 言 ) 恒 不 稳 格 式 。 因 此 一 般 说 来 是 不 实用 的 。 但 是 
对 于 临界 稳 的 微分 方程 , 即 Rew=0, 则 差分 方程 |ja,s| = 了 填 
即 保持 临界 稳定 性 ， 故 对 于 如 无 阻尼 的 简 谐 运动 方程 则 是 
合适 的 。 

上 面 的 例子 说 明了 微分 方程 的 稳定 性 与 相应 的 差分 方 
程 的 稳定 性 是 互相 联系 而 又 有 区 别 的 。 对 于 稳定 的 微分 方 
程 (大 多 数 实际 求解 的 问题 都 属 此 类 ) 可 以 有 条 件 稳 、 恒 稳 
乃至 恒 不 稳 的 差分 格式 。 由 于 微分 方程 的 稳定 性 是 系统 前 
一 个 重要 的 内 在 特征 ， 因 此 在 差分 化 时 应 该 要 求 保持 这 个 
特征 ， 即 要 求 差 分 方程 为 稳定 。 事实 上 不 稳定 的 差分 方程 
(包括 由 步 长 过 大 引起 的 情况 ) 是 不 能 据 以 工作 的 。 在 计算 中 数值 不 稳定 往往 会 很 快 很 尖锐 
ne 
程 和 差分 方法 的 特性 而 调整 步 长 或 更 换 格式 。 


IaRp 


必 


wy 


一 一 一 人 3) 一 一 


图 11.5 


11.4.3 ” 非 线性 方程 差分 解法 的 判 稳 问题 
上 面 是 通过 解 一 个 模型 方程 双 = / 必 来 对 差分 格式 进行 判 稳 ， 初 看 起 来 似 有 很 大 局 限 
性 ,其实 ， 不 完全 是 这 个 样子 。 设 用 多 步 格式 (1 3.6) 来 解 一 般 的 非 线 性 方程 组 
下 =- ) 
即 得 非 线性 的 差分 方程 组 
ao02041 十 十 CR 一 匹 (Bo 人 NO 
设 邮 人 9 一 0，1，2,…) 为 一 组 特 解 ，2 十 49 一 0 1 为 一 组 相应 前 受 扰 解 ， 则 用 类 似 于 
11.2.2 忆 来 的 方法 可 知 @ 满足 线性 化 小 扰动 差分 方程 组 
008 4 十 十 oj 一 帮 (B04iB1 十 十 Be UL .4.8) 
此 处 
4 


即 导 数 矩 阵 , 计 鼻 于 所 2= tt 加 。 为 了 判 稳 可 以 把 4 4 冻结 ， 即 认为 人 si 
4 二， 4- x 必 姐 ( 事 实 上 许多 问题 中 导数 和 抢 阵 也 确 是 缓 变 的 )， 于 是 \ 芋 .4.8) 简 化 为 

ao8na+1 十 十 xn 一 AL(Boei 十 … 十 Bxeoti- 〈(.4.9) 
同样 用 11.2， 1 节 中 的 方法 ， 把 矩阵 4 对 角 化 


各 一 个 m》 雹 一 轴 


HA 0 
4~Pe4P-M-| 呈 
0 Lar 
并 对 8 作 变换 有 2， 则 方程 组 分 解 为 色 个 独立 的 方程 ， 其 中 每 一 个 均 如 ( 革 .4. 了 那样 模型 
方程 的 形式 ,而 风 分 别 为 4 的 本 征 值 上 ，…，Hnme。 这样， 差分 格式 的 判 稳 条 件 就 成 为 要 求 
AU= …，Am) 均 落 在 稳定 域 之 内 。 
对 于 稳定 的 方程 组 有 
Re 太 二 0， = 二 2，…, 仙 
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于 是 尤 拉 向 前 差 格式 的 稳定 条 件 ( 见 G1.4. 梧 (11.4.D) 
he 人 j 一 1 2 
全 和 3 狼 


亦 即 汪汪 有 
<min 引 Rei 
1 | 
或 近似 地 , 当 |Renki1zz In 时 ， 
| Re > 了 一 
TBe 
jp<min% 2 一 2ron GEL 4. 10) 


即 步 长 要 取 相 当 于 最 小 时 间 常 数 的 量 级 。 其 他 - 些 经 典 显 式 方法 如 亚 丹 斯 法 龙 阁 - 库 塔 广 
法 的 稳定 条 件 也 基本 上 是 这 个 量 级 ( 见 341.6.1 节 , 11.6.3 节 )。 条 件 ( 开 .4.10) 往 往 是 一 个 
极其 过 刻 的 条 件 ， 即 单 纯 从 截断 误 关 来 汝 虑 步 长 往往 无须 这 样 小 而 从 稳定 性 的 要 求 则 必须 
服从 这 个 条 件 。 一 

至 于 恒 稳 的 格式 ， 在 前 面 是 相对 于 模型 方程 而 言 的 ， 即 对 -- 切 Rep<0 及 一 切 六 均 和 
定 , 那 末 对 于 有 限 多 个 Re 上 w<0 而 言 便 稳 的 结论 自然 不 变 。 

在 811.2 中 提 到 ， 在 实践 中 常常 出 现 所 谓 病态 微分 方程 ， 即 最 大 与 最 小 时 间 常 数 之 比 
Taaz/rain 很 大 ， 达 到 :104，105 万 至 更 高 的 量 级 。 我 们 知道 (81+.2) 最 大 的 时 间 常数 rusx 表 
达 了 全 过 程 的 活跃 时 间 ， 因 此 积分 求解 的 时 仆 只 须 取 为 rusx 或 其 数 倍 ， 相 当 或 稍 大 半 个 量 
级 。 反 之 ,如 上 所 述 ， 对 尤 拉 向 前 差分 或 其 它 一 些 主要 的 经 典 显 式 方法 而 言 ,积分 步 长 为 最 
小 时 间 常 数 的 量 级 。 因此 积分 的 总 步 数 将 达 ruaz/rui 或 略 高 的 量 级 。 因此 即使 当 方程 组 
本 身 很 简单 , 但 病态 度 很 大 时 , 计算 工作 量 可 以 很 沉重 甚至 成 为 难以 容忍 的 负担 。 困 难 的 根 
源 是 显 式 步 长 条 件 ,这 是 由 格式 的 稳定 性 引起 的 。 

相反 地 , 恒 稳 格式 如 尤 拉 向 后 差 及 平均 公式 等 等 , 由 于 它们 的 步 长 只 受 蕉 断 误 差 的 制约 
而 摆脱 了 稳定 性 制约 , 因此 对 于 解 病态 方程 是 特别 有 利 的 。 用 向 后 差 隐 式 比 用 向 前 差 显 式 
有 时 步 长 可 以 放大 到 用 个 量 级 。 但 是 隐 式 方法 每 一 步 有 一 个 解 方程 的 问题 , 需要 认真 对 
待 。 

ww 隐 藉 才 各 相应 人 法 

比较 克拉 向 前 、 疝 后 及 平均 格式 的 稳定 性 及 鹤 断 误 关 ， 可 知 隐 式 可 以 起 到 改善 和 生性 和 
(或 ) 提高 精 关 的 作用 。. 对 于 病态 方程 而 言 ,改善 稳定 性 则 是 主要 的 。 对 于 非 病 态 问题 则 提 
高 精度 是 主要 的 。 但 是 , 隐 式 的 每 一 步 要 解 一 个 以 ,ts +1 为 未 知 向 县 的 韭 线 杜 或 线性 代数 方 _ 


程 组 。 其 解法 的 选择 关系 很 大 。 ， 
我 们 以 最 简单 向 后 差 隐 式 为 例 ， 介 绍 两 种 基本 的 方法 。 这 时 每 步 要 解 方程 组 (m 个 广 


程 ) ws 三 
本 
未 知 向 量 为 tp RE 
11.5.1 比 卡 和 迭代 法 和 预 估 校 正 公式 
所 谓 比 卡 (Picard) 和 迭代 法 就 是 





本 了 了 
2 一 和 一 有 从) 5 二 2 2 
迁 代 直到 本 
Ia -aa <e 
s 为 预 给 的 容 差 。 而 迭代 初 值 可 取 , 例如 按照 向 前 差 公 式 
50 一 2 十 2 
或 者 径直 取 
2 一 2 
命 第 7 次 近似 &9: 与 真 解 &sti 的 差 为 8 各 1 
8 多 :一 st 一 到 和: 
于 是 (也 .5. 了 切 、( 了 .5.2) 相 减 得 
0 一 大， 加) 一 六 人才) 二 14 人 


此 处 4u=( 站 ) 


即 8 一 (741)120， 7 一 0 1 2， 


命 /ie 为 导数 矩阵 (在 线性 时 就 是 系数 矩阵 ) 的 本 征 值 。 ee 
12xizl< 二 15=1 2， 


工 
亦 即 Eee 
设 本 征 值 mm 为 负 实 数 , 则 时 间 常数 ， 
- 工 
四 | xz| 
因此 收 伍 的 步 长 条 件 Re 
及 < Taia dd. 5.3) 


注意 迭代 收敛 条 件 (11.5.3) 与 向 前 差 显 式 的 稳定 条 件 (11， 4 2) 相当。 因此 , 如 果 采用 
隐 式 提 脱 稳定 条 件 的 限制， 以 期 放大 步 长， 例如 在 解 病态 方程 时 , 用 比 卡 迁 代 法 来 求解 是 不 
行 的 , 因为 必须 把 步 长 纳 回 原来 的 量 级 。 

如 果 采 用 隐 式 改善 精度 ,例如 对 非 病态 方程, 那 时 条 体 (11.5.3) 不 是 问题 很 大 的 , 比 卡 
选 代 法 还 是 可 取 的 , 因为 它 的 算法 简单 。 实 际 计算 时 可 以 控 御 一 定 的 迁 代 步 数 甚至 只 适 代 
一 次 , 这 就 是 所 谓 预 估 - 校 正 公式 。 

实践 中 常常 采用 一 个 显 式 公式 作为 预 估 , 然后 用 一 个 隐 式 公式 作为 校正 。 例 如 

预 估 ，2: 一 十 7(ee t) 

粹 正 ，apra 一 an 十 立 [7Cug t+ t] 
“注意 这 里 向 前 着 估 公 式 为 一 阶 精 度 , 妈 罗 


必 Geos 一 由) 0 -Po 


， 闪 


2 


二 (一 - 央 玫 -Po=0O 人 


于 是 801 一 入 AI 一 CO] ， (2 人， 加 41) 一 了 (2 加 + 一 OO)， 因此 骆 估 校正 公式 (实质 是 
显 式 ) 和 平均 隐 式 同样 达到 二 阶 精 度 。 





7 
< 十 贡 说 来 不 难 验 证 如 果 预 他 显 式 为 2 阶 糖 度 人 校正 公式 为 钻 + 工 阶 精度 ， 则 闪 代 一 次 的 
效果 也 达到 2 十 阶 精度 。 因此 当 预 估 校 正 配合 得 当 , 在 迭代 收敛 的 条 件 下 , 迭代 的 误 果 主 
要 表现 在 第 一 次 , 而 盲目 迭代 下 去 则 牙 效 不 杰 。 ' 这 梢 只 和 迭代 一 次 ， 即 多 计算 右 端 函数 一 次 ， 
便 能 收 到 提高 一 阶 精 度 的 效果 。 太公 二 省 国 四 各 攻 导 四 让 站 会 束 E 泛 容 这 在 这 这 

附 ”两 种 梯形 公式 和 


工 . 2Wn+1 一 Wn 十 





II . ws 如 十 jjf( 各 二 各 志 ， 及 一 O(P2)， 人 


两 种 预 估 校 正 3 从 和 
ee 
| 


As 3 0 
E 3 二 27 2 |、 
和 ty 0(02)， 入 及- 0 《15.4) 


( 二 2 RS R 本 5 


有 sa SETeadi 0 


1 二 1 SN AAA 了 民 : 
民 扑 莹 证 建交 3 本 


Up41 一 tn 十 用 jn 证 
II =0(022) ,7 开平 [大 十 去 21 11.5.5 

wo 二 有 (全 全 ， (和 ) HP 十 襄 亿 大 《 ) 
人 AN 


即 wo 如 十 林 ( 和 十 丰 二 大 < Ts 
本 人 有 (和 清 砷 疙 性 档 藉 ; 十- 内 格 库 塔 公 
式 ( 见 S11.8)。 Cs 章 


1 字 迁 代 法 与 估 校正 公式 ER 


全 了 二 有 和 区 伯 二 RN 
琵 n+1 一 人 二 pt 


六 现 说 是 年 机 故人 革 4 让 记 同和 5 要求 下 一 轨 2 


2 一 CA | 二 ， 
出 人 PR 得 全 臣 计 | 上 


从 志和 于 是 要 求全 ER 
于 2 人 六 的 


7 2 it 小 让 [刘斌 人 


[以 虹 ; 让: 浊 拓 公 全 袜 | 7 中 - 人 人 民 下 人 好 - | 过 汪 | 水: 让 1 


玉 十 二 3 


了 弛 1 一 有 人 
地 、、 ES . 
1 





全 纪 AR - 
= 人 


因此 丧 量 8 清 足 级 代 数 方 各 组 ER 


Me ae We 
Wi 直 十 BT 人 了 四 


直至 增 量 小 于 预 给 的 容 差 为 止 ， 和 
初始 值 册 可 以 取 ) 例如 


0) -， 》 人 二 ier -wy， 本 1- 生 .人 
吓 1 一人， 人 


3 
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注意 , 如 果 原 微分 方程 组 是 线性 的 , 即 妈 一 (ou 力 == 和 4(D&T9( 雪 则 成 为 
2 一 1 一 LN 二 Di (11.5.7) 
注意 由 于 方程 组 是 线性 的 , 导数 失 阵 就 等 于 系数 矩阵 , 即 
0 一 ) toD 一 4 
与 了 无 关 。 

当 取 初 值 一 邮 时 ， 方程 (1 革 .5.7) 本 身 与 它 的 牛顿 线性 化 方程 (二 .5.6) 相 一 激 ， 即 
和 牛顿 迭代 一 步 就 是 真 解 Us = Wisa， 即 使 矩阵 4 高 度 病态 也 是 如 此 。 在 非 线性 的 情况 
下 , 只 要 初始 值 靠近 真 解 (实践 上 总 能 作 到 的 ) ,总 是 保证 收敛 的 。 这 就 不 像 比 卡 选 代 那样 步 
长 要 受 最 小 时 间 常 数 ( 即 最 大 本 征 值 ) 的 严重 限制 。 这 是 牛顿 适 代 的 有 利之 点 。 因 此 它 特别 
适应 于 病态 方程 。 

比 卡 方法 不 论 对 线性 或 非 线性 方程 都 按 统一 而 简单 算法 执行 ， 而 牛顿 法 每 迁 代 一 步 需 
要 解 一 个 线 代 数 方程 组 , 这 是 不 利之 点 , 还 留 有 解法 的 问题 ,解法 的 选取 适当 与 否 关 系 到 牛 
顿 法 的 成 败 。 

线 代数 方程 最 好 采取 直接 法 如 消去 法 。 设 未 知 数 个 数 为 mw， 如 视 抢 阵 4 为 满 矩阵 ， 当 
名 很 大 时 ， 存 储量 ~m2 及 工作 量 ~ms 都 是 浩大 的 。 但 是 在 实际 上 求解 的 微分 方程 的 导数 
阵 4( 特 别 对 于 病态 方程 而 言 ) 儿 乎 都 是 稀疏 矩阵 , 即 零 元 素 占 压 倒 多 数 , 而 且 和 矩阵 的 非 零 结 
构 在 积分 过 程 中 不 变 ,， 这 是 有 利 的 因素 。 因此 一 般 采 到 稀疏 所 阵 的 技术 可 以 争取 到 解 一 次 
方程 的 工作 量 线性 地 依赖 于 和 mn。 

此 外 , 在 病态 方程 通常 还 有 这 样 的 特点 即 导数 矩阵 4 是 缓 变 的 。 因此 在 牛顿 适 代 过 
程 无 须 每 一 个 迁 代步 都 对 48; 进行 更 新 ， 甚至 于 也 无 须 在 每 一 个 积分 步 进行 更 新 。 这 样 可 
”以 节约 产生 导数 矩阵 的 计算 量 。 

牛顿 迭代 一 次 的 预 估 校 正方 法 : 

类 似 于 比 卡 迭代 一 次 方法 ,也 可 以 构造 牛顿 欠 代 一 次 的 方法 。 鉴于 在 线性 方程 时 牛顿 
法 迭代 一 次 就 已 达到 真 解 ， 因 此 可 以 设想 牛顿 欠 代 一 次 的 方法 可 以 保持 隐 式 恒 稳 的 优点。 
以 向 后 差 隐 式 为 例 , 取 

外 插 预 估 to 一 纪 (11.5.8) 

2 《0》 

0 人 1.4D)3 一 po 


中 1 一 十 Gui 


丝 处 4 se ( , 人 ( 本 


0 人 C 和 obona 
了 了 册 1 一 (201， 加 41) 一 了 (2 加 +1) 
它 事实 上 就 是 以 (11.5.8) 为 初 值 , 牛顿 欠 代 一 次 。 也 可 以 表 为 如 下 的 隐 式 格式 
到 (bs 一) 一 La 一 太 12 十 了 (GE， 加 1) (1L.5.10) 
由 于 sa= 细 十 O(， 因 此 不 难 验证 (六 .5.10) 和 疝 后 差 隐 式 (1d.5. 蕊 同样 是 一 只 精 
度 , 即 巴 =O(。 
当 妈 一 太 人 力 = 人 4 为 2 二 9 雹 即 微分 方程 为 线性 时 
了 (20 加 +1) 一 4H20 十 Itl 
Ji 加 1) -120 十 9 


(11.5.9) 
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因此 差分 格式 (11.5.10) 与 (11.5.1) 等 同 。 站 
即 为 恒 稳 的 。 


$ 11.6 基于 数值 积分 的 方法 


(8 11.3) 中 所 介绍 的 尤 拉 公 式 ， 精 度 为 一 阶 或 二 阶 , 是 低 精 度 的 公式 ， 比 较 适 合 于 解 或 
其 导数 有 间断 的 情况 。 当 解 具 有 高 光 消 度 时 ， 它们 的 效率 不 高 , 这 时 必须 利用 高 精度 的 差分 
公式 。 它们 亲 以 分 为 三 类 ， 即 基 于 数值 积分 的 方法 (811.6), 基于 数值 微分 的 方法 (811.7) 和 
基于 宕 次 展开 的 方法 (811. 8) 。 前 二 者 都 运用 多 项 式 搬 信 的 思想 ， 都 是 线性 多 步 格式 ， 第 三 


类 则 是 非 线性 单 步 格式 即 龙 格 库 塔 法 。 | 

微 芬 方程 se 四 

凡 一 Gu ， 直 (11.6.31) 

可 以 写成 积分 的 形式 9 Us 

0 
三 Goe- SI ba 6 
这 是 准确 的 公式 。 ，， 

现 用 个 节点 加 ， 加 -1， …， 加 -+1 的 了 值 六 0 ”3 二 个 寻 -1 次 多 可 式 
五 ( 芒 : 


tb) 有 = 区 岂 - + 有 昌 十 机 人 GD) da 6.3) 
这 里 和-;( 力 就 是 插值 的 基 函 数 ， 即 在 节点 加- 取 值 为 1 在 其 它 节点 取信 为 0 的 4 一 工 次 多 项 
式 。 以 ( 世 .6 3 代入 (于 .6.2) 的 右 端 ， 实际 上 是 外 揪 到 区 间 人 人 并 6， 就 


人 8 
ER 局 下 5 
荆 zz+t 2 汪 和 
pb= 开 | 7 (at 7 一 二 ， 2 》 用 对 《所 .6.5) 


在 等 距 节 点 即 加 -一 如一 狼 时 系数 B; 见 表 霸 .TI 左 。 当 5 = 工时 就 是 尤 拉 向 前 卷 公式 。 
也 可 以 用 帮 个 节点 加 +1， 加 ， ””“”? 加 -kz+3 的 值 思 :， 了 ”3 帮 _bts 搬出 一 个 一 工 次 多 项 
式 万 的 本 

F(bD) RS 





一 -一 一 ~ 一 一 一 -一 -一 一 一 -一 一 ~ 一-…-… 一 一 -一 一 -一 一 -一 -一 一 -一 一 mm -ww -mv 一 -一 





z81 


GO 坟 ， 直 二 五 ( 坊 = 下 n+ 人 1 十 记念 十 … 十 六 stagesra 人 (四 (入 .6.6) 
Hi-;( 共 是 在 节点 加 ti- 到 值 为 工 在 其 它 节点 取 值 为 0 的 4 一 上 次 多 项 式 。 以 (并 .6.6) 代 入 
(4.6. 义 的 右 端 , 注意 这 时 是 内 插 , 在 区 间 [加 ， 加 + 可 上 积分 ,于 是 得 到 隐 式 亚 丹 斯 公开 


元 (ra 一 切 ) 一 oj 十 BI 太 十 … 十 Bk-if -x+s (HL.6 -71) 


-天 | We 的 用， 了 0 了 (1.6.8) 


在 等 距 节 点 时 系数 6 见 玫 蔚 . 右 。 当 必 一 0, 工 时 分 别 就 是 尤 拉 向 后 卷 及 平均 公式 。 
表 11.1 亚 丹 斯 公式 系数 表 











一 一 一 一 一 | 一 -一 一 一 -一 一 一 一 上 一 一 -一 一 -一 一 一 | 一 一 一 一 一 一 | 一 一 一 
中 
























0 ， 
1 四 
1 
2 王 
3 人 Rs 
瑟 区 | 给、 
4 | 90 | _ 细 星 | 2516 | _ 12 全 | | -264 | 106 
127 2 本 482 
5 | 本 | | :Ta 





截断 误 关 和 物 定 性 了 1 
在 亚 冉 斯 公式 中 , 取 了 大 个 节点 的 了 值 插 出 二 工 次 多 项 式 ， 根据 第 -这 1.2.3 书 有 刘 


差 估计 
了 (人 动 ， 贡 一 下 大 王 OO 页 委 上 安 加 Hi 


隐 式 对 于 显 式 的 差别 只 在 于 估计 式 中 心 前 面 的 系数 要 小 一 些 ， 再 作 积分 , 册 有 _ 汪汪 
| 7 (L( 力 ， 力 夺 一 -| > ww 2 


元 |” 了 天 | 0 
因此 亚 丹 斯 公式 ( 世 .6. 邹 和 ( 甘 .6. 7 的 截断 误差 都 是 也 = 即 具 有 居 阶 精度 。 
注意 ; 当 右 项 了 = 时 ， 亚 丹 斯 公式 应 准确 成 立 因 或 恒 有 
Bi 二 Bs+… 十 Br= 工 ( 显 式 ) 
po 十 启 十 ': ， “十 Bt- 一 工 隐 式 ) 
亚 丹 斯 公式 (4.6. 急 、(4.6.7) 的 本 征 方程 统一 写 为 
一 和 (or 十 十 二 Bow 


RS 


本 aa = 人 oa = _ 





不 阶 精 魔 显 式 时 六 一 太一 0 大 阶 精度 腹 式 时 和 一 4 一 上 视 g 为 小 参数 。 当 ?一 0 时 方程 

X 几 Mn 二 0， 即 有 单 根 六 二 1 及 -一 午 根 2 人 和 = 0 ee 

响 稳 定性 ; 和 < 

加 二 LezDG 加 

人 NG 6.10) , 比较 > 的 系数 并 利用 关系 (11， 6， 9) 可 知 w 一 =- 即 

放 CR 一 1 二 OO) 
DOP 1+2Reoi0O  . 

因此 当 BC0 而 充分 外 晤 全 有 IO < 而 步 长 几 限制 在 时 间 常数 


四 


ER 
Ren 
的 量 级, 因此 亚 凡 其 人 式 不 沦 何 阶 或 显 或 隐 ， 都 至 少 是 条 件 稳 的 。 如果 接 (1 6.10) 


入 中 一 入 必 一 人 
站 人 和 人 售 全 -/ 友 二 二 Bo 十 … 十 B， 


画册 2 。 平 而 上 的 临 失明 线 (对应 于 M1 一 土 即 入 一 的 ) 则 大 致 如 图 了 .7( 显 式 ) 及 图 并 .8 ( 隐 
式 )。 当 友 增 大 时 稳定 域 缩小 。。 除了 隐 式 不 = 二 一 2 为 恒 稳 尤 拉 公式 外 , 人 ER 
稳定 域 帮 是 左 半 平 林 内 的 用 限 城 即 仅仅 是 条 件 稳 。 | ee 





图 11.7 11.8 


常用 的 亚 共 斯 公 全 式 是 
“四 阶 精 度 的 显 式 


人 一 妇 十 才 65 ya or 了 - -0 (1.6.11) 
(2) NE 总 
: 实 认 优生 疹 匡 w+ 这 , 驱 > 87 一 -4 本 二 区 | 





和 .6.12) 
n+ 一 ?on 十 兴 (9/ 史 二 97.- 时 


8 为 0(1a) ,和 迭代 一 次 ,精度 仍 达 OGA ( 见 S1t5)。 


斯 公式 适用 于 有 光滑 解 的 非 病 态 方 和 。 每 步 有 只 须 计算 了 一 次 (用 预 估 校 正身 为 两 
较 小 。 注 意 即 司 是 际 式 ,除了 4 一 0 8 一 以 外 ,也 不 适 于 解 病态 方程 。 





在 这 里 不 从 积分 形式 ( 革 .6.2 而 直接 从 微分 形式 (11.6. 了 ) 

好 (四 一 (ve 人 ， 肥 二 各 大 7.1T) 

出 发 。 用 8 二 1 个 节点 加 TD 加 加 -zt 的 区 值 妇 0 st 揪 出 一 个 和 交底 多 项 式 

(区 宁 (一 ss 人 的 十 2 和 (办 十 … ER ( 革 .7. 
在 二 和 ,处 微分 (图 了 站 邯 Re 


T1 4 


民 放 人 


we 


取 等 距 节 点 ， 和 
当下 = 工时 ，oo 一 1 一 一 也 就 是 克拉 向 前 益 公 式 , NI 
当 这 光量 ， 机 二 0 于 则 站 让 心 佐 公式 ， 5 8 了 各 -人 4 鱼 节 ) 


0 区 本 7 


可 以 定 肌 订 。 1>>3 时 也 部 是 恒 不 稳 的 , 因 
此 这 是 一 和 基 本 交 用 的 序列 。 “、 

设 性 在 :一 上 小 处 对 区 微分 (图 11.9)， 
好 凡人 Go， 于 有 和 用 区 公式 


六 
| 万 于 Cusrraau+。 ea t+ 一 访 (也 .7.5) 


。，. 光 多 一 属 二 RE 人 一 -一 一 (4 7.6) 
在 等 距 节点 时 ,系数 mw 见 表 11.2。 当 = 工时 就 是 尤 拉 向 后 差 公式 。 下 面 可 以 看 到 ， 与 显 式 
( 持 .7. 下风 隐 式 (14.7.5) 是 一 个 相当 有 用 的 序列 。 


全 和 分 的 本 式 系 雪人 
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根据 81.2, 8 二 1 个 点 左 次 插值 的 一 阶 导 数 的 误差 (在 节点 处 ) 为 妈 一 太 =0O( 如 )， 因 此 
公式 (11.7.5) 以 及 (11.7.3) 的 截断 误差 是 O(2s)， 即 具有 大 阶 精 度 。 


- 稳定 性 
差分 格式 ( 革 .7.5) 的 本 征 方程 是 
Mi 一 -人士 00 二 二 中 下) 《1.7.7) 


图 考 .10 表示 有 = 二 2，3 的 临界 曲线 ， 其 外 部 为 稳定 域 。 图 世 . 革 表示 了 8&= 工 一 6 的 临界 
曲线 , 每 根 曲 线 的 左 方 为 稳定 域 , 由 于 感 兴趣 的 左 半 平 面 Re ps0, 并 由 于 上 下 对 称 故 只 画 
第 三 象限 。 7 = 2 的 稳定 域 包含 了 左 半 平 面 ， 因 此 是 恒 稳 的 。 7 一 3, 4 5 6 虽然 不 是 恒 
稳 ， 但 近 于 恒 稳 ， 即 其 稳定 域 均 向 左 展 至 无 穷 ， 并 在 舍 近 虚 轴 处 包含 一 一 条 包 住 负 实 畏 的 直 
廊 ”( 图 蕊 .42) 。 具 体 地 说 有 下 列 两 个 性 质 : 

当 了 Re 和 一 6.1 时 稳定 。. 人 四 

”22 当 :一 6 人 5 内 为 交 定 。 当 当天 >6 以 后 不 再 有 此 性 质 。 


TabA 








-6 -6 -4 -3 22 -1 Re 
代 - 
攻 R=3 
-5 =4 
Vs -5 | 
图 11.10 人 图 革 革  ， 
AR 人 为 恒 稳 格 式 如 尤 拉 向 后 差 和 樟 形 公式 是 适合 解 病态 攻 方 程 的 。 可 以 证 明 
四  《 兄 [ 们 7 重 稳 的 线性 多 步 格式 


CQ02n 11 十 。… 十 CQk2n+1- 一 万 (Bo 7 十 … 十 Be 
中 最 高 只 能 达到 二 阶 精 度 ， 在 这 个 意义 下 梯形 公式 是 最 优 
的 。 但 是 这 并 不 排除 在 非 线性 格式 (如 811.8) 中 有 可 能 构 
造 高 于 二 阶 的 恒 稳 公式 。 另 一 方面 , 对 于 病态 方程 也 不 一 
定 要 求 恒 稳 。 事 实 上 病态 方程 的 本 征 值 在 左 半 平面 内 向 
一 co 散 得 很 远 ， 于 是 上 面 所 述 的 性 质 1 可 以 适应 。 如 果 
有 本 征 根 靠 虚 轴 ， 即 Rew~0 下 181= |Zew| 很 


国 11.12. 一 大 ,这 对 应 于 以 放 为 频率 ( 即 以 5 为 周期 , 见 芋 .1.2 节 


的 高 频 低 阻 尼 的 周期 振动 )。 从 截 差 来 考虑 ， 从 直观 上 看 ， 为 了 保证 必要 的 精度 ， 一 般 应 该 在 
. 谱 波 的 一 个 周期 内 有 大 约 12 个 节点 , 即 取 








8BS- 

< 姑 汪 [= 姑 Feajll< 二 (79) 

因 些 邵 使 格式 是 便 稳 的 , 步 长 仍 须 受 此 制约 ,而 上 面 所 述 的 性 质 . 2? 正好 适合 于 此 。 . 因此 格 

式 (11.7.5) (6= 工 一 6) 的 近 于 恒 稳 的 性 质 对 于 病态 方程 已 经 足够 ， 而 它 有 高 达 六 阶 的 精度 。 

因此 这 是 适 于 病态 方程 的 高 精度 方法 , 它 也 正 是 由 于 解 病态 方程 的 需要 而 被 重视 的 [3, 4。 
在 也.5.2 节 记述 牛 顿 闪 代 法 也 可 以 推广 到 这 里 来 解 隐 式 方程 。 


$ 11.8 基于 霸 级 数 展 开 的 方法 


推广 尤 拉 方 法 还 有 另外 的 途径 , 即 用 者 级 数 展开 的 方法 导出 高 精度 的 单 步 公式 , 即 所 谓 
龙 格 - 库 塔 (Runge-Kutta) 方 法 。 
考虑 一 个 微分 方程 


邦和 


网 一 (uc 人 人 (11.8.1) 

从 积分 公式 
村 =- Ge 人 站 寿 (11.8.2) 

出 发 ,将 积分 号 下 函数 对 t 如 点 作 宕 次 展开 , 命 疡 为 了 (w(, 汶 对 的 全 徽 商 

/ Te 


2 


于 是 se 2 
es 时 人 (下 一 加 ) 下 刘 
> 2 





Preo ou- 晶 (So mas 


这 里 要 用 到 如 处 洲 的 各 阶 偶 导 数 ， 需要 解析 计算 ， 这 是 不 方便 的 。 0 
在 于 计算 从 加 起 适当 的 丰 个 点 了 值 作为 代替 而 可 达到 同 阶 的 精度 , 合 受 


1 judg)， 5dir aigi 十 0 有) ed.8 
一 / (Cu ) 了 3 下 从 电 

3 一 -人 十 0， 1021， 加 十 ca/ 
3 = -Fo 二 Da 六 十 5 202 疯 We (1 .8.5) 
or 二 


Jr 一 中 十 Di 了 十 全 十 Dr-19x-1 人 
将 (于 .8. 分 的 右 端 在 寻 加 点 作 宕 次 展 升 并 与 人 i:8.83) 右 端 展 臣 比 蒋 对 点 军 次 和 双 庶 哆 驴 
导数 , 就 可 以 定 出 诸 系数 o，2，.。 一 般 说 来 ， 条 时 是 不 唯一 的 , 这 样 就 可 以 得 到 不 同 种 类 的 
龙 格 - 库 塔 公式 人 


cn-= 于 晤 om， 共 委 00 ， 。 .8 出 
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弄 y 站 和 站 人 1 
玲 刘 引 , 诺 公 二 区 动员 沽 是 亲人 | 人 二 于 人 人 世 
工 了 5 则 。 汪 于 员 站 人 妾 3 1 - 工 

一刀 jun 十 订 91 加 十 豆 )) ma 一直 人 下 于 帮 纪委 奏 2 


< - 


2 2 和 < 人 下 …- 汉 3 
Ri 一 Rn 一 人 十 8 和 证 及 全 


2nr+ti 一 or 十 地 (pi 十 0.ga 十 309) tn+1 一 tn 十 言 (pr4pa+g9) 。  - 7 








- 01 一 jj， 加 
ES 、 1 5 
X 几 n+ 3 人 攻 
本 二 了 了》 
mb 人 w- 3 1 1 内 2 
届 四 FU 十 四 一 pa 十 99， 如 十 用 ) 
人 七 襄 (m 十 3pa 十 293 十 Pd 


了 9 一 万 ns， 加 ) 。 
mo-hj(w+ 豆 可 go 加 十 吾 二 由 


和 你， 相生 汉 ， 
四 了 了 AN- 

154 0 w+ 村 3 wo 丰 二 二 
一 Mn 二 咎 和 + 朋 


n+1 一 如 十 二 (Pi 十 209 十 279 十 g) 








这 里 《 一 1 就 是 克拉 向 前 差 公式 ， 一 s 丙种 都 是 以 两 种 克拉 樟 形 公式 为 基础 的 预知 术 
正 公式 (141.5. 和 、G11.5.5) 。 龙 格 - 库 塔 公式 都 是 单 步 显 式 。 阶 精度 的 公式 每 步 需 要 计算 
右 端 函数 对 次 。7 二 2 以 后 都 是 非 线性 的 差分 格式 。 最 常用 的 是 刀 s= 4。 人 


为 了 判 稳 ; 考 虑 模型 误 
二 们 融和 需 将 了 习 代入 各 个 具体 的 格式 而 只 须 利用 全 忆 多 将 在 训 ， 窟 检 六 
G1.8 习 的 有 问 每 次 谋 开 如 得 WA 


内 ) 于 二 过 
xc 全 5 


因此 本 征 方程 为 和 
一 1 地 士 计 ( 肋 ?一 二 区 一 (1.8.8) 
这 就 是 6 = 的 有 We “次 。 
aaReni+O0 
天上 对 RS 当时 jh< - 面 步 长 制 胡 时 同和 本 民 


2 | sr 二 3 3 2 5 机 
村 | 人 | 让 和 人 六 六 1 于 工 训 和 0 :在 内 二 站 =“ 3 所 人 SA 1 的 二 
中 汪 证 mw 是 人 人 0 和 上 加 和 这 二 2 是 如 aa 一 


的 量 级 , 因此 龙 格 - 库 墙 公式 是 条 件 稳 的 。 国 
“ 当 BRen=0,， 即 呈 = 久 ;出 民 常用 4 阶 公 区 为 全 可 以 算 时 
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1 上 +(6j)2=TI+O(2)，1=1 
1 十 了 (8 用 41TO(， 1 =2 


X12-: ， 工 
了 奈 1 一 :入 区 佬 rr 0 于 证 全) 记 下 3 


(8 叶 + CO 本 


因此 基本 能 保持 临界 稳定 性 , 特别 当天 -4 
人 灾 旦 从 妇 直 
意 如 图 霸 .13。4 = 工时 就 是 中 心 在 *= - 工 的 单位 圆 , 不 增 大 一 汪 国 本 了 二 3 
时 稳 写 域 (都 是 有 限 域 ) 逐次 扩大 ， 思 ->cp 的 极限 就 是 左 半 平 面 。 由 于 它们 仅 是 条 件 稳 ， 因此 
不 适 于 病态 方程 。 为 了 病态 问题 的 因 要 也 可 以 构 送 忆 稳 的 隐 式 龙 格 - 床 卉 公式 。， 


由 $1.9 方法 慨 坟 


党 数 信 解 法 中 用 得 较 广 的 是 四 阶 龙 格 - 库 活 方 法 记 除 书屋 在 较 遍 精度 外 ,由 所 是 单 
步 的 , 故 有 自动 起 步 和 便于 改变 步 长 的 优点 。 对 于 稳 定 航 系 统 , 只 要 步 长 充分 小 就 能 保证 区 
值 稳定 竹 , 而 且 也 能 近似 地 保持 临 扯 稳 定 福 。 它 羡 起 点 是 春 步 需 计算 右 端 四 次 , 工作 量 较 大 ， 
但 是 例如 在 预 估 校 正 异 方法 中 也 要 计算 两 次 或 更 多 ,因此 这 并 不 是 严重 的 三 点 ; 三 圭 : 天 显 式 
龙 梅 - 库 塔 法 的 步 长 限制 在 最 小 时 间 常 数 的 量 级 } 因此 丙 适 于 解 病态 方程 

病态 微分 方程 在 计算 实践 中 念 来 愈 占 重要 的 地 位 ; 爸 销 党 申 F 库 典 广 法 乍 内 曾 |3 各 经 并 








. 明 戒 方法 是 不 适应 的 。 有 人 


及 高 精度 的 娩 于 数 秆 微 芬 的 隐 式 格式 月 音 在 隐 式 和 扼 
玫 的 和 二 和 的 特 上 守明 红 数 访 和 这 英 问 题 的 入 法 正在 发 表现 [四 ，[ 四 1 字 

二 他 宁 人 枯 全 可 得 
潭 是 用 各 于 0 0 

“到 二 可 有 折 尖 和 打 生 才 组 相逢 关 扩 的 天 清关 ;寻访 程 是 继 二 了 
的 浏 具有 过 于 临 儿 交 定 的 和 点 。 一 般 针 对 三 阶 入 程 形式 制定 格 谍 姑 霹 尔 (Co 方法 
等 , 本章 未 涉及 , 可 参看 [1] 。 

此 外 ,关于 算法 执行 站 动 负 整 步 长 和 自动 变 阶 的 问题 , 在 实践 上 是 很 重要 的 ， 本 束 也 
未 涉及 , 评 坟 会 看 E3;5 和 5 

寺 。 
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第 十 二 章 本 


$ 12.1 几 个 典型 方程 的 特 点 


连续 介质 的 动态 物理 过 程 通常 表 为 带 时 间 上 的 偏 微分 方程 。 最 简单 的 内 型 形式 在 
人 


和 二 ac 好 =0 0 本 


本 “2 
扩散 方程 (抛物 型 ) 
CU 四 
0 2 ee >>0 (12.1.2) 
以 及 两 者 相 耦 合 的 对 流 -扩散 方程 1 
站 3 pu ，8% 机 
可 页 5 RE ws 
设 给 定 初 人 条 作 和 本 人 
V(O 0) -Oo 二 和 
人 对 流 方 程 (12.1. 孔 的 解 为 了 RE 
WO 四 一 OZ 一 本 _ioo<oKoa 0 人 -Ga. 于 .67 


这 意味 着 在 zt! 平面 上 沿 每 根 直线 一 at=oonst x 值 保持 不 变 。 这 种 直线 叫做 特征 和 (图 
12.1 及 12.2)。 如 果 把 人 12.1. 罗 看 作 初 始 时 刻 =0 的 波形 , 则 (12.1.5) 表 示 这 个 波 以 速度 
le| 传播 ; 当 xc>0 时 沿 二 方向 传播 , 当 5<0 时 沿 一 2 方向 传播 , 而 波形 保持 不 变 。 图 12.3 
显示 了 初始 为 三 角 波形 的 演化 过 程 。 在 更 一 般 的 双 曲 型 方程 时 ， 波 的 形状 , 幅 麻 乔 均 可 
有 变化 , 但 是 扰动 恒 以 有 限 的 速 麻 传 播 ， 并 能 保 返 明确 的 波 媳 面 。 这 是 波动 过 程 的 共同 特 
点 ; 在 数学 上 表 为 双 曲 型 方程 。 对 流 方程 Wi2 . 土 : * 了 表示 一 个 单 向 
方程 。 








4&BS3 
“在 物理 上 常见 的 波动 方程 
2 (12.1.6) 





可 以 化 为 联 立 的 单 癌 波 方程 组 的 形式 。 例如 ， 命 贝 = 到 ， oa 2， 则 (12. 工 .6 就 可 化 为 
人 





(12.1.7) 








再 合 w=-- 方 @- 国 ,= 了 <- 洒 @+ 呈 则 (12.1 7) 又 化 为 


| oO 一 0 oOxz -0 





0 0x 

Oos 0la 

5 十- 一 人 
这 表示 两 个 灌 相反 方向 传播 的 单 向 波 。 因此 , 单 向 波 方程 虽然 简单 ， 但 有 很 大 的 代表 性 。 
“扩散 方程 人 42.1. 轨 在 初 值 条 件 (12.1. 分 下 的 解 可 以 表 为 


wo 昌 -- 二 ep[ 一 人 jp 必 -=<o<e 人 0， 02.19 


图 12.4 给 出 了 初始 的 三 角形 分 布 以 及 以 后 各 时 刻 的 演化 。 特 点 是 波形 的 棱角 消失 , 逐渐 平 
滑 化 。 物质 的 弥散 过 程 和 热传导 中 的 温度 等 化 过 程 都 是 这 样 的 。 不 管 初始 分 布 如 何 集中 ， 
它 总 是 在 退 刻 之 间 影 响 于 无 穷 , 可 以 说 是 以 无 限 的 速度 来 传播 影响 的 , 虽然 这 种 影响 是 随 距 
离 按 指数 状 训 减 。 这 是 一 切 弛 池 过 程 的 共同 特点 , 在 数学 上 表 为 抛物 型 方程 。 

设 介质 的 长 度 为 工 。 一 个 不 均匀 的 初始 分 布 在 弛 殉 过 程 中 将 趋 于 等 化 。 可 以 用 量 纲 分 
析 来 估计 等 化 所 需 的 时 间 2。 显然 卫 不 依赖 于 分 布 w 本 身 而 只 依赖 于 问题 的 其 它 参 数 即 
扩散 系数 2( 量 网 为 (长 度 )2/ 时 间 ) 和 并 ( 量 纲 为 长 度 )。4 与 工 只 有 一 个 组 合 即 Za/ 具有 时 
间 的 量 纲 , 因此 在 量 级 上 应 有 


(12.1.8) 
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ee 


图 12.4 12.5 





号 9SO 
1 (12.1.10) 
这 就 是 等 化 时 间 , 也 叫做 弛 移 时 间 、 有 生 时 间 、 时 间 和 常数 等 等 ， 也 就 是 过 程 的 活跃 时 间 。 在 
实际 解 扩 散 问 题 时 ， 如 果 没 有 其 它 的 外 部 动机 ， 则 解 题 的 时 段 可 取 为 比 开 略 大 约 半 个 量 级 
外 可 ， 例 如 取 0 委 既 57。 
对 流 - ee 1.3) 在 初始 条 件 (12.1. 人 下 的 解 为 


1 二 | ezp[- jp) 乃 -co<o<co, >0 (2.1.1) 





we 2 
几 12.5 表示 初始 为 三 角形 分 布 和 以 后 时 刻 的 演化 。 这 里 弛 和 驳 与 波动 过 程 相 耦 合 ， 因 此 兼 
备 了 两 者 的 特点 ,一 方面 有 平滑 化 , 另 一 方面 拢 动 仿佛 以 集体 速度 c 移动 ， ee 
面 。 ee 当 对 流 与 传导 效应 并 存 时 就 表 为 方程 (12. 工 .3)， 6- 开 为 对 流 


项 ， DO3 -为 扩散 项 。 


$ 12.2 ”过 程 的 稳定 性 和 定 解 条 件 的 恰当 性 
求解 动态 过 程 问题 是 以 初始 条 件 作为 主要 的 定 解 条 件 的 。 由 于 初始 值 是 由 观测 或 者 推 
算得 来 的 物理 量 , 因而 不 可 避免 地 含有 误差 即 扰动 。 如 果 随 着 过 程 的 发 展 扰动 会 无 限 增长 ， 
则 一 般 说 来 ， 要 求解 这 样 的 问题 在 物理 上 就 没有 意义 。 因此 , 初 值 问题 是 恰当 的 即 合理 的 ， 
方程 的 解 必须 稳定 地 依赖 于 初 值 ， 也 就 是 说 任何 初始 扰动 在 过 程 发 展 中 将 自动 衰减 或 者 受 
控 在 一 定 跟 度 之 内 。 对 于 初始 扰动 是 否 稳定 是 过 程 的 一 个 重要 的 内 在 特征 。 
设 xz, 坊 是 对 流 方程 
人 (12.2.1) 


的 一 个 解 , 对 应 于 初 值 v(w,，0) 。 当 初 值 受 扰 即 (2,， 0) ~ vc 0) 十 se(2 0) 时 ， 相 应 解 也 受 
扰 &2, 力 ~V, 才 十 e(2 才 ， 后 者 满足 方程 
9 十 s) 8 十 8) 
nt 


锣 式 相 减 得 线性 齐 次 方程 
吏 +e 形 = (12.2.2) 
证 做 (12.2.1) 的 小 扰动 方程 。 它 的 形式 与 (12.2. 了 蕊 同 ， 只 是 右 项 为 0 成 为 齐 次 的 。 由 于 初 


始 扰动 总 可 以 玫 成 不 同 频率 的 正 交 波 的 线性 迭 加 , 故 可 假设 初 值 表 为 一 个 正弦 波 
C (2， 0) = 一 C4V7 (12 ,8) 


1 为 征 定 实数 , 为 频率 参数 , 通常 叫做 “ 波 数 ” 1/ 2 就 是 空 间 频率 ”, 工 无 就 是 波长 。 试 定 


形 如 
8(0 四 一 ep 《12.2.4) 
的 解 。 以 (了 2.2. 和 代入 (12.2.2) 得 到 风 一 人 (人 的 "特征 方程 
风 士 48 一 0 
风 一 一 00 (12.2.5) 
因此 得 到 方程 (12.2.2) 在 初始 条 件 \12.2.3) 下 的 解 即 谐 波 解 


即 


deeaeeaeeeeaaaseaiameueeeetehemeeieet 
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外 于 为 实数 ,不 论 波长 如 何 , 江波 扰动 均 以 速度 5 推进 而 幅度 不 变 ， 5 
类 似 地 , 对 于 扩散 方程 





2  ，D2 
和 5 一 0 (12.2.6) 
则 有 小 拓 动 方程 组 及 其 谐 波 解 
05 5 
下 -0 
一 一 0 (2 轴 一 tete (12.2.7， 


由 于 ">0， 波 形 不 动 而 幅度 随时 间 + 十 作 指数 状 训 减 ， 波长 愈 短 ( 即 频 率 丰 依 大 )， 衰减 愈 其 。 
因此 也 古 稳定 的 。 
至 于 对 流 - 扩 散 方程 , 则 有 





5 | 
De 0s 0 ee 
人 
凡 一 一 让 一 01 (有 一 8-btet(z-o) (12.2.9) 
谐 波 扰动 以 速度 c 推进 而 幅度 作 指 数 状 衰减 。 
总 结 以 上 各 种 情况 , 都 有 
Rew( 人 和 0， 对 一 切 频率 姑 (12.2.10) 


这 是 用 来 判断 过 程 对 于 初始 扰动 是 否 稳 定 的 条 件 在 对 流 方程 ,\12.2.5) 固 然 满 足 12.2.10)， 
但 特别 有 
Re (gp) 一 Re( 一 饮 ) =0 (12.2.11) 
因此 可 以 说 是 临界 稳定 或 中 立 稳 定 , 这 也 是 波动 过 程 的 共同 特点 。 在 扩散 方程 或 扩散 -对 流 


方程 则 有 
Reu( 太 = 一 5812 一 0 (12.2.192) 


这 也 是 一 切 扩 散 过 程 的 共同 特点 , 表示 耗 散 。 
顺便 指出 ， 当 方程 (12.2.6) 中 的 系数 为 纯 虚 数 时 ， 则 成 为 量子 力学 中 的 薛 丁 格 方程 ， 
它 仍 是 稳定 的 (中立 稳 定 )， 当 8 为 负 实数 时 就 是 所 谓 反 扩散 或 反 热 传导 方程 ， 则 是 不 稳定 
的 。 当 方 程 (12.2. 了 中 的 a 为 纯 虚 数 时 也 不 稳定 ， 这 时 
方程 是 梢 圆 型 的 。 本 章 中 将 只 讨论 稳定 初 值 问题 的 数值 
解 法 。 在 若干 情况 下 , 不 稳定 初 值 问题 必 有 特定 的 物理 
意义 , 并 且 在 实践 上 要 求 定 解 。 这 类 问题 的 数值 解法 要 
困难 一 些 , 可 以 参考 [2] 。 
对 于 初 值 问 题 的 定 解 ， 实 践 上 总 是 局 限 在 有 界 的 空 
间 区 域 上 , 因此 还 要 规定 边界 条 件 。 关 于 边界 条 件 也 有 给 
得 恰当 与 否 的 问题 。 先 讨论 对 流 方程 


OXV OU X=0 X=1】 
20t 00 图 12.6 


我 们 知道 它 的 解 可 以 表 为 v(z, 力 =9(z 一 只 , 沿 特征 线 “一 ot=oconst 取 常 值 。 假 定 a>0 在 
=0 上 给 了 初 值 ， 要求 在 0<z<1l, 妨 0 上 定 解 (图 12.6) 。 设 在 左边 界 即 ==0 上 给 了 v 的 
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边 值 , 则 由 特征 线 的 走向 可 知 在 0<z<1，t 之 0 上 的 解 就 唯一 确定 。 因此 在 右边 界 即 z=1I 
上 就 无 需 也 不 应 该 再 给 边界 条 件 , 否则 就 是 过 定 的 ， 即 条 件 有 矛盾 或 多 余 。 反 之 , 在 左边 界 
xz 一 0 上 的 边界 条 件 则 是 不 可 少 的 , 否则 就 是 欠 定 的 。 当 “<0 时 情况 恰 相 反 ， 必 须 在 右边 界 
给 一 个 条 件 而 在 左边 界 不 给 。 

对 于 扩散 方程 


5 0 
微分 算 子 的 空间 部 分 为 风 圆 算 子 , 含有 2z 的 二 阶 微 商 , 故 应 在 左右 两 个 边界 上 各 给 一 个 边界 


条 件 。 通常 有 给 定 v( 第 一 类 ), 给 定 -到 (第 二 类 ), 给 定 及 3 的 组 合 (第 三 类 ) 三 种 情 


人 够 。 反 之 , 如 果 在 一 边 给 两 个 条 件 , 另 一 边 不 给 条 件 ， 几时 下角 对于 过 入 拉 动 的 不 各 
性 , 这 样 的 边界 条 件 是 不 恰当 的 。 


$ 12.3 差分 格式 


_ 偏 币 分 方程 的 主要 数值 解法 是 差分 方法 。 在 空间 和 时 间 两 个 方向 上 将 问题 离散 化 为 差 
分 方程 , 然后 从 初始 条 件 出 发 ,按时 间 逐 层 推进 。 这 种 方法 有 高 度 的 通用 性 , 而 它 的 公式 又 
是 程式 化 了 的 , 便于 程序 实现 ,因此 也 叫做 差分 格式 。 本 节 将 以 对 流 和 扩散 方程 为 例 说 明 有 
关 的 一 些 概念 。 

将 “二 平面 的 上 半 部 巡 0 用 坐标 线 

8 一 仿 一 思 ，1 一 0， 士 1， 士 2， 

1 一 加 一 0T， 风 一 0，1，2，… 

分 为 格 网 , 凡 r 分 别 是 空间 及 时 间 步 长 。 暂 时 不 考虑 边界 条 件 的 处 理 及 其 影响 。 

对 于 扩散 方程 四 
一 = 一 0 (12.3.1T) 





0 
用 适当 的 差 商 代替 微 商 , 可 以 自然 地 构成 种 种 差分 格式 。 采用 记号 
1 一 人 (2 办) 
32u 一 2 -1 一 20 十 31 


并 用 召 表 示 截 断 误差 (其 售 义 见 后 文 )。 于 是 有 


由 ?十 王 __ 7 0 ya 
本 (2 2 7 过 一 0 二 可 (2.3.9) 
画 =0(r) +O(2)， 显 式 


二 (yt 一 1 -总 351 一 人 0 | 汪 和 (12.3.3) 

了 =- 十 OU ， 全 隐 式 
工 ( 5 和 一动 (21 二 32) 一 寻 一 0 | (12 3 4) 
CR 2 平均 隐 式 


1 HH 二 9 一 和 A3 ?一 用 、 
五 王 0O(r 十 0O(0 罗 ， 中 心 关 格 式 





类 似 地 , 对 于 对 流 方程 
3 vv0 (12.3.6) 
则 有 


工 中 十 主 下 QQ 此  __ 。/ 纤 -六 片 一 
于 ( 2 及) 十 5 (Ci1 一 好 1) 一 0 一 0 | 了 汪 (12.3.7) 
玉 =O(z) 十 0O(0， 显 式 - 中 心 差 


2 0 
[人 十 误 人 o 上 一 121) 一 和 一 0 


2.3.89) 
了 =Co +OUW)， 全 隐 式 -中 心 羡 


人 @ 

二 9 一 芭 十 太一 全 一 凶 一 0 

| (12.3.9) 
五 一 WO 十 0 从， 显 式 - 右 偏 


二 Cg 一 二 十 大 (好 一 好 一 外 一 0 了 (12 3 10) 
歼 一 Or) 十 O(j)， 显 式 - 左 储 可 


当 由 第 个 时 间 层 推进 到 % 十 层 时 , 公式 (12.3.2) 中 提供 了 逐 点 好 ++ 的 明显 表达 , 因 
此 称 为 显 式 。 属于 显 式 的 还 有 (12.3.5)，(12.3.7)，(12.3.9~10) 。 在 公式 (12.3.3) 唱 需 
联 解 一 个 代数 方程 组 才能 得 到 待定 的 w+ 层 各 点 的 值 ， 因 此 叫做 隐 式 ， 属 于 隐 式 的 还 有 
(12.8.4)，(12.3.8) 。 从 解 算 的 方便 人 性 和 工作 量 来 看 ， 显 式 是 有 利 的 。 但 在 某 些 场合 如 掀 
物 型 方程 采用 隐 式 反而 更 有 利 ( 见 812.6) 。 

在 公式 (12.3.2) 中 ,在 推算 mw 十 1 层 时 只 用 第 % 层 的 数据 ,前 后 联系 到 二 个 层次 , 这 叫做 
双 层 格式 , 在 程序 实现 时 一 般 只 需 保留 一 片场 (一 个 时 层 的 数据 ), 其 它 除 人 2.8.5) 外 也 都 是 
双 层 。 在 (12.3. 下 中, 是 从 m w+ 工 两 晨 推算 w 十 2 层 ， 前 后 联系 到 三 个 层次 ， 叫 做 三 层 格 
式 ,这 是 多 层 格式 的 一 种 。 在 实现 时 ,多 层 格式 需要 保留 两 片场 , 而 且 需 要 另外 的 方式 启 步 ， 
即 从 第 0 层 推 算 第 工 层 ,在 这 以 后 才能 按 该 格式 进行 。 在 偏 微分 方程 的 情况 , 一 般 存 储量 的 
负担 很 重 , 故 很 少 采 用 超过 三 层 的 格式 。 

将 公式 (12.3.2) 左 端 各 项 在 (2 如) 点 作 宕 次 展开 , 不 难 验证 


__ 工 此 十 NAN 0 2 着-| 全 - 0 | 这 3 
盏 -| 人 1 克 0 14; 8 0 DZ3 2 ES Eee 


这 就 是 截断 误差 。 因 此 差分 方程 的 解 并 不 严格 满足 原来 的 微分 方程 而 只 是 近似 地 满足 。 但 
是 , 正如 这 个 例子 表明 的 ， 当 步 长 妨 ， r->0 时 截 差 召 一 0 差分 方程 (12:3.2) 的 极限 形式 就 
是 微分 方程 (12.3.1), 这 时 我 们 说 差分 方程 与 微分 方程 相 容 。 这 种 相 容 性 表示 差分 方程 “ 收 
敛 ” 于 微分 方程 。 是 差分 方程 的 必 备 条 件 。 通常 所 谓 收敛 性 ， 是 指 差分 方程 的 解 ， 当 步 长 
思 ，r~>0 时 收敛 于 微分 方程 的 解 。 相 容 性 与 收敛 性 是 不 同 的 概念 ， 前 者 只 是 必 备 的 条 件 ， 而 
后 者 才 是 最 终 的 目标 , 在 理论 分 析 上 要 困难 些 , 将 不 加 论述 。 在 许多 情况 下 , 差分 的 相 容 性 
再 加 上 稳定 性 ( 见 812.4) 可 以 保证 收敛 性 。 

上 面 列 出 的 差分 格式 都 附 有 鹤 差 式 ,但 宕 次 展开 的 基点 各 有 不 同 。 例如 (12.3. 人 4 就 是 
在 (or 思 : 支 展开 而 得 的 。 当 吾 = O() 十 DC 时 我 们 说 格式 对 时 间 (?) 为 2 阶 精 度 ,对 空 


间 (入 为 9 阶 精度 。 





机 一 一 一 一 一 一 
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8$ 12.4 差分 格式 的 稳定 性 


初 值 问题 的 差分 解法 是 以 步 进 方式 工作 的 。 在 逐步 推进 的 过 程 中 ， 误 差 也 逐步 积累 。 
这 种 误差 积累 是 保持 有 界 还 是 亚 性 发 展 ? 这 就 是 所 谓 数值 稳定 性 的 问题 。 数 值 稳定 性 是 差 
分 格式 的 必 备 条 件 。 在 不 稳定 的 情况 下 , 寄生 误差 不 仅 要 淹没 真 解 , 而 且 会 导致 计算 的 垮台 
《如 上 溢 )。 因 此 ,一定 不 稳定 的 差分 格式 , 即使 有 其 它 方 面 的 优点 也 是 不 能 据 以 工作 的 。 
先 举 扩散 方程 显 式 格式 (12.3.2) 为 例 


到 09 一 - 间 QQ 人 -一 204 十 1) 一作 一 0 (12.4.1) 
为 了 简化 分 析 , 暂 不 考虑 边界 条 件 的 效应 ， 认 为 ?= 0, 土 卫 土 2 … 展 至 土 cc。 设 想 初 值 叭 


受 扰 , 即 含有 误差 而 成 为 (&L 十 se)9= 池 十 sy, 则 相应 解 好 也 受 扰 而 成 为 (十 se)? 一 好 十 导 它 满 
足 与 (12.4.1) 一 样 的 方程 即 


工 [@ 上 eg 后 一 人 十 e 明 一 二 [Co 二 e 拓 一 2 上 e)3 (二 eg 一 允 =0 
与 (12.4.1) 相 减 , 得 到 扰动 即 误差 e? 人 
二 (e 和 一 易 一 7 0 (Key ;一 2 十 sy) 一 0 :这 二 2 4. 2) 
它 与 (12.4. 了 相似 ,只 是 除去 了 好 而 应 齐 次 的 狂人 系 上方 对 (12.4.2) 可 以 
用 谐 波 分 析 的 方法 来 定 解 (与 $12.2 相仿 )。 
把 初始 误差 s》 和 


= (etke)。 闪 一 CH 
这 里 四 为 频率 参数 , 即 波 数 , 见 (12.2. 有 就 是 “空间 频率 ”， 二 就 是 波长 ) 试 定形 如 
2( 作 ， 1 lp， 一 0， 士 1， 士 2，…3; 多 一 0, ，，… (12.4.3) 
的 谱 波 解 。 这 里 入 一 NB 为 对 应 于 波 数 有 的 增长 因子 ， 比 较 (12.2. 生 和 (12.4.3)，X~ern 
和 可 以 用 下 法 定 出 。 将 (12.4.3) 代 入 (12.4.2) 得 


工 ( 入 4+IG 让 入 本 入 ne 弛 ) 二 全 ( 入 0B 拓 (7 一 二 为 三 OnC 坟 也 十 和 ne 比 (HT ) =-0 


消去 公 因子 Xe 得 方程 


二 和 1) 一- 庙 (本 2 十 oa) -0 0d2.44) 
叫做 差分 格式 (12.4. 了 的 特征 方程 。 它 的 根 , 即 特征 根 , 即 增长 因子 
入 一 入 (四 ) 一 1 一 到 2(- 一 08 人 ) = 上 一 48sin20 (12.4.5) 
在 这 里 和 以 后 命 8 
B= 码 /局 9= 须 (12.4.6) 


回 到 (12.4.3), 当 1 入 ( 芒 | > 时 ,误差 随 m 作 指数 状 增长 , | 和 ( 态 1<1 时 则 误差 不 增长 。 

由 于 初始 误差 可 以 表 为 不 同 频率 天 的 谱 波 的 选 加 , 并 且 由 于 计算 中 舍 入 误差 的 随机 性 , 应 该 
认为 所 有 的 天 的 频率 组 分 都 是 可 能 出 现 的 。 因 此 数值 稳定 的 条 件 是 

12( 人 1 和 1， 对 一 切实 数 天 (12.4.7) 

对 于 (12.4. 轩 说 来 , 当 大 任意 变化 时 ，48sin26 变化 的 范围 是 [0, 46], 因此 使 (12.4.7) 成 立 
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的 充 要 条 件 是 
p< 子 即 < 加 /2 2.4.8) 


我 们 说 差分 格式 (12.4.1) 是 条 件 稳定 的 ， 即 当 步 长 mw 太 满 足 上 列 不 等 式 时 为 稳定 ， 否 则 不 
稳定 。 

“不 难看 出 , 为 了 从 线性 常 系数 差分 方程 形成 判 稳 用 的 特征 方程 , 只 需 将 差分 方程 中 的 非 
齐 次 项 略 去 ， 并 将 v42 项 代 以 )aetren 即 可 。 据 此 ， 可 以 得 到 隐 式 (12.8.8) 的 特征 方程 和 特 
征 根 


二 4- 必 一 六 0 0e-mm 2 上 Xetm) 一 0， 和 =1/(L+48sin20) 


不 论 天 T， 天 人 便 有 部 这 是 恒 稳 的 , 即 无 条 件 稳定 。 对 于 (12.3. 公 类似 地 有 
入 = (一 26sin20)1( 士 28sin20) 
也 是 全 和 。 到 了 三民 中 心 站 式 (12 83. 特征 方程 为 二 次 , 有 两 个 特征 根 
(2 一 有 全 -三 调 0e 可 一 从 +Mem) = 一 0 


人 
不 论 立 天 如 何 , 总 有 天 能 使 |( 妨 | > 二 因此 是 恒 不 稳定 的 。 尽 管 这 个 格式 的 构成 也 很 “家 
然 ”， 而且 有 较 高 的 精度 , 却 是 不 能 工作 的 。 “、 

将 上 述 方法 用 于 对 流 方程 时 , 特征 根 即 增 长 因子 将 得 复数 。 为 了 方便 , 命 
a=ar/j1，0= 胁 (12.4.9) 
对 于 显 式 中 心 差 格式 (12.3.7) 得 到 
和- -了 十 雯 ( 内 一 em) 一 0 


和 (1 一 1 一 isinl， 人 sin20>I 
这 是 对 流 方程 最 “自然 ”的 差分 格式 , 却 是 恒 不 稳 的 。 至 于 隐 式 中 心 差 格式 (12.3.8) 则 有 
入 ( 念 =17/( 一 和 sn 朋 ， 人 (从 |3=1/(L+aasinag)<1 

恒 稳 。 

值得 注意 的 是 两 种 偏心 差 显 式 。 在 右 偏 (12. 3.9) 时 

入 (有 ) 一 工 -十 w 一 068 
当 关 即 太 =20 变化 时 , 根 太 ( 妨 的 轨迹 在 复数 平面 上 是 以 1 十 x 为 中 心 ， 半 径 为 的 圆 。 当 
>0( 即 a>0) 时 ,此 此 圆 在 单位 圆 之 外 ; 因此 恒 不 稳 。 当 c<0 时 , 根 轨 迹 圆 在 单位 圆 之 内 药 
充 要 条 件 为 
lal<1 即 rs 和 jyic| (12.4.10) 

故 为 条 件 稳定 。 至 于 左 偏 格式 (12.3.10) 则 恰 相 反 ,， 5<0 时 恒 不 稳 , gs>0 时 条 件 稳 , 条 件 同 
(12.4.10) 。 总 结 起 来 ,在 < 关 0 时 应 取 左 偏 , cs0 应 取 右 偶 ， 颖 称 为 特征 型 差分 格式 ， 因为 
“差分 三 角形 ?前 斜 边 与 特征 线 z 一 叶 一 const 的 倾向 一 致 。 

微分 方程 (12.3.1) 中 的 系数 5 表示 单 向 波 即 扰动 的 传播 速度 ,gs<0 表示 自 左 至 右 ,o<0 
表示 自 右 至 左 。 从 差分 方程 也 可 以 引进 扰动 传播 速度 的 概念 。 例如 在 左 偏 烙 式 (12.3.10) 
中 是 从 好 4， 好 计算 好 1 ， 可 以 认为 扰动 以 速度 ec 一 iv 传播 ， 月 左 至 右 。 在 右 偏 格式 
(12.3.9) 中 则 扰动 以 相同 速度 传播 ， 但 方向 相反 。 上 面 看 到 ， 为 了 保证 稳定 性 ，e>0 取 左 . 


Eve de 一 
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偶 ，“ 和 0 时 取 右 偏 ， 这 就 意味 着 差分 扰动 的 传播 方向 应 取得 与 微分 扰动 的 传播 方向 相 
同 ， 而 步 长 条 件 〈12.4.10) 则 意味 着 差分 扰动 的 传播 速度 不 得 落后 于 微分 殷 动 的 传播 速度 
即 王 
lol 和 lc| 《dt2.4.11) 
这 一 条 件 通 常 叫做 影响 条 件 或 柯 朗 (Courany 条 件 , 它 在 双 曲 型 方程 差分 解法 中 占有 重要 的 
地 位 , 是 稳定 性 的 必要 条 件 , 在 许多 情况 (但 非 所 有 情况 ) 下 , 它 也 是 稳定 性 的 充分 条 件 。 影 
响 条 件 的 意义 ,通过 下 面 的 分 析 , 还 可 以 看 得 更 清楚 。 
单 向 波 方程 (12.1.1(《 取 %>0) 当初 值 为 


W(Z， 0) -1 


时 的 解 v(z, 力 在 直线 t=0 与 < 一 ot=0 之 间 便 为 0, 而 在 它 处 便 为 1。 设 有 某 个 差分 格式 的 

2 扰动 传播 速度 为 c。 如 果 影 响 条 件 不 被 满足 , 例如 方向 

不 对 头 , 或 者 速度 落后 于 即 一 co<ce<c。 于 是 差分 

解 IT(z, 力 在 直线 上 1=0 与 z 一 ct=0 之 间 人 恒 为 0。 这 样 ， 

在 直线 zz 一 co=0 与 2 一 at=0 的 严 角 内 ( 见 图 12.7) 

U=0 而 了 = 十 即使 令 这 和信 >0, 只 要 e=j/r 值 保持 不 

变 , 这 种 情况 就 不 会 改变 。 因 此 当 影 响 条 件 不 满足 时 ， 
差分 解 就 不 收敛 于 微分 方程 的 解 。 

应 该 指出 ， 差 分 格式 的 数值 稳定 性 与 微分 方程 本 

图 12.7 身 的 稳定 性 是 有 联系 但 又 不 同 。 在 812.2 中 知道 对 

流 方程 、 扩 散 方程 都 是 稳定 的 , 但 是 它们 的 差分 格式 却 有 的 稳定 , 有 的 不 稳定 或 在 一 定 步 长 

条 件 下 才 稳定 。 要 点 在 于 对 稳定 的 微分 方程 构造 稳定 的 差分 格式 。 

本 节 为 了 判 稳 , 采用 了 谐 波 分 析 方 法 。 它 在 原则 上 虽 只 适用 于 线性 常 系数 方程 , 但 可 以 
适当 推广 到 变 系数 以 及 非 线性 。 对 于 变 系数 可 以 采用 所 谓 “ 冻 结 ” 的 原则 ， 即 对 于 变 系数 的 
一 切 值 都 应 用 谐 波 分 析 来 判 稳 得 到 稳定 条 件 的 界限 。 对 于 非 线 性 方程 ， 则 先 将 差分 格式 线 
性 化 ， 然 后 根据 冻结 原则 用 谐 波 分 析 法 判 稳 。 此 外 ， 以 上 的 分 析 没 有 考虑 到 边界 条 件 。 边 
界 条 件 的 处 理 有 时 不 影响 稳定 性 的 基本 结论 , 有 时 则 有 不 良 影 响 。 此 外 , 本 章 中 判 稳 的 基本 
条 件 取 为 (12.4.7), 严格 说 来 它 只 是 数值 稳定 性 的 必要 条 件 ,在 许多 情况 下 它 还 不 充分 。 但 
是 ; 尽管 有 上 述 种 种 局 限 性 , 从 这 里 的 初等 方法 所 达到 的 结论 与 计算 实际 是 基本 相符 或 接近 
的 , 因此 具有 一 定 的 实用 意义 。 在 计算 实践 上 ,数值 不 稳定 性 大 都 表现 为 误差 的 恶性 增长 ， 
是 很 容易 察觉 的 ， 因 此 对 于 复杂 问题 , 也 可 以 用 实验 测试 的 手段 来 决定 保证 稳定 性 的 步 长 。 
关于 稳定 性 问题 比较 系统 的 讨论 可 以 参考 [1]。 


8$ 12.5 守恒 型 差分 格式 
我 们 知道 实践 上 求解 的 微分 方程 总 是 反映 物理 上 的 某 种 守 便 律 , 如 质量 守 便 、 动 量 守 
恒 、 能 量 守恒 、 粒 子 数 守恒 等 等 。 我 们 以 热传导 即 “温度 扩散 "为 例 说 明 怎样 在 热量 守恒 律 的 
基础 上 导出 扩散 方程 以 及 怎样 在 同一 基础 上 导出 相应 的 差分 格式 。 至 于 双 曲 方程 的 情况 则 
见 S12.8.9。 


z<0 
0，zZP0 . . 





2 
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19.5.1 守恒 律 的 积分 形式 与 微分 形式 


虽然 本 章 主要 讲 空间 一 维 或 至 多 为 二 维 的 问题 ， 但 是 为 了 说 明 斩 理 背景， 以 考虑 三 维 空 
间 为 便 。 

设 在 空间 域 @ 内 有 温度 分 布 V(z，y 2 力 。 分 布 的 不 均匀 性 导致 热流 任 取 一 个 定 识 
面积 元 doc， 命 寻 表示 其 正 向 法 线 。 根据 傅立叶 热传导 定律 ， 单 位 时 间 内 正 向 通过 dc 的 热 


量 为 -8 允 do， 负 号 表示 热量 总 是 从 “ 热 处 流向 “ 冷 "处 ， BC>0 为 介质 的 热传导 系数 ， 可 以 


是 常数 ( 均 质 ), 可 以 是 变数 6=8(z,， 2) ( 非 均 质 )， 甚至 可 以 有 间断 (组 合 介质 )。 

通常 情况 下 ， 介质 单位 体积 所 含 的 热能 正比 于 温度 凤 即 ooc 为 
介质 按 单位 体积 计算 的 比 热 , 也 和 一样, 可 以 是 常数 或 变数 甚至 有 
间断 。 于 是 体 元 bo 内 所 含 热能 为 culvo。 任 取 子 域 DCQ。 当 时 刻 # 
由 ! 增 至 妃 时 必 内 所 有 热能 的 增 量 为 


才 (cu ) inc 区 才 (ca 本 


二 放 国 一 区 
(GD 在 时 段 Ystst% 内 通过 刀 的 边界 3D 流入 了 热量 , 按照 传 立 叶 传导 律 , 这 就 是 


| w# 介 6 焉 o 
表示 90 上 外 法 线 方向 (图 12.8) 。 
《2) 在 时 段 乡 委 终 纺 内 区 域 也 的 彤 部 热源 《如 果 有 的 话 ) 释放 了 热量 如 


fw 


4 为 热源 项 ， 表 示 单 位 时 间 单 位 体积 内 释放 的 热量 。 
于 是 ,根据 热量 的 守恒 性 应 有 


eps- epoeao=| ww 和 8 至 ao+| [foa aa.5. 
放 了 出 0 


对 一 切 以 妇 ，DC9 成 立 。 这 就 是 热量 守恒 律 的 积分 形式 , 也 是 最 基本 的 形式 。 
当 有 关 场 量 有 适当 的 光滑 性 时 , 可 以 运用 高 斯 积分 公式 


-和 





下 8 仿 oo-( 头 8 刁 + 订 8 吕 + 二 8 融 闻 0 
以 及 
全 [ee 纺 一 《CU zo-| ct 上当 cv (2.5.3) 
因此 对 一 切 [ 凡 妇 及 DCQ 机 
| 用 人 ( 寺 8 瑟 + 6 下 + 商 6 型 +g)]zo=0 (12.5.4) 





令 纺 如 -> 忆 卫 缩 到 一 个 点 (w, 9 坊 EQ, 就 可 以 < 脱 括 弧 "而 得 扩散 方程 


saitrowarw am- 一 一- 一 人 人 
， 1 in 于 MAengy 地 or TY 
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8 3 aaa aa \ 
机 or-( 丁 8 起 + 而 8 吕 + 责 8 申 +gj-0 


这 是 守恒 律 的 微分 形式 , 对 于 Q 内 每 一 点 (zc, 久 分成 立 。 

由 于 高 斯 积分 公式 仅 当 有 关 场 量 有 适当 的 光滑 性 才 成 立 ， 所 以 由 
(12.5.1) 至 (12.5.8 的 过 渡 并 非 处 处 可 行 。 当 有 介质 间断 时 就 是 这 
样 。 设 介质 系数 B=B(z, % 切 在 曲面 工 上 有 跳 嫉 性 间断 , 即 在 其 两 侧 

| 了 工 Br 大 B- 
在 间断 面 工 上 守恒 律 就 不 表 为 如 (12.5.5) 的 形式 而 是 采取 另外 的 形 

取 万 为 跨越 间断 面 工 的 任意 扇 盒 状 域 〈( 其 横 截 面 如 图 12.9)， 扁 国 
盒 的 高 度 。 取 为 小 量 (相对 于 “基底 ”")。 对 于 这 样 的 D，(12.5.3) 当然 照样 成 立 。 命 高 度 
8 一 0， 扁 盒 也 退化 为 工 上 上 的 一 个 面 元 8， 则 有 


所 (cz oo 几 (etD vdo， | | | roo 0 


徐 了 


人 短 和 Je 名)(e 罗 站 w 


2 已 人 


> 为 工 上 任 定 的 法 向 ， 它 所 指 的 一 方 为 (十 )， 另 一 方 为 (一 ) 因此 
六 zj 区 )-( 人 ze- 


对 于 一 切 [ 凡 约 及 SC- 开 成 立 。 命 如 如 -十 缩 到 一 个 点 (c, % 坊 E 卫 就 可 得 到 
ee Ra 

志 (8 泡 ) -(8 洒 ) =0 (12.5.6) 
对 于 工 上 每 一 点 都 成 立 。 这 就 是 热量 守恒 律 在 介质 间断 面 上 的 微分 形式 ， 通 常 叫 交界 条 件 
或 间断 条 件 为 内 边界 条 件 。 由 于 在 工 的 两 侧 B+ 关 BE-。 故 由 (12.5.6) 得 ( 洒 ) ( 天) ， 
即 法 向 导数 有 间断 ， 但 其 乘积 6 -5 即 热流 即 通 量 是 连续 的 。 至 于 扩散 方程 (12.5. 下 本 身 
则 在 间断 面 工 以 外 之 点 成 立 : 

0 OOolL 0 6 0 60 加 





Z Oz 

如 图 12.10 所 示 , 在 2 的 边界 22 上 , 扩散 问题 的 边界 条 件 
”的 一 般 形 式 是 
00=7 0 二 To (12.5.8) 
四 0。，V 一 天 (12.5.9) 
刀 ， 8 下 一 g( (12.5.10) 
在 To 上 尼 的 值 为 给 定 的 分 布 到 即 第 一 类 边界 条 件 。 在 上 
图 19.10 流 进 的 通 量 B -5 (> 为 外 法 向 ) 为 给 定 的 函数 分 布 g(u) 。 例如 
gd) = 肥 即 给 定 通 量 的 值 , 这 就 是 第 二 类 边界 条 件 , 又 如 9(o) 为 & 的 线性 函数 goO=2D 一 7z 

9>0, 这 就 是 第 三 类 边界 条 件 (包括 了 第 二 类 ),? 为 介质 与 环境 之 间 的 热 交换 系数 。 





gpsrireyrr 
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注意 第 二 、 三 类 边界 条 件 ,如 (12.5.10)， 可 以 自然 地 吸收 在 积分 守恒 律 (12.5.1) 之 中 。 
事实 上 ， 任 取 子 域 DC 9, 刀 的 边界 3D 可 能 与 89 上 的 矶 相 接触 。 命 8. 有 表示 9D 上 
属于 妃 的 部 分 , 9D 一 妃 表示 9D 上 不 属于 到 的 部 分 ,于 是 2D=-3D.74 上 (9D 一 刀 ) 


人 
因此 积分 守恒 律 (12.5.1) 就 可 表 为 
用 (czyicu 一 用 (cuDz 0 
网 | [由 元 | 8 .于 w+| | vau] (12.5.11) 


对 一 切 咏 , ，DC2 成 立 。 这 时 边界 条 件 (12.5.10) 已 被 吸收 在 内 。 反 过 来 ， 在 守恒 律 
12.5.11b) 的 基础 上 , 利用 上 面 采 用 的 “ 扁 盒 方法 , 可 以 导出 边界 条 件 (12.5.10)。 通 常 称 介 
质 间 断面 的 交界 条 件 ( 如 了 2.5.6) 或 第 二 、 三 类 边界 条 件 \ 如 12.5.10) ,为 自然 边界 条 件 , 因 
为 它们 或 者 可 以 自动 地 从 守恒 原理 导出 或 者 自然 地 吸收 在 守恒 原理 之 中 。 与 此 相反 ,第 一 
类 边界 条 件 (如 12.5.9) 则 称 为 强加 边界 条 件 。 边界 条 件 的 这 种 区 分 也 可 以 从 变 分 原理 的 
角度 来 论证 , 见 第 十 三 章 。 

如 果 采 用 向 量 分 析 的 记号 ，， 


2 pr 3 
gradv 一 (下 到， 下】 
崩 示 由 标量 场 产 生 的 梯度 (向 量 ) 场 ， 


24。 名 
div4== 一 十 一 全 1.24 芭 。 


表示 由 向 量 场 4 = (4。，4u， AR (12.5.5) 可 以 写成 


ov 一 divpBgrady -9=0 


有 时 也 可 把 (12.5.5) 进 一 步 化 为 
8 86 94 3868 86 地 
0 (8+ 访 oz 05 53 2 
2 ， pD3 03 

为 了 区 别 于 (12.5.12)， 可 以 称 方程 (12.5.5) 的 形状 为 守恒 型 的 或 散 度 型 的 ,因为 这 是 从 积 
“分 守恒 律 (12.5. 忆 过 来 的 原始 形式 , 采取 获 度 的 形状 。 以 后 将 要 看 到 , 从 数值 解 的 观 后 , 进 

一 步 约 化 为 如 (12.5.12) 的 形式 是 不 必要 的 ， 最 好 从 原始 的 守恒 型 方程 (12.5.5) 出 发 ， 特别 
是 从 最 为 原始 的 积分 守恒 律 (12.5. 芒 出 发 。 

在 二 维 的 情况 下 , 即 一 切 量 不 依 丈 于 坐标 2 时 ，(12.5. 妃 、(\12.5.6)、\12.5.7) 分 别 简 

化 为 


5 +9)=0 (12.5.19) 


[few。 三 员 - 中 co zey= -人 人 0 (12.5.13) 


对 一 切 [, 加 ，DCo。 
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D= 石 总 oa -( 贡 8 瑟 + 而 8 号 +9)-0 (12.5.14) 
厂 (8 沙 ) -(B 邓 ) =-0 (12.5.15) 


这 里 9 为 平面 域 ,为 介质 间 电 线 ,在 一 维 情况 则 进而 简化 为 
人 epvaz-| corez=| [(8 末 ) .-(8 至 ) |2+| .二 | ga 0t2.5.16) 
对 一 切中, 轨 ，[2 7 JS2。 


o_ 工 到 ou-( 元 8 到 +9)-0 (12.5.17) . 
z (各 (和 )。 机 


这 @= [c， 思 为 线段 ,也 为 (o， 0 内 的 介质 间断 点 。 
各 .5.2 守恒 律 的 离散 形式 


现 以 一 维 赤 系 数 扩散 问题 为 全 来 说 明 怎 样 构造 守恒 型 的 差分 格式 。 在 $ 12.3 中 , 是 在 
形式 上 对 于 微分 方程 进行 模拟 而 建立 差分 方法 。 但 是 , 归根 到 底 , 应 该 去 模拟 这 个 微分 方程 
所 反映 的 守恒 律 。 因 此 希望 差分 方程 在 离散 的 意义 下 满足 守恒 律 。 | 

为 了 这 个 有 目的 ,应 该 从 积分 守重 律 出 发 。 设 在 ?一 上 平面 上 求解 的 区 域 为 五 .0 和 xz 和 工 ， 
0 入 去 了 。 作 格 网 线 (不 必 等 距 ): 
X 一 0 9 一 0 1 0=xzo< 轨 <…<z 一 总 
ti 一 如， 0 一 0，1，.…，N，0 一 四 < 二 二 一 太一 到 
-为 了 方便 引进 半 线 : 


f+1 
一 了 一 可 (加 十 加 +1) 


并 约定 w_j 一 ao 中 中 一 于 是 半 线 5 一 aid 各 
2X0 Xj-1 %j Xi+HL 2X1 线 一 加 把 五 前 分 为 无 遗漏 ， 无 重复 ， 无 多 余 的 单元 


2 和] 


图 12.11 (图 12.1) 。 
坟 = fp <o<z 下 < 各 寺 ， 90 卫 we  (12.5.19) 
3 “人 





Cj 于 人 
2Z7 一 


n+ 到 (91 Du 一 0 1 …， .Ji 0=0, 1 .…, 太一 1 
AN | (下 ) 人 


zn 天 各 


二 qd， 1= 二 1 到 1 一 0， 1 .…， 一 1T 


直 


于 表示 通 量 即 由 轧 +: 流 至 瑟 的 热量 , 而 一 蕊 法 则 是 由 已 流 至 瑟 t+ 的 热量 万 尘 是 
在 硝 汪 与 瑟 汉 的 交界 面 “一 必 3 上 计 值 的 。 





本 如 1 
作 离散 化 的 第 一 步 ,要 求 积分 守 便 律 (12.5.16) 对 于 一 切 瑟 " 成 立 ， 即 对 于 一 切 


2 一 入 -3 21 一 0 1， t 一 加 ， 1 ”一 加 +1， 7? 一 0， 革 ， 5 v; 多 一 0， 二 ， 2 丸 一 工 


二 二 
成 立 。 于 是 
Of 一 0 一 有 全 一 也 +Qr 0, 1 .Jin=0,1 .NT1 (12.5.20) 
作为 第 二 步 , 将 积分 C,， 了, Q 离散 化 , 命 
二 一 加 41 一 如， 久 一 0 一 分- 儿 全 4 一 和 (12.5.21) 
可 以 取 , 例如 
COY 人 01 
也 一 DC 一 全) (12.5.22) 


工 
分 十 
2 ~ 
机 0 | 


代入 (12.5.21) 得 内 点 的 守恒 差分 格式 
(ON 为 一 [的 03a 一 屿 一 肥 的 生 的 -内 站] 二 本 十 允 放 mr 


?= 圭 一 n 一 0， 2 尹 二 下 (12.5.23) 
在 常 系数 必 =c= 了 13 二 06 和 等 距 格 网 方 二 性 ,= 为 mi 一 时 这 就 是 显 式 格式 (12.3.2)。 


这 样 的 差分 格式 即使 对 于 介质 间断 也 是 适应 的 ， 只 须 在 分 格 网 的 注意 把 介质 间断 点 落 
在 整 点 必 上 , 此 外 无 须 作 任何 处 理 。 这 是 因为 , 介质 间断 点 上 的 交界 条 件 (12.5.18) 本 身 也 
是 守恒 律 (12.5.16) 导 来 的 。 

当 区 间 [0, 习 ] 的 两 端 是 第 一 类 边界 条 件 


(12.5.23) 
时 , 则 增补 两 个 边界 方程 
0 -1 de.5.25) 
当 两 端 是 自然 边界 条 件 即 
8 型 -g(O=2 一 吕 (12.5.26) 


2 表示 对 区 间 [0, 怀 ] 的 外 向 微 商 。 这 就 是 说 


Z 一 0 一 20， 一 避 到 一 加 (uo) 有 - 
(2.5.27) 


一 太一 Or 有 弄 一 grGu) 一 人 [一 TU 

由 于 自然 边界 条 件 可 以 吸收 在 守 便 律 之 中 ( 见 (12.5.11))， 考虑 到 约定 z_i 一 ao ol 一 四， 
故 有 RS 

E 3 =-| (8 灵 ) dr 


ee (12.5.28) 
从 十 才 :+ 有 - 
Br -| (8 杂 ) 0 9 0) + 
1 


加 


因此 与 内 点 一 样 ,对 于 大 汪 ， 酌 运用 守恒 律 而 得 两 个 边界 点 的 差分 格式 


本 本 mm 有 了 ，Retp pagevdgrwrgprgicivraqigseggggy ya prapermperrr onerr An-meeatregiempeypryrrerreeeee were ee 
ae oa 兴 er 
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Cj 一 [LGA ( 如 一 邮 ) 下 go(G)] Te 十 98or 3 
po 一 01 一 2o 
也 
(CI 一 0 一 CO 和 一 [or 一 8 7- 1 (好 一 好 -1 切 ] 语 1 十 IT 3 


如 一 07 一 0 1 
一 人 


(12.5.29) 


第 二 三 类 边界 条 件 已 经 吸收 在 内 。 
以 上 的 差分 格式 (12.5.23) ，(12.5.29) 只 是 表示 守 便 律 (12.5.16) 对 每 个 单元 到 汪 成 
立 。 事 实 上 由 此 就 可 以 保证 这 种 离 和 的 守恒 性 在 更 大 的 范围 内 也 成 立 。 例 如 , 取 邓 ay- 


2 一 01 刘 一 如 济 一 加 v 1) 考虑 区 域 


人 和 Z 和 2 psi< 直 二 全 袜 (12.5.30) 
ee 5. 2 一 7 9 一 ”9 累加 
包 袜 Cr-oD) = 号 ( 权 汪 一 有 全 十 @ 
注意 所 有 内 部 交界 项 均 互 相抵 消 , 因此 得 到 
匀 o1 一 写 0 =- 福 耻 壤 一 站 马 全 二 涪 富 0 

这 就 相当 于 区 域 \12.5.30) 上 的 守恒 关系 Ga.5.19) 。 这 样 ,从 每 个 单元 的 守恒 性 出 发 , 由 于 
相 邻 单元 的 交界 面 项 都 正 负 相 消 一 一 也 就 是 说 在 差分 格式 上 保证 了 甲 方 支付 给 乙方 的 总 是 
等 于 乙方 从 甲 方 收 到 的 一 一 结果 自动 保证 了 大 范围 的 守恒 性 。 和 守恒 要 训 正 在 于 此 。 

差分 方程 (12.5.23)，(12.5.29) 是 与 扩散 方程 (12.5.17)， 交 界 条 件 (12.5.18) 以 及 边 


界 条 件 (12.5.27) 相 容 的 。 见 $12.3 事实 上 ， 设 == 不 是 介质 间断 点 ， 将 (12.5.29) 除 包 
jiT 3 得 到 


区 (一 (入 有 一季: [3 一 一 B， -和 一 一 好 1 切 ] 一 0 一 0 


命 jo 性 呈 已 - 和 mt >0 则 其 极限 形式 就 是 (12.5.17)。 设 “一 轨 是 介质 间断 点 ,在 其 两 例 
2 六 D。 当 多- 人 -3 名人 一 0 则 有 


下 | Du \+ DA\- 
(OO 一 CH] 一 >0， BGS 一动) (8 末 ) ， 6 一 -- 力 0-(6 sz E 


内 此 (12.5.23) 的 极限 形式 就 是 交界 条 件 (12.5.18)。 类 似 地 取 方 程 (12.5.29)， 命 mo iv 
0 则 得 边界 条 件 \12.5.27) 。 突 出 之 点 在 于 , 我 们 直接 从 积分 守恒 律 出 发 ， 并 没 


有 利用 方程 (12. 5.17) 及 (12.5.18) 和 (12.5.27) 而 得 到 与 之 相 容 的 差分 方程 组 。 这 当然 是 
理应 如 此 的 ， 因 为 守恒 微分 方程 连同 自然 边界 条 件 与 这 里 的 差分 方程 组 一 样 都 是 积分 守恒 
律 的 推论 , 前 者 是 守恒 律 的 微分 形式 , 后 着 是 守恒 律 的 离散 形式 即 差 分 形式 。 

秆 恒 差 分 格式 的 优点 在 于 它 在 离散 的 意义 下 使 得 守恒 律 得 到 严格 满足 ， 对 于 交办 条 件 
以 及 第 二 、 三 类 边界 条 件 等 所 谓 自 然 边 界 条 件 是 采取 “自然 处 理 的 方式 ,不 是 形式 地 , 孤立 
地 处 理 而 是 与 守恒 律 统一 在 一 起 。 这 些 特 反 在 物理 上 是 比较 令 人 满意 的 , 当 问题 复杂 时 , 这 
种 优点 更 显著 , 此 外 , 这 种 差分 格式 在 形式 上 的 单一 性 对 于 程序 实现 和 解 算 也 是 有 利 的 。 
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体式 的 守恒 差分 格式 也 可 以 用 类 似 原则 来 推导 。 例 如 改 到 
和 必 扩 Go 
或 取 宇 
下 法 一 [去 @ 汪 太 号 Cg 答 一 中 交 + BA wo- 站 


对 了 和 二 对 五 全 鞠 
有 i 十 二 业 1 
gg :人 人 ( 志 or 好 ) jos 


这 就 相当 于 全 隐 式 (12.3.3) 和 平均 隐 式 (12.3. 你 。 
也 可 以 从 守重 型 微分 方程 (12.5， ee 从 如 芭 


坟 呆 - 
坊 )- 庆 0 


(e 起 ) ， ~ qu- J) 





3 oa 
失 


《007 一 9; 
则 得 到 与 (12.5.23) 相同 的 守恒 格式 , 上 面 已 经 见 到 , 当 介 质 间 断 点 落 在 节点 上 , 这 也 与 交界 
条 件 丰 适应 而 无 须 特 别处 理 。 上 面 介绍 的 基于 积分 守恒 律 的 方法 ;看 来 完 长 一 些 , 但 其 本 质 
是 简单 的 ,物理 意义 也 更 明确 。 在 比较 复杂 的 情况 下 , 例如 二 维 问题 , 几何 形状 复杂 , 不 等 距 
格 网 介质 间断 条 件 复杂 等 情况 下 , 采用 “积分 ”的 方法 是 更 为 有 利和 可 靠 的 。 
习惯 上 也 有 从 方程 (12.5.17) 的 非 守恒 型 ( 设 e 》 与 二 无 关 ) 


-好 . 世 -9=0 (12.5.3]) 





0 


出 发 来 构造 差分 格式 , 例如 取 ( 等 距 格 网 ) 
CTTI1COH1 一 2 一 10 一 2 十 2 一 人 28) 一 (08 一 -2 (27) (一 她 十 他 
这 个 格式 就 不 严格 守恒 。 事实 上 ， 将 它 改 写 为 


or 一 动 = 人 (+ 人 村)rGga 一 人 


一 (B 一 全 革 外) 人 一 咯 想 |- 

对 于 节点 wii 也 可 列 类 似 的 方程 ， 只 须 将 了 改 为 ?十 1。 于 是 单元 耳 ii 给 予 孔 的 热量 
(BA 二 BaiGya 一 二 一 般 地 不 等 于 单元 丽 受 之 于 丽 4 的 热量 ( Ba 一 人 3 请 ) 
x (一 oz) ( 当 已 不 为 常数 时 )。 不 过 , 当 系 数 B 光 滑 的 时 候 , 这 种 偏差 随 1->0 而 ->0。 但 
是 当 系数 ) 有 间断 时 就 会 造成 重大 的 偏差 。 在 介质 间断 处 , 方程 (12.5.31) 根 本 不 成 立 , 必 
须 代 之 以 交界 条 件 (12.5.18) 而 对 后 者 进行 离散 化 ， 这 样 做 又 引起 场 内 各 点 格式 形式 的 不 
统一 ,而 且 比较 繁 殴 。 一 般 说 来 在 非 守恒 型 方程 的 基础 上 来 区 化 反而 不 大 方便 ， 而 且 容 
易 导 致 差错 。 


四 交 和 
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$ 12.6 扩散 方程 的 差分 格 区 


在 812.3 中 曾 对 一 维 扩散 方程 列 出 几 种 差分 阁 式 ， 在 此 基础 上 还 可 派生 出 另外 几 种 实 
用 的 格式 , 并列 为 本 节 之 末 表 12.1。 这 些 格式 对 于 二 维 的 推广 以 及 根据 二 维特 点 设计 的 一 
些 特殊 格式 则 列 为 表 12.2。 表 中 还 附 列 了 截断 误差 五 以 及 增长 因子 和 稳定 条 件 , 供 参 考 。 
我 们 将 不 对 表 中 的 格式 逐一 进行 分 析 论 证 , 而 只 将 一 些 有 关 问 题 择 要 说 明 如 下 。 
表 12.1 一 维 扩 洲 方程 差分 格式 
CO 
0 To 
2 一 一 2 二 vB 一 友 /，0 一 厌 








名 称 格 式 本 截 差 增长 因子 与 稳定 条 件 
三 的 1- 呈 一 交 一 全 一 本 一 1 一 49sim 
1 0 
忆 一 Or 十 了 2) p< 子 
了 工 (until -Soim+l_ on+l 一 人 
全 隐 式 了 (3 3) 而 lb dj 0 失 4 49 Sin 号 ) 


也 一 Or 十 好 2) 恒 稳 


RE 本 6\/ 
二 G3 三 7 了) 二 | 8622 一 吕 / | - 间 疙 gg- 人 一 (1--36sin? 本 从 下 2 Sin2 
媚 一 04z2 十 73) 恒 稳 


一 





王 4a- srsia.4)(1+4GI- cysina 号 ) 


工人 goW)-o[| 凑 3- 罗 ]-G-a[ 坑 加 9 一 999|=。 0<c< 二 时 恒 稳 


豆 <b<1 时 p< 


/3 十 (43 一 48cos9) 和 十 1 一 0 


se 
2(20 一 | 








了 (ge-)- 瑟 5g9-gn- 0 ee 
名 A\3 
?1 3 一 一 43sin2 十 二 已 Sin? 可 
再 一 Or 十 把) 恒 不 稳 
(1 十 28))2 一 48oosb) 久 一代 一 26) 一 0 
Xi 3 一 (28cos6 土 W 工 一 493sin30) (1 十 26) 
1， 五 一 Or2/12) 十 Or 十 1) 恒 稳 


了 ge 一 一 商 C 一 汪 -要 二 本 科 一 四 3 
吕 
二 0g9 一 节 )- 旋 5 人 一 四 =0， 当 w+I+J 一 偶 
到 G9 一 节 ) 二 认 39 一 999 一 0， 当 % 士 1 十 J 一 奇 同 土 
再 一 OU2/12) 十 O0z2 十 j9) 





GD 显 式 和 隐 式 的 比较 

差分 格式 中 步 长 zy 到 的 选取 要 受到 截断 误差 和 稳定 性 两 个 方面 的 制约 。 扩散 方程 显 
式 格式 的 稳定 条 件 是 Y 交 和 /2 中， 即 ?= 0O(2)， 时 间 步 长 z 为 空间 步 长 丈 的 二 阶 小 量 。 这 是 
相当 苛刻 的 条 件 。 例 如 , 为 了 提高 精度 , 把 丈 减 半 , 则 必须 缩小 四 倍 , 从 而 总 工作 量 增加 八 
倍 。 对 于 隐 式 ， 每 一 时 间 步 要 联 解 一 个 代数 方程 组 。 在 一 维 情况 ， 系 数 阵 的 三 对 角 线 带 状 
阵 , 有 象 追 赶 法 这 样 有 效 的 解法 , 使 每 步 联 解 的 工作 量 仅 线性 地 依赖 于 节点 数 , 与 显 式 工作 








7 


505 


表 12:2 二 维 扩 散 方 程 差 分 格式 

020 ，D2x 
学- 人 ( 营 + 融 广 9 
6? 2 人 一 从 ~ 1 了 一 2 十 如 中 7 有 ,一 三/ 邮 ， OP 
084 一 塌 1 一 200 十 人 4+Ty pa 一 YD/7z， 02=- oj 

















名 称 格 式 与 截 差 增长 因子 与 稳定 条 作 
本 一 喝 一 兰 2 一 得 0 一 0 一 0 )=1 一 4pPlsina 全 十 包 sim 号 
十 风 =<[2( 二 + 二 外 
由 .也 /上 
二 ~! 
全 隐 趟 二 (个 一 喇 - 关 0 -二 一 9 入 1 一 0 = 上 二 4Btsins -全 十 Pasinsa) | 
了 ~- Or 十 好 十 ) 鸭 、 和 恒 稳 
人 32 克 十 - 汉 一 - 吗 ] 关 [1- 2(pisina 人 上 + 记 sin3 纪 本) 
ee -对 生 st 二 区 oo aa 站 ran 全) 站 
和 聊 式 了 37 zj ”T 2 < 二 Ai -十 Fa 2 
恒 
2 2 关 一 淘 ) 一 二 人 下 oa 一 * 沼 十 2 地) 
菱形 - 章 C 了 -1 SR 了 一 g 入 1=0 旨 ” 稳 


五 一 O ( 砷 + 号 ) 十 0(z2 十 好 十 殊 ) 





一 二 一 再 刘表 放 一 驳 一 On+I+ 计 了 介 
中 点 二 0 刚 一 去 本 一 语 襄 入 一 罗 :0， % 十 1 十 ?十 和 一 奇 同 上 
忆 


ao( 总 ,时 jeatas 


二 (区 一 下 站 训 他: 十 总 一 咯 | 0 ra 和 Gram 


方 疝 和 到 一 必 入 一下 六 3 人 半 放 2 弛 |- 0 )3 一 (ps 全 (ta sin- 寺 ) 
百 =O(r 十 了 到 十 ]) 和 一 Ni)a， 恒 稳 
二 人 二) 和 8 一 0 和 1 一 ee ) 
局 部 . 0 
如 一 站 =))e， 恒 稳 





量 相 比 量 级 相同 或 接近 。 由 于 隐 式 的 便 稳 性 ,，* 的 选取 不 受 稳定 性 的 限制 而 只 决定 了 截 差 。 
因此 有 可 能 通过 的 放大 而 节约 工作 量 。 

此 外 , 从 扩散 过 程 的 物理 特征 来 看 也 以 取 隐 式 为 好 。 扩散 的 影响 是 退 刻 传 开 的 在 任意 
时 刻 + 任意 坐标 的 状态 受到 初始 1 0 时 全 轴 -<<z<co 的 影响 的 , 也 就 是 说 扰动 以 无 
限 大 的 速度 传播 。 当 采用 显 式 时 , 扰动 在 差分 格 网 中 的 传播 速度 是 iMr, 因此 如 取 + 一 O()， 
则 它 始 终 将 落后 于 实际 扰动 的 传播 , 故 不 稳定 。 反 之 ,在 采用 隐 式 时 , 在 每 个 时 间 步 内 ,每 个 
节点 值 影响 全 部 节点 ， 即 扰动 也 是 退 刻 传 开 的 , 这 就 比较 符合 于 物理 模型 , 同时 也 保证 了 稳 
定性 。 2 呈 


1 本 吉 记 了 束 全 科 直 录入 代 省， 天 量 - 寺 ，Tn5r89Fs 者， 人 1 冲程 需 间 生 中- 吉 向 2 作证 本本 是 于 站 和 Se 





避 人 人 

从 截 差 的 角度 来 看 ， 平 均 隐 式 比 全 隐 式 更 有 利 。 对 全 隐 式 ， 瑟 =O(z) +O( 们 ， 如 取 
z=0O( 人 则 五 =O( 为 一 阶 精 度 ; 为 要 达到 二 阶 精度 则 应 取 *=O(ja), 这 和 显 式 的 步 长 条 件 
相当 , 隐 式 的 好 处 也 就 抵消 了 。 反 之 , 在 平均 隐 式 , 由 于 恒 稳 可 取 r=O( 妨 ， 于 是 =O() 
十 0(2) =0(022)， 这 就 达到 了 二 阶 精度 。 
。 在 计算 实践 中 解 一 维 扩散 方程 主要 是 采用 隐 式 ， 特 别 是 平均 隐 式 ， 也 叫做 Crank- 
Nicolson 格式 。 

(2) 解 一 维 隐 式 的 追赶 法 

在 一 维 扩散 方程 的 隐 式 格式 , 配合 着 适当 的 边界 处 理 ， 在 每 个 时 间 步 要 解 一 个 线 代表 广 
程 , 其 系数 矩阵 为 三 对 线 带 状 


pa C1 2 二 方 
Ce pb3 C9 23 3 
0 ON (12.6.1) 
wii 的 人 ZN-1 jw-1 
CN bx _ ZN _ 
对 此 运用 顺序 的 高 斯 消 元 法 即 得 追赶 法 。 该 法 分 为 正 消 和 反 代 两 个 过 程 
正 消 : 置 Bo=0， vo 一 0 
对 于 8 一 二 2，…， 六 
oz 一 ai- 十 oz 
8 一 一 ap cx 
wz 一 0 ( 户 一 GOz-1) 
反 代 : 置 WO 


对 于 8 一 入 六 一 三 2, 工 
zz 一 2 一 ze+i 
追赶 法 中 正 反 两 过 程 都 是 步 进 式 , 也 有 稳定 性 的 问题 。 在 扩散 方程 , 答 阵 的 对 角 元 占 优 
势 , 可 以 证 明 追 赶 过 程 是 稳定 的 。 
(3) 葵 形 格式 与 跳 点 格式 
在 8 12.4 中 网 到 ,扩散 方程 


-9=0 (12.6.9) 


0 7 0 
2 xz 
的 中 心 差 显 式 格式 
寺 (2- 动 - 疙 Co 王 - 一 2009+L 十 好 息 ) 一 gytt 一 0 


奋 =0(z) 十 0O(1) 
是 一 种 很 自然 的 舟 近 ,具有 较 高 的 二 阶 精度 ,但 全 不 稳 , 不 能 使 用 。 但 是, 姑 将 上 趟 中 的 地 
Wi 
计 的 9- 动 - 让 G 伍 - 罗 二 + 光一 g93- @ (3.6.3) 


公式 中 只 用 到 节点 (7 中，(》 9 二 为 ，( 一 二 9 十 关 ，( 二 二 ”十 也 形成 尧 形 , 但 不 涉及 中 点 
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(1 n+T)， 是 一 个 “空心 "的 萎 形 , 因此 叫做 凌 形 格式 ,或 称 Dofort_Frankel 格式 ,这 是 三 屋 
的 ,特征 方程 为 一 次 


(1 上 +28))a 一 (48cosb) 和 一 (1 -28) =0.8= 码 /a g= 夺 (12.6.4) 
不 难 验 算 有 两 个 特征 根 , 其 模 量 便 入 I 
和 ts= (26cosg 士 VI3558aa5)/G+26)，|)s| <l (12.6.5) 


因此 恒 稳 , 加 上 它 是 显 式 的 ， 这 是 它 的 主要 优点 。 由 于 它 是 三 晨 的 ， 故 也 具有 三 层 格式 的 共 
同 缺 点 , 即 要 求 两 片场 的 存储 量 和 另 法 启 步 。 但 是 , 它 的 主要 缺点 在 于 相 容 性 和 精确 度 的 问 
题 。 
事实 上 , 在 节点 (六 m 十 1 作 宕 次 展开 , 得 到 截断 误 关 

奋 =-( 工 ) 5 -38 +O(m++ 在 ) -0( 五 ) +O( mdM+ 本) (12.6.6) 


六 3 
设想 在 /一 0 时 Y/#=7 保持 常 值 ， ee 
。 与 +- 汪 一 一 -0 2.6.7) 


而 不 是 扩散 方程 。 为 了 保证 差分 格式 对 扩散 方程 的 相 容 性 ， 必需 要 求 当 包 rz->0 时 六 也 
~>0。 为 此 ， 可 以 取 为 Y= O(PL+9) ， 8>0。 

由 此 可 见 ,在 萎 形 法 中 , 时 间 步 长 了 虽 不 受 稳定 性 的 限制 , 但 却 受 相 容 条 件 的 限制 。 后 者 
rz= 0O(1)。 在 1>s>0 时 虽 比 显 式 的 稳定 条 件 *=O(j2) 稍 宽 , 但 召 = 000+OCG 网 比 
显 式 的 五 =O( 共 十 0(z) 降 低 了 精度 。 

设想 将 时 空 节 点 ( 刀 由 ) 按照 十 和 一 奇 数 或 偶数 分 为 两 组 ， 形成 两 套 互相 交 销 的 区 形 格 
网 如 图 12.12， 不 难看 出 , 在 鞭 形 算法 的 推进 过 程 中 ， 这 两 套 网 点 二 
是 互相 独立 的 。 

所 谓 跳 点 法 就 是 在 上 述 奇 便 分 组 的 基础 上 进行 的 ， 当 从 第 ， 
层 进 至 第 十 1 层 时 , 先 在 偶 点 用 显 式 


一 骨 一 厂 罗 -到 + 人 一 允 -0 
n+I+7 一 个 (12.6.8) 
产生 新 值 。 然 后 在 奇 点 用 全 隐 式 
于 bg 一动 一 访 G 生 一 2 二 克 的 一 好 ?=0，nmHH+j- 奇 (12.6.9) 
这 时 奇 点 地 ?+ 的 左右 邻 地 芋 ， 史 披 都 是 偶 点 ,已 经 有 了 新 值 。 因 此 这 是 奇偶 、 昌 、 隐 交替 的 
方法 , 其 中 隐 式 只 是 形式 上 的 , 实质 上 还 是 显 的 。 


可 以 把 这 个 算法 稍 加 变形 以 节约 工作 量 。 事实 上 ， 每 当 用 隐 式 〈12.6.9) 算出 奇 点 值 
和 时 ， 必 为 偶数 , 故 由 12.6.8 有 显 式 表达 


三 09 一 友 全 一 记 C 皇 - 221+1 十 好 要 ) 一 09t1 一 0， % 十 2 十 ?= 偶 ( 卫 .6.10) 


将 此 与 13.6.g 相 减 得 到 





12.12 


oa 一 20 nm 二 2 二 7 一 候 6 
故 奇 点 值 好 + 算出 后 无 须 保 存 而 直接 用 只 含 两 个 加 法 的 公式 (12.6.11) 代替 (12.6.8) 以 产 
生 下 一 层 的 偶 点 值 好 后 者 则 被 保存 。 因 此 ,在 初始 层 好 的 基础 上 ， 首 先 对 层 %= 工 偶 点 


人 < 


aa 





508 


” 值 用 显 式 (f9?.6.8) 产 生 ， 以 后 便 接 方 才 记 说 的 方式 进行， 直至 算出 最 后 第 mw 一 A 层 的 偶 点 
值 ,最 后 用 隐 式 (12.6.9) 补 出 该 层 的 奇 点 值 。 
注意 , 从 式 (12.6.9) 及 式 (12.6.10) 消 去 好 得 到 


0 一 一 一 0 和 一 0， 有 侦 


这 就 是 荣 形 公式 (2 6.3)。 但 它 只 在 偶 点 格 网 进行 而 弃 去 了 奇 点 格 网 ， 在 次 形 法 中 这 奇偶 
两 套 本 来 是 互相 独立 的 。 因 此 ， 跳 点 法 实质 上 与 尧 形 法 等 价 ， 具有 相同 的 稳定 性 (12. 6.4~ 司 
和 截断 误 卷 (142.6.6), 但 在 算法 组 织 上 有 改进 。 它 只 要 一 个 场 的 存储 , 并 按 一 定 的 方式 自动 
启 步 , 因此 克服 了 葵 形 法 作为 三 层 格式 共有 的 缺点 , 还 能 节约 将 近 一 半 的 工作 量 , 此 外 , 保留 
了 显 式 和 人 恒 稳 的 优点 , 但 也 保留 了 相 容 性 和 精确 度 方面 的 缺点 。 

这 种 奇偶 交替 的 算法 思想 很 容易 推广 到 高 维 以 及 其 他 类 型 的 方程 ， 程 序 实现 也 比较 简 
单 。 六 
4) 一 维 扩 散 方程 
甫 12.2 所 列 前 五 种 都 是 一 维 格式 的 自然 推广。 我 们 知道 ， 对 于 扩散 方程 隐 式 是 比较 
合适 的 。 但 在 二 维 或 瑟 维 时 ， 隐 式 每 步 要 解 一 个 类 似 于 椭圆 型 的 差分 方程 ， 其 系数 阵 不 再 是 
三 对 角 线 带 状 , 没有 象 追 赶 法 那样 简便 有 效 的 解法 , 因此 全 隐 式 或 平均 或 隐 式 虽 有 恒 稳 的 优 
点 ， 但 使 用 上 不 方便 。 

交替 方 向 法 和 局 部 一 维 法 则 是 针对 二 碌 ( 或 = : 维 ) 特点 而 设计 的 。 它们 都 是 把 每 个 时 间 
步 分解 为 两 个 (三 维 时 为 三 个 ) 分 步 。 第 一 分 步 只 在 “方向 采用 隐 式 ， 这 时 在 各 横行 上 求解 
的 代数 方程 组 是 彼此 独立 的 ， 可 以 逐 行 用 追赶 法 。 类 似 地 第 二 分 步 只 在 4 方向 用 隐 式 。 这 
样 沿 z 和 沿 y 互相 交替 , 基本 上 是 用 解 一 维 隐 式 的 技巧 来 解 高 维 问题 。 

在 交替 方向 法 中 ， 对 于 方程 


多 3 
Dv -器 形 久 -9=0 2.6.19) 





下 
在 第 一 分 步 ， 于 天 代 以 陷 式 差 商 ， 可 从 语 ss 代 以 品 式 关 商 ， 得 到 








三 人 ea 人 一 90 6. 


二 Go 一 ti 一 兰 了 《8200 * 十 82uD) 一 0 (12.6. 114) 


二 环 遇 和 大 邮 和 (12.6.12) 一 个 相 每 近 
分 步 的 格式 则 各 有 增长 因子 


师 状 一 BBSsin201712 入 _ 1_G sinag ,2 


1 十 psin2l0o/2- 1 十 psSimn” 01712 
B;= TD/ 后 ， 3 一 7T8/ 友 ， 0 一 后 7 0 一 8o2ja 
邵 只 是 条 件 稳 。 但 交替 使 用 时 则 增长 因子 和 = 和 as 相互 补偿 
一 工 一 bisin bn/2.J 一 basin ba/ 于 一 Bisin bu/2 .于 一 Basin ba/2 
工 十 Ba sin 0712 T 十 Bisin20172 1 十 Bisin la712 T 十 pasin 0a/2 
而 |X|<l 因此 恒 稳 。 也 可 以 推广 到 三 维 ,但 公 趟 比较 复杂 。 





在 局 部 一 维 法 中 , 两 个 分 步 取 为 ， 
b 


尹 二 二 儿 
工人 要 2 - 志 0 一 0 (12.6.15) 


二 人 一 几 生 -站 5 人 -到 0-0 《2.6:16) 


分 别 相 当 于 微分 方程 : 
1au 5 工 0 
2 0 OZ 2 
To ， 0 工 =0 
2 0 32z5 2 
因此 每 个 分 步 并 不 构成 原 方程 的 相 容 逼近 , 仅 当 两 步 累 加 起 来 才 与 原 方程 相 容 。 这 里 每 一 


分 步 的 公式 就 比较 简单 ,并 且 各 为 恒 稳 ， 
和 一 








于 二 
1 十 46， Sin2 轴 /2 思 4 工 十 46， Sin2 0312 


因此 合 起 来 = 和 .Xes 也 是 恒 稳 。 这 个 方法 很 容易 推广 到 高 维 以 及 其 它 类 型 的 方程 。 

壮 形 法 , 特别 是 其 改进 形式 即 跳 点 法 具有 显 式 恒 稳 的 优点 , 这 项 优点 在 二 、 三 维 扩散 方 
程 包括 非 线 性 在 内 更 为 显著 , 在 程序 实现 上 也 比 局 部 一 维 或 交替 方向 法 简单 。 因 此 , 对 于 高 
维 的 , 比较 复杂 而 精度 要 求 不 太 高 的 问题 , 鞭 形 法 和 跳 点 法 是 可 取 的 。 

(5) 变 系 数 扩散 方程 

表 了 2.1 及 12.2 是 按照 常 系数 扩散 方程 编排 的 。 对 于 变 系数 方程 , 如 


2 -- 喜 OU 
订 亿 人 


2 2 2 DB 
六 人 击 儿 人 
则 引用 时 在 公式 中 应 作 替 换 


二 (一 吧 ) 一 二 (ef 2 人 ”一 0 和) 


吾 02gtr00~ 间 四 CH 一 中- 一 信 _ 3 一作-] 
以 保证 守恒 性 (812.5) 。 在 介质 系数 c，， Y 等 有 间断 时 ， 呆 3 邓 等 应 代 以 适当 的 平均 
值 。 在 二 维 以 及 高 维 的 情况 下 ， 和 有 光 必 关 闪 抽 辣 新 入 昌 允 计 则 以 采用 有 限 元 法 (第 
十 四 章 ) 来 离散 化 为 宜 。 
127 对 流 方程 的 差分 格式 


我 们 将 对 流 方程 的 一 些 常 用 格式 列 在 本 节 之 末 表 了 .3， 至 于 含 时 间 的 三 阶 导数 的 波 
动 方程 的 三 层 格式 则 列 为 表 12.4。 将 对 流 方程 和 扩散 方程 的 格式 适当 地 结合 起 来 便 得 到 
对 流 -扩散 方程 的 格式 , 列 为 表 12.5。 对 于 一 些 有 关 的 问题 择 要 说 明 如 下 。 

() 中 心 差 格式 及 其 改进 

对 于 对 流 方 程 


3 一 0 人 257 


于 1 re 


5s10 


屎 矿 后 扩 印 让 
一 


亚 由 
册 刘 


巾 心 差 


中 心 差 


飞 
冰 贞 


跳 所 


格 式 








表 I2.3 对 流 方程 差分 格式 


CU | 020 
豆 “ “5 


a 一 7Q/j，0 一 0 


包 一 = 一 0 


与 截 差 


工 作 镍 
字 (好 寻 一 地) 十 元 (内 一 友 ) 一 史 一 0 


五 一 Or 十 用 





了 


二 人 地 二 一 凶 ) 十 元 9 一 她 一 凶 一 0 





了 一 Orz 十 向 


到 Cn 一) 二 全 (9 扯 一 地 困 一 9990 


互 一 OCT 十 有 


了 0 一 2 十 一 (地 革 一 多 要 ) 一 一 0911 一 0 


二 





工 人 他 
于 0 一 地)+ 机 (3 他 0)- 多 =0 





也 =O(z 十 19) 


二 09 一 二 十 各 0i-9 和 一 ga=0 





了 =O(r 十 赔 


7 所 工 从 入 用 
三 所 一 地) + 下 畜 《1 一 2 1) 一 CQ ] 


G 作 
aa (相持 一 多 二 -9 | -0 


及 =O(z2 十 j) 





Ts 栗 本 
下 3- 到 (+ 中 半 意 Li-: 一 2 十 邮 + 芒 一 99 一 0 
五 =OUh2/r) 十 Or 十 内 


他 
一 (8 一 地 ) 十 5 (441 一 地 -1) 一 


避 0 一 上 一 2 他 十 2 人 荡 一 0 


了 一 0(r2 十 向 





下 
区 一 朋 二 汪 的 村- 地 和 一 9 一 0 





3 gen+ 但 


二 (地 号 + 可 


一 O(2 十 取 ) 


(3 一 地 1 十 G? 一 0， 名 十 荆 十 5 一 倡 


人 朝 打 一 井 才 十 q9+T 一 0 十 1 十 和 一 奇 
五 =O(r2 十 j2) 


增长 因子 与 稳定 条 件 





入 一 1 十 ww 一 23 认 


一 1 委 a 委 0 


久 == 工 一 & 十 CQ3 名 


0 委 c 和 1! 





和 一代 一 Q& 十 05i9) 一 


a<0 或 1 委 a 


和 一 (1 十 w 一 az7b9) -1 


a 委 一 1 或 0 和 


和 一 1 一 4axsinb 


蚀 不 稳 





=(1+iasing-1 
恒 稳 





和 一 C080 十 40SinO 


[cl 入 I 





入 一 1 一 a2 十 oa2cos 一 和 xxSint 


lclsi 





和 ,5 一 Sing 土 V 1 工 一 azsin2b 
la|<l 此 时 [=1 











表 12.4 二 兴 波 动 方程 差分 格式 
《II) 温 o2 人 区 g 一 0， 4>0 
20 12 Du ，， Duw 了 
ae (JI) -3 5 一 一 全 3 十 CU 一 0， > 0; b， C>0 
G8UO8 一 0 和 一 2000+1 二 2， 3 一 W 1 一 2023 十 oO 1 


a=ar/7，B=8z2/1，y=cr2，0 一 胁 








格 式 与 截 差 增长 因子 与 稳定 条 件 
-了 工 5gug+l 一 -下 8291 一 gg 一 0 )2 十 (4aasin? 总 一 2)M+1=0 
本 急  “， . ， 2 
也 =0(z3 二 7] a2<1l1 即 siyas 
工 82uog+1-__G5 82t0p+3 om+fles0 1+4a2sin3 2 2 
3 一人 2 一 991 +4az sinm 全 jj 一 2 二 1 一 0 
也 =O(z 十 风 恒 ， 稳 
】 工 『 03 、， 0 
误 Bg9 一 下 全 2 (+32opsins 将 ))2-- 包 
3 
二 -了 林 32vg52| -gg9=0 十 (1+a2a sin? 本 )=0 
妃 一 O(r2 十 凤 ) 恒 稳 
和 
ge- 营 ag Car 人 sn- 小 
十 -2 (gt 一 好) 十 out 一 o9t1=0 +(1- 号 )-0 
东 人 2 
九 =O(z2? 十 ]) as 了 <1 和 
和 7 
yy (+ sing .0 十 十 瑟 ) 和 
硬 丽 ““ 7 3 
+ 机 地 +2 一 4 ) 十 Cu 六 +2 一 ?+1 一 0 - 一 2 十 1 一 生 = 他 
万 =-O(z 十 ]9) 但 稳 
工 交 I 工 | o2 克 0 0 B 
-本 080 24+ 相 与 6227 +co | (1+2oz Sin2 二 辫 十 襄 ) 
+ 引 忆 39 二 ou | 一 2 十 (I++2o Sn2 于 
于 0+2__ 凡 十 T 一 也 有 一 
十 人 29] 一 99? 十 过 十 总 ) 0 


妃 =O(r2 十 风 下 稳 





-= -下 ， 





51 人 2 


- 表 切 .5 对流- 扩散 方程 莽 分 格 训 


2 Du 2 ， 
和 


62007 一 太一 2 十 1 1， 一 az/ 力 ， 有 一 b5T/112，0 王 大 











名 称 格 式 与 截 差 增长 因子 与 稳定 条 件 
和 =1 一 (28 一 四 十 (28 一 acos6 一 人 xsSin 乡 






















工 CQ 
二 (3 人 一 好 ) 十 二 1 一 妈 ) 一 -3 人 一季 一 0 本 CA 
了 上 | 7 号 172 Re 0 委 28 cKS1 并 县 TBTS- 
冻 
妃 =O(r 十 加 2 叱 一 ah>>0 并 且 r<min| | 
罗 2j 一 ch” 0 
和 一 上 一 (28 士 a) 十 ee 
显 式 8 即 
瑟 王 Or 十 出 20 十 o>0 并 且 rz 魏 min 人 2 
1 2D 十 ah 02 
右 偏 二 (+1 一 史 ) 十 二 (8 村 一 地 + 二 38 一 的 91 一 和 一 [1 十 (28 一 q) 一 (28 一 cj)cos9? 十 asin 中 -1 
隐 式 玉 一 Or 十 用 268 一 a 入 -1 或 2 一 acP0 
无 仿 二 Cg ~ 茹 ) 十 于 (wjH 一 凶 直 + 坊 321 一 q9+1 一 0 人 一 [IT 十 (28 十 oo) 一 (28Aajcos0 十 这 Sin 的 
隐 式 下 = 0O(r 十 办 286+oas 一 1 或 28 十 a0 
和 一 1 一 28 十 28cosb-~iusing 
工 
中 心 莽 1 gr- 访 + 十 订 元 (一 友 - ) 十 总 六 好 一 9 一 0 28 挟 1 并 且 号 <1 
显 式 即 
-oem min[ 关 区 ] 
二 (3 一 好 ) 十 如 (入 一 中 二 十 吉 十 一 一 =0 和 一 (十 286 一 28cos0 二 Msin 分 -1 
CD 5 1 
了 =OG 十 册 和 介 稳 
二 WE 314 一 亡 9| Mt -8+pcos0 一 -全 sing) 
平均 
， 二 本 - ~1 
本 + 本 | 全 Cga- 二 高 3 好 一 万 |-o (+8-poos6+ 刀 m b) 
耗 散 | 宇 | 他 4 一 到 (4 地 四 二 晤 834 一 克 )- 六 3- 时 =-0| 。 X 一 一 2p+(L+28)coe0 一 这 sing 
中 心志 如 =00a/m 十 OUz 十 月 蚀 不 稳 
a2 
三 条 腿 三 + 31 一 一 (全 二 -而 )3a= 和 =1 一 (oa 十 328) + (as 二 238)cosg 一 ising 
9+2 一 2 十 二 (3 扯 一 o 革 (1 十 26) 和 3 一 (28cos0 一 ixsing) 和 
人 一 ga 


尼 =O(z2/12) 十 0(G3 十 ]2) Un 


二 (4 一 呈 ) 十 二 2 2-1) 一 了 六 好 一 9 一 0， 4 十 1 十 7== 偶 


跌 油 工 到 6g9 一 号) 十 款 和 一 丰 昌 一 六 59 一 的 9 -On+1+ 和 - 厅 
刀 一 Or2/12) 十 Or 十 ]) 











呈 T3 


中 心 差 格式 本 本 
二 (一 号 + 总 (1 一 7 1) 一 -9=0 (12.7.2) 


是 一 种 最 自然 的 格式 ,但 是 恒 不 稳 , 不 能 工作 如 把 式 中 的 人 2 可 闪 oa) 则 变 为 一 种 
实用 的 格式 


二 [oa 于 CU 人 -1 十 好 HH 1 (CO 一 修一 他 二 0 《12 .7 .3) 
叫做 耗 散 中 心 差 格式 ,或 Lax 格式 。 它 的 特征 根 
一 %ogb 二 iasinb，a 一 -2 开 ，0 一 -大 《2.7. 航 


的 轨迹 ( 当 6 变化 时 ) 在 复数 平面 内 为 以 原点 O 为 中 心 ,， 横 半径 为 1， 纵 半径 为 |a| 的 构图 ， 

当 这 个 桶 圆 含 在 单位 圆 之 内 时 ,格式 稳定 , 其 条 件 为 

[al <l1 即 rr 和 pz/lol 《2.7. 男 

这 就 是 库 朗 条 件 。 蝴 因 
ee 


二 和 一 凶 ) 二 如 0 一 地) -立地 1 一 2 十 邮 H) 一 好 一 0 (12.7.6) 


克基 7 的 和 上 加 了 一个 亲人 月 的 
- 训 的 329+ 风 站 > 包 = 证 (12.7. 7 

因而 提高 了 稳定 性 。 因 此 称 之 为 耗 获 中 心 差 格式 。 你 

将 (12.7 .到 或 (12.7. 的 在 节点 (gw 纪 任 次 展开 ， 得 截断 误差 (相当 于 差分 广 各 减 ” 

微分 方程 ) 


et 、 G 


天 (人 En 二 (12.7.8) 


设 妨 TY 一 0 并 取 T=O( 思 ， 则 得 到 五 =O( 十 Or 十 赔 =O(， 即 具有 一 阶 精度 。 但 是 , 如 
” 果 当 矿 r 一 0 时 ja/r=c 保 持 为 常 值 (例如 取 z=O(C2)) 则 由 (12.7.8) 知 差分 方程 (12.7.3) 
的 极限 形式 就 不 ee .7 .了 而 是 对 流 - 扩 散 方 程 
多 出 了 一 个 扩散 项 。 试 将 (12.7.9) 与 (12.7. 6~7) 比 较 就 更 清 林 因此 , 在 计算 时 ,时间 步 
长 了 不 能 取得 太 小 (相对 于 力 ， 否则 耗 获 太 甚而 失真 。 
对 于 ”=0 即 齐 次 方程 


Cu 如 


的 情况 ， 上 述 便 不 稳 的 中 心 差 公式 (12 7 还 可 内 改造 一 种 很 有 效 的 格式 。 对 (12. 7 .2 
作 兢 次 展开 


0- 二 (后 一 二 十 曲 (ya 一 由 


-区 各 oem ar 





514 


ee 也 叫做 Lax-Wendroff 格式 
二 0 一 呈 十 藉 (一 2 一 -3 有 (1 一 2007 十 VD 一 0 (12.7.12) 


具有 二 阶 精度 妃 = 0(z 十 j] 。 它 的 特征 根 

入 一 荆 一 x2 十 aa c080 十 Moxsin 0，w== 二 0 王 大 (12.7.13) 
其 轨迹 是 以 1 一 a2 为 中 心 ， 横 半径 为 2， 纵 半径 为 |a| 的 查 圆 ， 因 此 稳定 条 件 为 人 即 
zs 安 j jc|, 即 库 朗 条 件 。 和 7.2) 比 较 , (12.7.12) 多 了 一 个 扩散 项 








本 一. 一 2 十 赂 -( 配 二 《12.7.14) 
以 提高 稳定 性 。 
这 个 林 式 可 以 化 为 分 成 两 上 走 形 
志和 林 QdH 十 U) 一 (1 一 ] 
， (12.7.15) 
一 好 一 二 本 (0 一 人 地) 


前 步 是 耗 区 中心 差 格式 人 这 种 形式 便于 推广 到 拟 线 性 的 守 便 型 方 
程 组 。 (12.7.12) 和 (2.7.1) 是 双 曲 型 方程 中 应 用 较 广 的 一 和 人 它 有 较 高 的 二 险 
精度 , 但 只 限于 齐 次 方程 (否则 只 有 一 2 


如 果 对 方程 (12.7. 了 中 的 两 个 偏 导数 到 ，-3& 都 取 中 心 差 ， 则 得 空心 "的 萎 形 格式 
工 n+3 nn Q_ rs+HL_ n+l 
0 人 (EL 一 人 -1) 一 | 人) al2.7 16) 
本 二 妞 = 0O(r2 十 1) 


这 是 三 层 格式 ， 特征 方程 是 二 次 
和 3 十 (Msin0) 和 一 一 0， 和 Xi ,3 一 josing 十 /IIwSa5 ， (12.7.17) 


稳定 条 件 是 jc| 入 工 即 库 朗 条 件 * 短 iiy |e|， 这 时 有 
|X| 研 1 《12.7 了) 


因此 可 以 说 差分 格式 是 临界 稳定 或 中 立 稳 定 。 这 与 对 流 微分 方程 本 身 的 临界 稳定 性 
(12.2.11) 即 Rew 一 Reiak 一 0 是 净 合 的 ， 因为 差分 方程 的 特征 根 与 微分 方程 的 特征 根 
有 对 应 关系 和 人 ~e“。 

_ 闭 形 格式 (12.7.16) 虽 有 二 阶 精 度 , 但 为 三 层 , 使 用 不 甚 方便 。 但 上 面 已 经 看 到 , 它 与 耗 
散 中 心 差 格式 相 结合 (引进 半点 ) 就 变 为 两 层 格式 而 且 保持 了 二 阶 精度 。 此 外 , 与 8 12.6 中 
(12.6.3)，(12.6.8~9) 的 情况 相仿 ， 靴 形 格式 也 等 价 于 显 式 两 层 的 跳 点 格式 


00 号 + 训 G- 妨 十 邓 一 0，%9 十 1 二 7= 侦 -| (12.7.19) 





一 巧 + 和 他 和 一 0 +99 0 名 十 荆 十 7 = 奇 一 (12.7.20) 





1 和 


即 奇 . 偶 、 显 、 隐 交替 的 方法 , 并 且 $ 12.6 中 的 情况 一 样 , 还 能 改 成 计算 上 更 节约 的 方式 。 这 
也 是 双 曲 型 方程 的 常用 方法 之 一 。 对 于 对 流 - 扩 散 方 程 的 推广 见 表 12.5。 值得 指出 ， 萎 形 
或 跳 所 法 在 扩散 方程 为 便 稳 , 在 对 流 方程 为 条 件 稳 , 服从 库 朗 条 件 , 而 在 扩散 -对 流 方程 仍 为 
库 衣 条 件 稳 , 并 不 因 增加 扩散 项 而 变 苛刻 ， 因此 是 比较 有 利 的 。 

(2) 特征 型 差分 格式 

两 个 但 心 格式 (12.3.9~~10) 在 实用 上 可 以 总 结 为 


了 ( 几 一 好 站) 
及 >0 
Se ， en 二 (12.7.21) 
万 CH 一 1 
稳定 条 件 
TY 和 jp/ lo| (12.7.22) 


这 了 殉 是 说 按 的 正 或 负 而 取 左 偏 或 右 信 用 以 保证 差分 扰动 与 微分 扰动 沿 相同 方向 传播 , 并 
且 按 照 库 朗 条 件 取 步 长 *。 在 几何 上 这 玫 示 格 网 三 角形 的 斜 边 与 特征 线 同 倾向 ， 而 且 从 计 
算 点 ( 沁 ”十 也 向 下 引 的 特征 线 含 在 格 网 三 角形 内 时 稳定 (图 12.13), 在 外 时 不 稳定 。 


昌 站 





图 12.13 
不 难 验 证 





OU 5 2 
亢 十 q 到 一 VIT5 区 


这 里 - 末 表示 向 上 沿 特征 线 的 方向 导数 。 据 此 还 可 对 特征 型 格式 作 另 -解释 ， 设 o>0, 册 


节点 ( 户 w% 十 功 向 下 引 特 征 线 与 第 层 坐标 线 得 一 交点 , 位 于 节点 ( 记 由 的 左 方 ， 它 与 节点 
( 放 mw 十 了 的 距离 记 为 4 .在 这 点 的 值 用 邮 .， 及 9 线性 搬出， 记 为 友 ， 
省 = VTTG=~ TV 于 十 G3 


允 -(- 笃 )9+ 笃 邮 ， 
注意 当 稳定 即 cr/P<1 时 为 内 揪 , 否则 为 外 揪 ， 将 方向 导数 代为 方向 差 商 
V 工 十 qi 一 V 了 IT 环 人 Georri 一) = 二 0 一动 
-二 0 一 呈 十 郊 ( 史 一 1) 


因此 特征 型 格式 用 线性 插值 方法 产生 沿 特征 线 的 方向 导数 的 方法 。 
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gid At 一 的 形式 四 
卫生 骨 + 间作 D- 所 2 上 -有 9-0 02.7.23) 


因此 相当 于 在 但 不 条 的 中 心 基 吕 下 G2.7 区 的 基础 上 增加 一 个 扩 攻 二 
-- (和 :一 2u3 二 Wo) 二 一人 ( 和 | 0 (12.7.24) 
以 提高 稳定 性 。 人 
相当 于 对 中 心 差 格式 增加 一 个 起 稳 化 作用 的 扩散 项 , 只 是 扩散 系数 (是 小 参数 ) 取得 不 同 而 
已 。 
偏心 格式 也 可 以 列 为 隐 式 ， 
左 伪 隐 式 
到 0 及 十 时 人 一 好 区 一 gf=0, 玉 =O(r+ 朋 下 (12.7.2) 


 ， A=(IL 上 + 一 稳定 条 件 a<-1 或 0<a 
右 偏 隐 式 
三 人 g 电 一 呈 十 生 (得 一 起 鸭 一 09 一 0， 百 一 Or 十 用 六 02.7 26) 


和 一 (1 一 wa 十 ab) 开 ， 稳 定 条 件 _a<0 或 Ts<a 
对 于 (12.7.35) 只 取 0<w 对 于 (12.7.26) 只 取 a<0, 从 而 可 以 总 结 为 特征 型 的 便 稳 隐 式 ， 


旦 0 到) 


一 PHt=0， 当 (12.7.27) 
4 委 0 


工 Gya- 要 ) 二 
万 (和 一 好 1) 


这 个 稳定 的 优点 是 实质 上 可 以 显 式 地 定 解 。 事实 上 ， 设 >0, 问题 的 边界 条 件 应 给 在 
左 端 , 比如 说 z=0 处 ,因此 好 民 已 知 ， 于 是 由 公式 (12.7.2) 可 逐次 算出 好 Ht 好 + ，…, 计 
算是 自 左 至 右 。 当 <0 时 , 则 边界 条 件 在 右 端 而 计算 ， 自 右 至 左 。 因 此 计算 的 方向 重 与 特 
征 线 的 走向 亦 即 扰动 传播 的 方向 -一致 。 

(3) 边界 处 理 

设 定 解 域 是 0 和 z 委 总 , 0<i< 了 是 

攻 一 饮 ，1=0, 二 Ji 一 和 [了 
加 一 0T，% 一 0，1，…，Ni T 王 下/ 太 
当 a>0 时 特征 走向 如 图 12.13， 6 人 
itt 一 Witt， 0 一 0 工 …， 入 (12.7.28) 
和 全 本 痢 交 下 末 二 丰 二 大王 区 关机 是 六 人 
从 第 ” 层 推进 到 第 w+ 工 层 时 在 左边 界 9 一 0 处 不 按 格式 列 差分 方程 而 代 以 上 列 边 界 条 件 
(12.7.28)。 在 右边 界 79= 了 上 ,如 果 采 用 的 中 心 差 格式 或 其 种 种 变形 则 要 改 用 左 偏 即 特征 
型 的 差分 方程 。 当 <0 时 情况 类 似 , 但 反 过 来 。 特 征 型 差分 格式 的 一 个 优点 就 在 于 其 对 于 
边界 处 理 的 适应 性 , 这 是 很 自然 的 ， 因为 边界 条 件 本 身 总 是 与 特征 线 相 适应 的 (312.2)。 
(4) 显 式 和 隐 式 的 选择 
根据 8 12.4 以 及 表 12.8 可 以 知道 ， 影响 条 件 即 库 朗 条 件 是 显 式 波动 差分 方程 的 基本 


Te 一 oa n re 
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判 稳 条 件 。 对 于 波动 过 程 而 言 ， 这 是 自然 的 条 件 。 它 对 时 间 步 长 只 要 求 与 空间 步 长 磊 同 
量 级 , r*=O(j) ,一 般 不 算 苛刻 。 因 此 , 在 多 数 情 况 没有 必要 采用 隐 式 , 这 是 与 扩散 过 程 有 所 
不 同 的 。 但 是 ， 在 有 些 问题 中 ， 例 如 弹性 体 的 强迫 振动 ， 如 果 弹 性 体 的 尺寸 比较 小 而 使 得 
r 忆 ji/]e| 比 载荷 波 以 持续 时 间 全 小 若干 量 级 , 则 库 朗 条 件 对 于 的 限制 也 会 造成 沉重 的 负 
担 , 这 时 采用 隐 式 就 有 好 处 。 在 对 流 与 扩散 并 存 的 情况 ( 见 表 12.5) 由 于 有 两 种 因素 wa= re/ 为 
8=- 0/7j2 的 交互 作用 ， 判 稳 条 件 一 般 地 要 复杂 些 。 一 般 说 来 对 于 显 式 ， 由 于 有 了 扩散 的 因 
素 , 对 步 长 要 求 就 比较 严格 , 因此 需要 考虑 隐 式 。 值 得 指出 ,菱形 格式 及 其 改进 的 形式 跳 点 
格式 在 单纯 对 流 方程 时 稳定 条 件 是 库 朗 条 件 , 在 单纯 扩散 方程 时 重 稳 , 而 在 对 流 一 一 扩散 方 
程 中 稳定 条 件 仍 保留 为 库 朗 条 件 ,不 因 多 了 扩散 项 而 变 严 。 


$ 12.8， 双 曲 型 方程 组 


双 曲 型 方程 组 , 和 其 他 类 型 的 方程 一 样 , 通常 导 源 于 一 组 守恒 律 。 取 尤 拉 汲 标 下 的 一 维 
可 压缩 气体 的 运动 为 例 。 刻 划 流 场 的 有 四 个 物理 人 参数 , 密度 p, 速度 ., 单位 质量 的 内 能 e 和 
压力 p， 其 中 op, e 2 三 者 之 间 存 在 着 一 个 函数 关系 , 叫做 状态 方程 , 对 于 理想 气体 这 就 是 
2 一 (7 一 轧 pex.7? 为 绝热 常数 (12.8.1) 
运动 的 基本 规律 是 质量 、 动量 和 能 量 的 守 便 律 。 任 取 时 段 刀 st 如 人 
质量 守恒 律 表 为 


| pceaz- 二 (yedz=| (eed- 人 (meet 2.8 科 
才 示 [ 宫 ，z] 内 质量 的 增加 是 通过 边界 *= zx 及 “一 sr" 顺 流 带 进 的 。 动 量 守恒 律 为 
人 Ga 人 eae- oracea 人 eururpyeea 02.8.3 
表示 动量 的 增加 是 由 于 顺 流 带 进 了 动量 以 及 两 端 压 差 引起 的 。 能 量 ( 内 能 十 动能 ) 守 什 律 为 
六 (e+ 四 un (er dr 
-| 人 ju+mu| 以 一 | [e (e+ 到 just (12.8.4) 


表示 能 量 增加 是 由 于 顺 流 带 进 了 能 量 以 及 两 端的 压力 功 差 引起 的 。 假定 场 量 有 一 定 的 光滑 
性 。 于 是 命 5 太一 加 上 述 三 式 可 以 化 为 


人 四 去 pdz= (pu)se 一 (ps 


人 . 


站 人: ne ， 
UV 一 (PU 十 四 je=e 一 (RU 十 )eren 


吝 夏 ver 王 ja-[e(e+ 焉 em] [eerm 


再 命 oz 人 则 得 


四 人 
人 ee 
2 : 0 3 一 

2 二 人 6 十 as -0 本 

到 po+ 豆 四 + 匣 [p(e+ 瑟 四 w+odj-0 ee 


本 rs 
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这 就 是 微分 形式 的 守恒 律 , 连同 (12.8.1) 共 四 个 方程 以 定 四 个 量 p,  e, 2p。 


21 
Qo-| : | 
dm 


ZL 
-| 
Vw .小 pn(U) 小 


这 里 他， 人 nm 是 一 组 守恒 的 物理 量 ， 忆 1 (ui 2 Von) ， 0 (5 -，Wm) 是 td，。 tw 的 
一 组 已 知 男 数 ， d1， …， dm 为 一 组 分 别 对 应 MY 1“ 的 源 项 。 0 


全 (CDD-eaz- (Dream 


Pa(L) 








1 





=-| ，((D))oed- | ，((D)) or w+| | Qiczdl (12.8.8) 
或 者 
辫 | az- (7)。 一 G(D)。w +| da (12.8.9) 
从 而 得 守恒 型 的 微分 方程 
2 二 -Q@ (12.8.10) 
在 前 面 的 例子 中 ， 
p pu 
1J-| mm 历 -| pv 二 7 Q-=0, 2=(y-1Dpe (12.8.11) 
U 工 队 工 人 
p(e+ 末 四) p( e+ 可 + 
业 根据 微分 公式 


全 pos - 祝 弄 到 
方程 组 (12.8.10) 可 以 化 为 通常 所 谓 的 标准 型 
2 二 4 ~- 2 2.8.12) 


这 里 4 就 是 函数 组 gp pr 对 于 如 ，… an 人 
4= [do 由 = 攻 。 | (12.8.13) 


方程 组 (12.8.11) 叫做 拟 线性 的 , 如 果 和 矩阵 4 的 元 依赖 于 wu，…， wm 即 4= 4(D7), 反 
之 , 如果 4 的 元 不 依赖 Z7, 则 方程 组 叫做 线性 的 。 

当 和 矩阵 4 的 元 依赖 于 ，…， wm 即 和 = 44(Z7) 时 , 称 方程 组 (12.8.12) 为 拟 线性 的 ， 氢 
线性 方程 是 非 线性 方程 中 比较 简单 而 实践 上 最 重要 的 一 种 。(12.8.5~.7) 就 是 拟 组 性 的 。 当 
4 的 元 不 依赖 于 wu，…，un 时 则 称 方程 组 为 线性 的 ， 这 时 如 果 4 的 元 依赖 于 wm + 即 4 一 
4 (z, 夫 ， 则 称 方程 组 为 变 系数 的 ， 否则 则 宁 为 党 系数 的 。 方 和 (12 了 .了 和 《12 了 .8) 是 泛 系 
数 的 。 

当 矩 阵 4 的 本 征 值 m，…，am 都 是 实数 而 且 有 线性 无 关 的 本 征 向 量 组 ， 则 称 方程 组 
(12.8.12) 为 双 曲 型 的 。 这 时 取 拖 阵 已 = [pi], 它 的 行 向 量 是 4 的 本 征 行 向 量 ,于 是 





乞 43 
4 0 
二 (12.8.14) 


当 佣 依赖 于 也 时 ， 它 的 本 征 值 w 和 本 征 行 向 量 也 依赖 于 V。 用 和 抢 阵 书 左 乘 (12.8.12) 的 
两 端 , 并 利用 (12.8.144) 可 得 


了 4=4P 4= 





PP +4P3 一 PPQ 1 (12.8.15) 
或 写成 分 量 的 形式 
衬 m( 强 + 一 g)=0 “一 工 ， “0 (12.8.16) 


这 就 是 方程 组 (12.8.10) 的 特征 型 ， 只 有 双 曲 型 方程 组 才能 化 成 特征 型 。 注意 (12.8.16) 与 
单 向 波 方程 非常 相似 。 在 单 向 波 方程 通过 每 个 点 (z, 攻 有 一 条 特征 线 * 一 at= oonst, 即 斜 率 
为 a 的 直线 。 在 (12.8.16) 通 过 每 个 点 (z, 芒 有 和 补 根 曲线 , 也 叫做 特征 线 , 其 斜率 分 为 


办 
总 的 说 来 共有 轻 族 特征 线 。 在 拟 线性 或 变 系数 时 一 般 都 是 曲线 , 在 常 系数 时 特征 线 是 直线 。 


(12.8.16) 中 每 个 方程 中 的 导数 只 以 -- 生生 的 和 并 站 +a -元 ) 的 形式 出 现 。 
因此 ,如 命 第 # 特征 线 的 弧 长 坐标 为 @ en 放 则 Ga.8.1) 也 可 以 为 


号 w(VIT 作 -oo)- -0, ip 帮 ，， d2.8.T7) 


每 个 方程 表示 沿 一 条 特征 线 的 增 量 关 蒜 式 ， 共有 沁 个 “特征 关系 式 ”。 

可 以 证 明 , 方程 组 (12.8.10) 的 解 的 小 扰动 在 w, 上 平面 上 是 沿 着 四 族 特 征 线 传播 的 ， 也 
可 以 说 小 扰动 以 特征 速度 cj，…，cw 传播 , 当 w>0 为 向 +z 方向 传播 , w<0 时 则 向 一 z 方 
向 传播 。 加 

根据 特征 线 的 概念 可 以 明确 边界 条 件 的 给 法 
(8 12.2)。 设 定 解 区 域 为 

0 委 2z 委 瑟 ，0 去 友 了 

除了 初始 条 件 即 给 定 妈 (z，0)，…，wnm(o， 0) 外 ， 
还 要 规定 边界 条 件 。 在 左边 界 (0, 上 上 ， 设 w 中 
有 个 为 正 , 即 向 下 引 的 特征 线 有 交 条 指向 界外 ， 





” 则 相应 的 2 个 特征 关系 失效 ， 这 时 应 给 定 2 个 边 x0 Ze 
界 条 件 以 补足 之 。 在 右边 界 ( 闷 , 力 上 , 设 民 中 有 图 123. 玉 
4 个 为 负 即 向 下 引 的 特征 线 有 19 条 指向 界外 , 则 相应 9 个 特征 关系 失效 而 应 代 以 4 个 边界 
条 件 , 2 十 4 委 和 m。 


对 于 一 维 气体 运动 方程 (12.8.5~7)， 不 难 写 出 其 标准 型 和 等 征 型。 实践 上 往往 改 取 
pw 了 为 独立 因 变 量 ， 经 简化 得 标准 型 
2 1 43D _0 
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p Tvw pp 0 
(7 一 | 4=|0 ， 到 wV ?jp/p = 声速 (12.8.18) 
2 由 0 pc 2 
4 的 本 征 值 为 一 味 7 Re 即 四 四 
一 0 0 0 一 pp 工 
4-| 0v0| PP-|-oo 1 (12.8.19) 
0 04 十 5 0 pc 工 
因此 特征 型 表 为 8 国 
-pe( 吉 +G-9 包 ju+( 之 +@-9 仿 )p=01 
-e( 训 + 部 )jo+( 吉 Hu 让 )p=- 0 .8.20) 


pc( 亏 人 十 (十 0 号 )p=0 


SS12.9.， 双 曲 型 方程 组 的 差分 格式 
对流 即 单 向 波 方程 的 差分 格式 都 可 以 通 当 地 推广 到 双 曲 型 方程 组 或 守恒 的 方程 组 。 
(特征 型 差分 格式 
双 曲 方程 组 有 一 类 常用 的 数值 解法 是 所 谓 特 征 线 法 ， 它 是 在 特征 线 和 特征 关系 的 基础 
上 进行 的 ; 在 解 的 推进 过 程 中 逐步 构造 特征 线 网 , 一 般 说 来 形状 是 不 规则 的 。 这 类 方法 历史 
发 展 比较 早 ,可 以 达到 较 高 的 精度 , 但 巡 辑 上 比较 复杂 , 对 此 将 不 作 介绍 ， 可 以 参考 专门 的 堵 
作 如 [四 。 下 面 的 方法 可 以 看 做 特征 线 法 的 一 一 种 变形 和 简化 。 





在 将 方程 组 表 为 特征 型 加 
久 m[ ui 二 Du 四 -0 1 29. 

的 基础 上 ， 对 其 中 每 个 方程 运用 特征 型 信心 格式 即 吕 
四 Ci 一 人 上 + 全 3a& 一 四 中-05-l (12.9.2) 


这 里 人 取 ,; 才 示 好 在 节点 (2 ") 处 的 值 ， 而 空间 差分 按 的 正 负 取 宇 偏 或 右 师 
全 中 ， 当 
5 一 

人 和 + 工 一 一 人 旋 ， 当 axz<0 


_C2 
有 
于 是 在 每 个 节点 (ob 刀 ia) 得 到 含有 未 知 数 j 节 ，…，wS 的 方程 组 需要 解 算 
包 Ji 一 二 ;pa( 全 一 开 5 二 go (2.9.3) 
当 pw 依赖 于 即 非 线性 时 可 以 取 pu 一 mm(Do 库 明 条 件 风 推 广 为 


位 委 


有 到 
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实践 上 多 采用 严格 不 等 式 的 形式 。 在 变 系数 或 非 线性 的 情况 ， 这 个 条 件 必须 逐 点 满足 , 故 随 
着 时 间 的 推进 可 能 经 常 变 化 。 
在 边界 点 上 , 根据 w 的 正 负 号 ，， 和 而 将 余下 的 方程 与 给 定 的 边 
界 条 件 (加 起 来 还 是 严 个 方程 ) 联 解 。 
这 是 一 个 有 效 的 差分 格式 ,对 于 非 线性 方程 组 乃至 有 间断 解 的 情况 也 是 适用 的 。 不 便 
之 处 在 于 需要 预先 把 方程 组 化 为 特征 型 , 每 点 还 要 联 解 一 个 方程 组 。 为 了 改进 , 可 以 采用 等 
价 的 形式 (1 7 7) 即 先 将 (12.9.2) 写成 


弛 1 
人 
2 [三 (2 一 2 让) 十 本 (Ge 愉 1 一 人 和) 





-区 和 和 和 下 ojij=0 (12.9.5) 
五 王 O(T 十 克 ) 
命 
C1 0 | 人 | ca | O 
人 0 “la 
于 是 


DO AP 二 (CD -和 下 寺 (OP-20?+Ua) 一 PQ;-0 
用 己 -: 左 乘 两 端 , 注意 


P-L4P-4 
并 且 命 
4=-P 忆 -4P (12.9 .6) 
et 
二 (Da ~ D9) 二 二 太 二 (DZ 和 一 DT) 
这 里 称 阵 并 即 (12.9.6) 可 以 麦 为 阵 4 的 宕 次 和 
Amv 三 亿 wd 


系数 uo，…，cw-i 是 线 代 数 方程 组 
op 地 一 |ai| ， 忆 一 工 0 


的 解 , 详 见 [3]。 

(2) 守恒 型 差分 格式 

可 以 仿照 $ 12.5 的 方法 在 412.8. 人 的 基础 上 构造 守恒 型 的 差分 格式 。 取 格 网 同 于 
8 12.5， 命 


0 Dean 人 


1 十 南 加 41 - 
也 注 -| Gd 9=0 win-0 LN-i 


aaa 
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用 二 于 to 泌 
g 和 - -六 4 az 行人 0 
于 是 有 
4 到 


Or 一 0 二 本 人 一 刀 - 了 二 91 
可 以 取 , 比方 说 


-0，j=0, 1 Jin=01L…N (12.9.8) 


+ 1 
这 里 范 , g@ 表示 相应 线段 或 面 元 上 的 某 种 均值 ， 具 体 尚 待定 。 于 是 形式 上 有 
(入 一 一 0 二 (五 汪 一 可 习 m 全 十 作 2 3 一 0 (12.9.9) 
按照 画 ,@ 的 取 法 ， 要 方 的 一些 主 要 六 为 理 ( 了 等) 
(i) 中 心 差 显 式 : 取 
本 季 一 地 [5(D? ) 士 G(U9D)] 
本 9) 
得 到 
CD 和 一 09) 十 可 [ 古 (Z 和 8 一 GO] 一 9 一 0 (2.9.10) 
刀 =O(r 十 加 ， 恒 不 稳 
(ii 中 心 差 隐 式 : 取 
三 位- = 瑟 二 [G6(D?9 十 G(D 各 )] 


人 二 


7 人 和 + 


AU 和 一 D2) 十 训 [G(U 和 ) 一 瑟 (TH 一 9 二 一 0 (12.9.11) 
六 一 Of(z 十 ]22) ， 恒 稳 
(iii) 耗 散 中 心 差 ; 取 
可 注 一 = 二 [ 押 (D 5) 十 6(D7 1)] -这 2 《8 一 DT 
相信 - 一 QQ 
得 到 
[ID9 一 0 及 十 二 [ 到 (ID) 一 5(O9-)] 一 9 一 0 (12.9.12) 
相当 于 (12.7.2) ,稳定 条 件 为 (12.9.4) 。 
(ivr) 三 条 腿 格式 一 一 对 于 Q=-0 的 情况 ， 取 
1 于 (DJ 二 Da) [EC 一 _zoD)] 


人 向 





三 汪 (CD 和) 





5S23 


得 到 
1(D? 一 ID) 十 r[ 币 (C7) 一 瑟 (7 生 )]=0 (12.9.183) 
再 -0O(zz 十 ) 


这 就 是 分 两 步 走 的 格式 (12.7.7), 稳定 条 件 同 (12.9.4)。 
(v) 守恒 的 特征 型 差分 格式 : 取 


一 一 他 工 省 和 
醒 汪 一 于 [5(D) 上 +G(D1] 一 入， On 一 D9) 
有 
6 一 人 / 


人) 于 L4(C 芒 十 4(C] 


人吉 
得 到 
1(D 和 一 0 十 三 [本 (09) 一 瑟 (0 0] 


43 一 00 一 4 一 0 一 起 =0 (12.9.14) 


相当 于 (12.9.7), 稳定 条 件 同 (12.9.。 

(3) 交错 格 网 
对 于 含有 多 个 未 知 函 数 的 方程 , 还 可 以 构造 交错 格 网 的 差分 格式 。 例 如 , 对 于 二 阶 的 波 
动 方程 


2 3 
CU 人 >0 





2 0 
命 w= 3，% 一 4 5, 得 等 价 的 一 阶 方程 组 
OU gu 
下/ 
(12.9.15) 
异 -6 形 -=g-0 
0 ji-1 二 7 4 1 
根据 这 个 特殊 形式 , 可 以 把 忆 % 户 9 配置 于 不 同类 型 的 12.15 
9 十 半 人 1 二 六 ee 各 
闻 扎 上 如 ?43 2 “， 帮 ， gj ， 如 图 12. 巧 。 然后 对 两 个 方程 分 别 运用 蓉 形 中 心 差 格式 而 
”得 到 
二 na 有 G /n+ 吉 mt 可 n+ 评 < 
0 一 号 一 方 (OH 一 1 ) 一 男 4 宇 
于 人 nm 十 去 二 1 上 国 了 2 (wun+j 一 ond ) 一 Pti=0 (9. 区 ) 
1 有 
及 =O(T2 十 凶 ) 
特征 方程 是 
和 Xa 二 (4aasin20/2 一 2) 入 二 1=0 
稳定 条 件 是 


as<l 即 7 和 jp/c 

当然 也 可 以 把 ”等 均 置 于 整 点 (2 媚 而 直接 运用 葵 形 公式 , 具有 同 阶 的 精度 与 相同 

指 稳 定性 能 ， 但 中 心 差 是 跨 点 进行 的 间距 为 2r，2u。 (12.9.16) 的 节点 是 交错 配置 适宜 中 
心 差 的 间距 成 为 z， 岂 , 缩小 了 一 半 , 实际 上 提高 了 精度 。 
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(4) 边界 处 理 

对 于 方程 组 ,边界 处 理 往往 是 很 麻烦 的 问题 。 一 种 处 理 方法 是 不 论 内 点 用 什么 格式 , 边 
界 点 恒 采 用 特征 格式 与 边界 条 件 相 结合 的 形式 。 在 左边 界 上 , 设 特征 值 c，…，an 中 有 了 个 
>0, 则 应 有 2 个 边界 条 件 or(ur，…，wuo) =0， ,os(u …， wm) =0, 从 特征 型 方程 组 中 易 
去 相应 的 六 个 ， 对 余下 的 季 一 2 个 特征 型 方程 (对 应 于 wi>>0) 按照 特征 型 即 右 偏 格式 列 出 
M 一 六 个 差分 方程 , 加 上 2 个 边界 条 件 联 解 出 和 全 未 知 数 。 在 右边 界 上 , 设 ca， …，cdn 中 有 
9 个 <0 则 应 有 9 个 边界 条 件 。 这 时 从 特征 型 方程 组 中 剔 去 相应 的 9 个 方程 ， 对 余下 的 
允 一 7 个 方程 采用 特征 型 一 一 这 时 为 左 偏 一 一 格式 再 与 边界 条 件 联 解 。 

(5) 关于 间断 解 的 计算 

拟 线性 双 曲 型 方程 可 能 有 间断 解 , 即使 初始 条 件 是 光滑 的 , 也 有 可 能 在 随后 的 时 间 内 自 
发 地 形成 间断 解 , 如 气体 力学 中 的 冲击 波 。 在 间断 点 , 解 不 再 适合 原始 的 微分 方程 而 是 满足 
所 谓 间 断 条 件 。 以 方程 组 (12.8. ee 





六 开 二 (Pr 二 (pg (12.9.17) 

-w+ 宇 十 《Pu 十 2 一 (0- 译 十 《PC 十 信 ) (12.9.18) 
ER 川 肝 +|ele 本 )+m 

-ole+ 玉 四 | 至 +[p(e+ 了 ju+mu (12.9.19) 


-2 表示 间断 点 移动 的 速度 即 击 波 速度 。 方程 (12.9.17~19) 实质 上 是 守恒 律 在 间 斯 点 的 


表达 形式 , 作 差分 形式 。 它 光滑 点 上 的 微分 形式 的 守恒 律 412.8.5~ 7 一 样 都 是 从 积分 守恒 
律 (12.8.2~ 有 务 导 出 的 。 

对 于 间断 性 有 两 类 处 理 方法 。 一 类 是 间断 分 离 法 , 即 对 间断 点 进行 跟踪 , 把 它 隔 离 出 来 
单独 处 理 , 要 求 满足 间 斯 条 件 如 (12.9.17~ 区 9)。 这 类 方法 精度 较 高 ,但 逻辑 上 比较 复杂 , 特 
别 当 物理 条 件 复 杂 以 及 二 维 或 高 维 的 情况 则 相当 困难 。 关 于 在 特征 线 法 的 基础 上 间 断 跟踪 
的 处 理 见 [2] 。 另 一 类 所 谓 穿行 计算 法 ， 即 不 论 有 无 间断 ， 不 加 区 别 恒 按 统一 的 格式 处 理 。 
这 时 间断 解 被 表 为 具有 一 定 过 波 层 的 连续 解 《 如 图 了 2. 执 )， 但 后 者 应 能 基本 上 反映 本 来 的 
闻 斯 特征 。 ee 为 此 目的 ， 通 党 在 待 解 的 微分 


方程 组 中 外 加 一 定 的 扩散 项 如 s -5 -3 地 或 更 确切 一 些 如 元- 8 -到 在 冲击 波 计算 中 ， 这 种 人 


为 引进 的 项 起 着 粘性 的 作用 ， 证 产生 平滑 化 的 效果 , 把 间 渐 解 平滑 化 为 
具有 过 渡 层 的 连续 解 。s 是 一 个 小 参数 ,应 随 ” 7 一 0 市 一 0。 顺 便 指出 , 本 章 介绍 的 一 些 
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卷 分 格式 中 , 虽然 没有 事先 明显 引入 粘性 项 , 但 差分 格式 的 构造 中 自动 萄 蕊 了 这 样 的 项 , 如 
耗 散 中 心 差 格式 (12.7. 细 相当 于 取 * 一 乞 三 条 服 格式 (12.7.3) 相 当 于 取 e- -区 -， 特 征 型 
格式 (12.7. 作 相当 于 取 s~ 名。 实践 也 表明 这 些 格式 是 可 用 于 穿行 计算 的 。 此 外 ,由 于 
间断 条 件 与 微分 方程 一 样 都 是 从 积分 守恒 律 导 出 的 ， 因 此 用 于 穿行 计算 的 差分 格式 最 好 也 
直接 从 积分 守恒 律 推导 ， 也 就 是 说 ， 最 好 取 为 守恒 型 的 。 事 实 上 ， 守 便 型 差分 格式 的 引入 
正 是 为 了 适应 间断 解 的 计算 的 。 间 斯 解 特别 是 冲击 波 的 计算 是 一 个 重要 的 课题 ， 可 以 参 
考 [ 桌 ]。 四 
参 考 资 料 
[1J 李 奇 特 到 尔 , 《 初 值 问 题 差 分 方法 >， 科 学 出 版 社 ，1966; 或 其 新 版 ，Richtmyer-Morton，“Differenoe Method; 
for Initial Value Probjems,”2nd ed.，1967。 


[2]j 儒 科 夫 ,< 应 用 特征 线 方法 解 气体 力学 一 维 问 题 ?, 上 海 科 学 技术 出 版 社 ，1963。 
【3] 张 关 泉 ,《 关 于 气动 力学 方程 的 -个 差分 格式 》， 应 用 数学 与 计算 数学 131T\1964，57 人 ~63 页 。 
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第 十 三 章 “ 偏 微分 方程 边 值 问题 数值 解法 
$13.1 问题 的 来 源 


13.1.1 椭圆 方程 及 其 定 解 条 件 


物理 上 的 定常 态 问题 ， 例 如 弹性 力学 中 的 平衡 问题 ， 无 粘性 流体 的 无 旋 运 动 ， 亚 声速 
流 , 位 势 场 包括 静电 磁场 、 引 力 场 等 , 热传导 (温度 分 布 ) 及 扩散 (浓度 分 布 ) 问 题 等 等 通常 归 
结 为 本 圆 型 微分 方程 。 最 简单 的 典型 就 是 拉 普 拉 斯 方程 


(53 二 -3 人 )-0 (18.1.1) 








0 0 
这 是 齐 次 的 , 即 不 带 右 项 。 还 有 泪 松 方程 
DLL ，D026 
-( 十- )-/ (13.1.2》 
这 是 带 有 右 项 即 非 齐 次 的 方程 。 更 一 般 些 则 有 变 系数 的 方程 如 
D CU 
-( 元 8 融 形 + 末 8 有 到) =-/ (13.1.3) 


这 里 6- 6(w yg) >0, j = y) 是 给 定 的 系数 分 布 。 

椭圆 方程 的 主要 定 解 问题 是 边 值 问题 ， 即 要 求 定 出 来 知 函数 一 V(v， 几 使 它 在 某 区 域 
2 内 满足 微分 方程 如 (13.1.3)， 并 且 在 边界 2 上 满足 给 定 的 边界 条 件 。 方程 (13.1.3) 是 
二 阶 的 , 需要 给 出 一 个 边界 条 件 , 通常 取 下 列 三 类 形式 之 一 , 而 且 在 边界 的 不 同 区 段 上 可 以 
取 不 同类 的 条 件 。 

第 一 类 : 给 定 函 数值 如 


第 二 类 ， 给 定 外 法 向 导 孝 值 如 
6 汉 一 9 
第 三 类 ， 给 定 函 数 及 外 法 向 导数 的 线性 组 合 的 值 如 
B- 陛 十 以 一 I，7T 关 0 
这 里 ， 9，B8, 了 均 为 边界 上 给 定 的 分 布 , 6 就 是 方程 (13.1.3) 中 的 系数 在 边界 上 所 取 的 值 ， 
B>0。 
”显然 可 见 , 第 二 类 是 第 三 类 条 件 的 特殊 情况 , 相当 于 ”=0。 此 外 ， 由 于 B>0, 第 一 类 虽 
然 不 能 被 包括 在 第 三 类 之 内 ,但 它 可 以 看 为 第 三 类 边界 条 件 
8 弄 2 Gu 一 到 一 0 


当 ?~>ee 的 极限 情况 。 
一 般 说 来 , 边界 条 件 可 以 表 为 
00=T 十 7 
六， 从 一 化 (13.1.4) 
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:8 形 十 员 = 0 (138.1.5) 


即 82 分 解 为 互补 的 两 个 部 分 To，T%, 其 上 分 别 给 定 第 一 类 和 第 三 类 边界 条 件 。T。 奴 各 
自 又 可 以 是 由 不 相连 的 区 段 组 成 。 图 18. 工 中 边界 上 组 线 部 分 
表示 To 其 余 的 部 分 表示 刀 4。 Te 


13. 工 .2 守恒 原理 


椭圆 方程 的 数值 解法 分 为 两 步 。 首先 是 把 它 离散 化 , 变 为 mo 
一 组 代数 方程 。 然 后 解 算 这 组 代数 方程 。 

为 了 搞 好 离散 化 ， 最 好 要 生得 待 解 的 微分 方程 在 物理 上 是 
怎样 导 来 的 。 这 样 对 问题 背景 有 较 深 的 理解 后 可 以 减少 解 题 时 
的 盲目 性 ; 而 且 , 以 后 将 要 表明 , 比较 正确 的 离散 化 方法 正 是 从 问题 的 推导 过 程 中 自然 形成 

的 , 并 且 由 此 得 到 的 代数 方程 在 解 算 时 也 是 比较 有 利 的 。 
物理 上 有 意义 的 微分 方程 总 是 某 种 守恒 规律 (包括 平衡 规律 , 协调 规律 等 等 ) 的 数学 表 
达 形 式 。 它 们 是 从 积分 形式 的 守恒 原理 推导 出 来 的 。 此 外 , 在 大 多 数 场合 下 , 它们 还 可 以 从 
另 一 途径 , 即 某 种 “能 量 ” 极 值 原理 即 变 分 原理 导出 。 下 面 将 以 方程 (13.1.3) 为 例 说 明 , 物理 
有 众多 的 现象 都 可 以 用 (18.1.3) 来 描述 。 为 了 方便 ,这 里 认为 它 是 二 维 定常 热传导 方程 。 
=V(o,，g 幼 表示 温度 分 布 , 8= 8(c, 急 表 示 介质 的 传 热 系数 。 

我 们 将 从 热量 守恒 原理 来 推导 (13.1.3) 。 

设 有 某 种 介质 ， 占 有 区 域 0， 其 上 有 温度 分 布 &-w(z, 内 。 温度 分 布 的 不 均匀 性 引起 
热流 。 按照 传 立 叶 热 传导 定律 , 在 介质 的 任意 点 上 ,单位 时 间 内 通过 法 向 为 %w= (ns，mw) 的 
单位 截 段 的 热量 为 ， 

和 本 
即 正比 于 温度 梯度 ， 比 例 常 数 8>0 为 介质 的 传 热 系数 ， 负 号 系 表示 热量 是 从 热 处 流 向 冷 
处 。 这 里 设 介质 为 各 向 同性 的 ， 介 质 可 以 均匀 的 即 B 为 常数 ， 也 可 以 非 均 匀 的 即 变 系数 
B= 8(w,g。 更 设 介质 含有 热源 , 在 单位 时 间 单 位 面积 释放 热量 j = (z, 9) 。 
在 域 2 内 任 取 子 域 也 , 图 13.2。 单 位 时 间 内 通过 也 3 流出 刀 的 热量 为 


-8 灵 几 
mn 表示 9 的 外 法 向 。 同 时 间 内 思 的 内 部 短 和 放 的 能 
||7razm 
由 于 热量 的 守重 性 , 在 定常 状态 时 应 有 


13.2 1 人 8 到 帮 - jyaw (13.1.6) 


这 个 积分 关系 式 对 于 任意 子 域 Dc- 都 成 立 。 这 这 是 积分 形式 的 热量 守 伍 律 。 
当场 量 习 充分 光滑 时 ,高 斯 积分 公式 
-和 4 城 由 外 于 8 如 + 二 色 )ua 
成 立 , 于 是 (13.1.6) 成 为 


IF 
图 13.1 





3 
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JE 5 B 杂 二 + 讽 8 嫩 +fjdzm-0 (13 . 工 .7) 


对 于 一 切 C28 都 成 立 。 因此 , 把 缩 至 任 取 的 所 4 切 El， 有 
二- 十 二 0 
就 是 (183.1.3), 它 在 任意 所 (2，V) E 忆 都 成 立 。 人 通常 叫做 定 
常 热传导 方程 。 反 之 , 设 微分 方程 (18.1.3) 在 域 2 内 成 立 。 任 取 子 域 DC@, 将 (13.1.3) 式 
两 端 对 忆 积分 , 并 运用 高 斯 积分 公式 就 能 导出 积分 关系 式 (48. 开 .6)。 因 此 可 以 说 守恒 律 的 
积分 形式 (13.1.6) 与 微分 形式 (13.1.3) 是 等 价 的 。 但 这 种 等 价 性 是 有 条 件 的 , 它 依赖 于 高 
斯 积分 公式 ， 而 后 者 只 当 蕊 量 足 够 光滑 时 才 成 立 。 在 和 最 不 够 光滑 处 微分 守 但 律 则 取 另 外 
的 形式 , 现 以 介质 系数 8 有 间断 的 情况 说 明之 。 
设 2 内 有 介质 间 朵 线 ， 即 系数 B 跨 过 艺 时 有 跳跃 。 为 简便 计 ， 设 世 反 9 分割 为 两 部 
人， 0 在 元 上 规定 指 站 4 的 方向 为 正法 向 > 任 取 线段 SC 了 取 狭 条 形 子 域 DC24 使 得 
8 位 于 条 形 域 已 的 中 线 。 忆 的 四 个 顶 斥 记 为 4，0，c 4 (图 13.3)， 
” 命 带宽 be=~dc=j 根据 (13.1.6) : 


站 8 贵 @+|7eom- aa 

+ 站 7azm- 0 (13.1.8) 
图 二 .3 设 源 项 在 二 上 没有 集中 的 奇异 性 。 于 是 当 /0 时 
上 70 过 0 王国 8 束 ) (8 吕 ) ] 


因此 
2 AN MAN 
| 器 ) -8 如 ) | 加- 
对 任意 SC 了 成立。 再 将 8 缩 至 一 个 点 则 得 ， 本 二 
(e 吕 (ea 
对 一 切 点 (z， 切 E 开 成 立 。 这 就 是 在 介质 间断 上 守重 律 的 微分 形式 。 由 于 在 工 的 两 全 
p+B-， 故 法 向 导数 也 间断 ( 让】 人 ( 下】 ， 但 它们 的 乘积 8 - 则 重 连 续 , 在 热传导 问 
题 中 这 就 是 热流 的 连续 性 。 此 外 , 基于 物理 上 的 考虑 ， 温度 场 即 丽 攻 在 介质 间断 线 工 上 


5 


应 该 连续 即 好 一。 
这 样 , 当 介质 有 间断 时 ,微分 守恒 律 的 完整 形式 是 
2-Z (部 8 形 十 2 8. 让)-/ (18.1.10 
-人 Do 1 Ce ) 
7 (8 她 ) -(8 闻 ) -0 0 


(这 里 2 一 工 表示 域 Q 内 除去 间断 线 工 以 外 的 部 分 ) ”它们 综合 起 来 与 积分 守 便 律 (13.1.6) 
即 
中 6 承 oraemro 对 一 切 Cg (13.1. 芭 ) 
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”等 价 。 


热传导 问题 的 边界 条 件 大 致 有 三 种 。 一 是 给 定 边 界 温度 v 到 这 属于 第 一 类 。 二 是 给 
定 通过 边界 的 热 演 B 到 一 9, 属于 第 二 类 , 当 9 一 0 时 相当 于 热 绝缘 。 三 是 牛顿 冷却 定律 
8 琵 -m( 人 (一直 十 
这 里 we 为 环境 温度 , m>0 为 介质 与 环境 的 热 交换 系数 ，2 为 边界 上 的 线 状 热源 ， 这 属于 第 


三 类 , x, 久 2 都 是 预 给 的 分 布 。 因 此 可 以 回 到 在 13.1.1 节 中 讨论 的 一 般 情况 ,边界 条 件 
统一 地 表 为 


0 一 7 ro 二 70 
7 OU 
0: 6 和 Hu- 9 (13. 工 .14) 


应 该 指出 , 第 二 、 三 类 边界 条 件 可 以 自然 地 吸收 在 积分 守恒 律 (13.1.6) 中 。 事实 上 ,在 2 内 
任 取 邻接 于 边界 99 的 子 域 刀 图 13.2 上 方 , 设 刀 的 边界 9D 与 39 上 的 第 三 类 边界 条 件 自 
174% 有 公共 部 分 , 记 为 3D.7%， 其 余 的 部 分 记 为 3D 一 7。 于 是 由 (13.1.6) 自然 有 

2 了 6 到 de-| 8 下 sa+| 6 下] 6 汉 u| 刀 .Ta [一 售 十 9] 洛 
因此 , 对 于 这 样 的 DC 2(13.1.6) 就 成 为 


1 全 人 CraasJjyam 





比较 (13 .| 10~J) 和 (13. 1.12) 可 以 看 到 : 积分 守恒 律 与 微分 守重 律 等 价 , 前 者 取 积分 
形式 ,只 含 一 阶 导数 , 比较 统一 简单 , 并 能 把 通常 较 难 处 理 的 第 二 、 三 类 边界 条 件 和 交界 条 件 
自然 统一 在 内 ; 而 后 者 含 二 阶 导数 ， 形式 比较 繁琐 。 此 外 , 处 理 积分 总 比 微分 容易 , 处 理 低 阶 
微分 总 比 高 阶 容易 。 因此 直接 从 积分 守恒 原理 出 发 来 进行 离散 是 有 利 的 , 见 见 $13.3。 


也 1.3 变 分 原理 


燃 圆 方程 (18， 1.3) 连 同 它 的 第 二 、 三 半边 界 条 售 也 可 以 从 适当 的 变 分 原理 "导出 。 事 
实 上 , 对 应 于 (13.1.3) 积 (13.1.5) 囊 以 构造 所 谓 能 量 积分 ， 


0 -|| | 二 [6 (如 ) 十 B (至 ) | 本 刚 dzdy+| [ 亏 z2-gu]e d3.1.15) 


对 于 任 给 函数 =v(z, 人 有 一 个 积分 值 Vv(u) 与 之 相应 , 因此 y (可 以 说 是 “函数 的 丽 数 ”， 
通常 也 叫做 “ 泛 函 ”。 重 要 之 点 在 于 : 在 所 有 满足 边界 条 件 (13 . 工 . 人 

0 天 二 亿 
的 函数 类 中 ， 使 得 了 达到 极 小 值 的 函数 即 极 值 函数 “=v(z，9) 必定 在 9 内 满足 微分 方程 
(13.1.3)， 而 且 ， 除 了 在 边界 段 Fe 上 满足 给 定 的 条 件 (18. 工 . 约 外 还 在 其 余 的 边界 段 7 上 
自动 满足 条 件 (13.1.5) 。 反 之 , 也 可 以 证 明 , 设 函 数 v=v(z, 幼 在 加 内 满足 方程 (13.1.3)， 
在 To， 帮 上 分 别 满足 边界 条 件 (18.1.4)，(13.1.5) 则 它 必定 是 满足 条 件 (13.1. 包 的 函数 
类 使 /达到 极 小 的 函数 。 这 就 是 说 条 件 变 分 问题 


和 ES- 靖 六 (， re >。 下 下 相合 证 2 RN WA 放 和 | 评 二 





Po- 用 的) 的 er 语 wo 


二 本 (13.1.16) 
等 价 于 边 值 问题 
2 (天 4 全 + 而 4 吉 ) 
8 到 十 u- (18.1.17) 
70， 公 一 化 


(参看 四，[ 外 或 第 十 四 章 8$ 14.1) 

应 该 指出 ， 上 述 等 价 性 是 在 介质 系数 B 无 间断 时 成 立 的 ， 这 是 因为 与 13.1.1 节 中 情况 
相似 , 等 价 性 的 过 渡 有 藉 于 高 斯 积分 公式 , 而 后 者 是 有 条 件 的 。 事 实 上 我 们 知道 , 当 系 数 B 有 
间断 时 ,在 间断 线 卫 上 微分 方程 (13.1.3) 不 成 立 而 应 代 以 交界 条 件 (13.1.9) 。 可 以 证 明 ， 
当 介 质 系 数 B8 有 间 斯 时 , 变 分 问题 等 价 于 下 列 边 值 问题 


vol ol\ 
Eee Se 


区 (8 有 ) -(8 治 ) 学 (13.1.18) 


O 
Lo 3 十 0 一 9 





严 一 -一 一 --- 一 -一 人 - 


7 9， & 二 化 


从 上 述 等 价 性 可 以 看 到 ， 在 解 微分 方程 边 值 问题 时 , 第 二 .三 类 边界 条 件 以 及 当 有 介质 
间断 时 的 交界 条 件 都 必须 作为 定 解 条 件 列 出 。 但 是 ,在 解 等 价 的 变 分 问题 时 , 这 些 条 件 是 被 
v 的 极 值 函 数 记 自 动 满足 的 ,无 须 作 为 定 解 条 件 列 出 ,这 就 大 大 简化 了 。 这 类 边界 条 件 叫做 自 
然 的 边界 条 件 。 与 此 相反 , 第 一 类 边界 条 件 ,在 变 分 问题 中 和 在 微分 方程 问题 一 样 需要 作为 
定 解 条 件 列 出 , 这 类 边界 条 件 岂 做 强加 的 边界 条 件 。 对 于 方程 (13.1.18)， 强 加 边界 条 件 只 
含 % 本 身 , 比较 简单 , 而 自然 边界 条 件 含有 法 向 导数 ,一 般 较 难处 理 , 特别 当 几 何 形状 较 复杂 
时 。 能 量 积分 (13.1.16) 中 只 含 一 阶 导数 ， 比 方程 (13.1.18) 中 的 二 阶 导数 要 容易 处 理 。 因 
此 直接 从 变 分 原理 出 发 来 解 题 也 是 一 条 有 利 的 途径 , 见 8 13.4。 特别 是 第 十 四 章 有 限 元 方 
法 。 变 分 原理 的 有 利 因素 与 守恒 原理 是 基本 相似 的 (比较 13.1.2 节 之 末 段 )。 


$ 13.2 离散 化 和 差分 格式 


椭圆 方程 的 待定 解 是 连续 变量 的 未 知 函数 , 有 无 穷 多 个 自由 度 。 为 了 进行 数值 解 , 首先 
要 把 问题 离散 化 , 把 无 穷 多 自由 度 的 问题 简化 为 有 限 多 个 自由 度 的 问题 , 也 就 是 把 微分 方程 
代为 一 组 代数 方程 ,然后 进行 解 算 。 

离散 化 的 一 类 方法 是 差分 方法 。 问题 的 定 解 区 域 化 为 离散 的 格 网 ， 待 定 函数 代为 格 网 
的 节点 值 , 征 分 方程 和 边界 条 件 等 则 化 为 相应 的 差分 方程 。 这 类 方法 简单 通用 ， 在 进入 计算 
机 的 时 代 后 成 为 主要 的 数值 方法 。 
-离散 化 的 另 一 类 方法 是 函数 的 有 限 展开 方法 , 亦 称 李 兹 -加 辽 金 方法 。 适 当选 取 一 组 基 
函数 wz，9o …， 把 待定 解 展 为 有 限 的 线性 组 合 v= 3uwwi， 要 求 在 一 定 的 意义 下 近似 满足 熏 
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分 方程 和 定 解 条 件 ， 或 近似 满足 相应 的 变 分 原理 ， 从 而 得 出 关于 系数 di aa?，… 的 代数 方程 
组 以 定 解 。 这 类 方法 在 历史 上 曾 占 重 要 地 位 。 但 是 ,在 其 传统 的 形式 下 , 基 函 数 的 选择 往往 
很 困难 , 通用 性 较 差 , 故 对 此 将 不 作 专 门 介绍 。 

近年 来 还 发 展 了 一 类 离散 化 方法 即 有 限 元 法 。 这 是 以 格 网 为 基础 的 基 函 数 展开 法 。 有 局 
以 说 它 是 前 述 两 类 方法 的 比较 成 功 的 结合 , 在 椭圆 型 问题 已 上 升 到 主导 地 位 , 特别 适合 于 几 
何 上 物理 上 比较 复杂 的 问题 , 也 便于 算法 的 标准 化 , 将 在 第 士 四 童 中 介绍 。 也 是 由 于 这 个 原 
因 , 本 章 对 于 差分 方法 的 讨论 主要 局 限于 比较 简单 规则 的 问题 。 

求解 矩形 域 2= [cs， 5， co 加 上 的 泊 松 方程 








-( 脱 + 各 )-7o (8.2 

为 了 说 明 问题 , 设 边界 条 件 同 含 一 、 二 两 类 ， 
co (13.2.9) 
cd，5d， 死 =9 (3.2.3) 


2 为 外 法 线 , 户 9 为 给 定 的 分 布 。 

最 简单 的 离散 化 方法 是 差分 化 , 即 布 上 上 格 网 , 把 方程 和 边界 条 件 中 的 微 商 代 以 差 商 而 得 
到 差分 方程 组 。 为 此 目的 , 取 顶 点 9 为 坐标 轴 的 原点 ,用 d 
纵横 线 

ZX 一 和 一角, 一 0 1 …，4 寻 

3 一 田 一 91， 9 一 0 1 
把 2 分 为 等 距 格 网 如 图 13.4。 殉 到 分 别 是 %， 方向 的 
步 长 ,节点 (25 9%) 记 为 ( 力 ， 通 数值 wo， 幼 记 为 Wo 
节点 分 为 两 类 , 一 类 是 内 到 = 二 ,划一 上 = 二 …， 
太一 六， 其 余 是 边 点 。 边 点 中 有 四 个 角 点 即 c，b，c, 
其 它 是 非 角 点 的 边 点 。 

对 于 内 节 扎 ,根据 数值 微分 公式 


( 琵 ) ,= 闽 Go2 和 ra 二 0 





( 盐 )， 、 襄 (sr 一 2 十 屿 和 切 十 OU 
可 将 (13.2.1) 代为 差分 方程 


-十 (Wi 一 200 十 2 -而 Gusrr 一 2ui+usn) 一 六 《13.2.4)》 
下 1 1 1 和 
2( 忘 + 二 ju 一 7 (二 一 -4usa 十 外 ,1+ 功 二 所 (13.2.D) 
让 于 Mi 一 = W 一 1 
它 联系 上 下 左右 共 五 个 节点 , 叫做 五 点 差分 格式 。 在 7 一 的 情况 下 则 简化 为 
4 一 6-15 十 2 十 略 和 十 赂 和 切 一 扩 A (2.6) 
至 于 边 点 ,在 gb，cc 上 第 一 类 边界 条 件 (183.2.2) 可 以 表 为 


和 个 信 牛首 和 竹 导 /村 抽 各 竺 :卫生 EGG 
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CD. 2 0 一 2 0， 4 一 0， 寺 人 1 (13.2.7) 
人 CC， 20, ;一 wo 1 1 一 0， 于 “3 人 (138.2.8) 
利用 差 商 公 式 四 


(条 ) -天 Our 一 wo 二 0 后 
( 政 ) -于 Ga 一 ws 二 0 人 
可 把 546，od 上 第 二 类 边界 条 件 (13.2.3) 表 为 
0d 天 (oar3 一 2 有 一 ga 9 一 二 一 (13.2.9) 


了 于 Gu 一 如 xD 一 Wo ji-1 MT dd8.23.10) 

它 联系 上 下 或 左右 两 点 , 是 两 点 差分 格式 。 在 凤 = 大 的 情况 下 也 可 写作 
2 一 2011 一 FIOM 1 一， 5 灵 一 工 (138.2.11) 
2 N 一 ZN- 1 一 ]0i， N) 4 一 有 ， 型 一 工 (13.2.12) 


还 有 左上 方 的 角 点 4= (M，N)。 对 此 毛 友 或 吕 的 方式 四 理 有 矛盾。 但 是 ,由 于 wu,x 
在 前 列 其 它 方程 中 都 不 出 现 ， 必 不 坊 咯 去 这 个 节点 。 于 是 共有 CHDCON+D 一 一 1 个 方程 
和 相同 数目 的 未 知 数 (=0，1，…， MI 一 0 1， …， 和 除去 ?= 有 ,7 一 六 ) 可 以 定 解 ， 具 
体 解法 见 813.5。 

”如果 将 四 边 边 界 条件 都 改 为 第 一 类 
30，v=9 (13.2.13) 
并 取 2 为 正方 形 , 格 网 亦 取 正方 的 ( 即 刀 一刀 到 = 入 )。 得 到 差分 方程 组 
0 一 -3 一 一 和 1 一 由 1 一 jj ， 放 7 王 1 ,太一 (13.2.14) 
wii 一 %， 当 和 =0, 太 或 和 =0, 克 (13.2.15) 
这 里 可 以 视 内 点 的 ay (6， j 1 …， 和 一 为 未 知 数 ， 共 (Y 一 芒 2 个 ， 也 有 同 数 量 的 内 点 方 
程 。 ea 

如 上 所 列 的 差分 方程 通 和 党 也 叫做 差分 格式 。 这 是 因为 这 种 公式 是 规格 化 的 ， 人 们 无 须 
把 各 节点 的 方程 逐个 列 出 , 只 须 列 少数 几 种 典型 的 格式 , 而 在 同类 型 的 节点 上 重复 套用 , 这 
在 编制 程序 时 比较 方便 并 有 节约 存储 的 优点 。 


$ 13.3 ”基于 字 恒 原理 的 差分 格式 


可 以 直接 从 守恒 原理 (13.1.2 节 ) 来 推导 问题 (13.2.1-3) 的 差分 格式 。 对 应 于 方程 
(18.2.1) 有 积分 关系 式 (18.1.6) 即 


= jwm 对 一 切 DCO 均 成 立 (3.3.1 


3DD DOm 


在 图 也 .4 的 格 网 上 引进 : 半 线 《图 1 中 的 虚线 ) 
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这 些 半 线 形成 另 一 套 格 网 ， 与 原 格 网 相辅相成 。 对 应 于 每 个 节点 ( 坟 ， 分 有 一 个 虚 和 矩形 Di 
如 图 13.5 中 的 阴影 块 。 注 意 它们 在 边 点 上 只 有 半 块 大 ， 
在 角 点 上 只 有 四 分 之 一 块 大 。 

DijG= 0 …， 0; 人 = 0, …， Y) 形 成 2 的 无 遗漏、 
无 重复 、 无 多 余 的 覆盖 。 作 为 离散 化 的 第 -- 步 , 要 求 积分 
关系 式 对 于 每 个 及 .; 成 立 。 


本 
轴 Op 03 一 凡 dz (13.3.2) 
4 一 0， 3 Ki 。，， AN 


为 简便 计 只 讨论 大 一 大 的 情况 ， 对 克 : 关 乃至 非 均匀 步 长 
的 情况 本 质 相同 , 只 是 系数 复杂 





yz 1 0 人 
| ( 杂 ) 0g 之 万 CU4H5 一 他 一 HT 一 2 


Bow3=| ( 杂 ) dzm 时 (ut 一 zt 一 了 , 和 工 一 
-3 时 敌 于 


Fw-|” | 7azm=MEJo 一 My 
YY 

于 是 对 于 内 点 (人 IJ) (13.3. 勾 可 以 表 为 ( 见 图 也 .5 的 中 央 ) 
人 (13.3.3) 
即 
一 一 HH QQ3.3.4) 


对 于 右 过 虑 (1 轧 , IJ= 二 和 -LI 命 


4118 (oa 
4 人 ) .和 人 ( 束 ) Mo-Mgws 


Y 人 7- 


(we 2 Se 1 
2 其 受 Y 一 V des( 0 一 汉 (rr La , 世 


Ps 人 生 7aady= 末 古寺 大 和 
2 3 


32- 


Re 类 边界 条 件 ,于 是 (13.3.2%) 表 为 ( 见 图 13.5 的 右 端 ) 
4 1 一 4rh 二 1 一 甩 1 一 Zai (13.3.5) 


于 一 2 


即 8 
2 一 -IT,7 一 王 Wor 六 本 ,一 本 ji 十 Ma 1 一 】， Re (13.3.6) 


对 于 上 边 点 (人 和 ”3 了 一 1， 情况 也 类 似 , 命 了 印 


DAN ， 大 司 浊 
4 四 人 末 ) ， UN 一 2 过 可 Cty 一 她 呈 


名 > 一 | 由 加 = | (如 ) ,dos 人 
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则 (13.3. 纪 表 为 
3 一 生生 十 及 w 3 一 Br 一 瑟 (13.3.7) 
即 

CE RE Re 

2 Y 可 17 可 LU 一 MI 万 思 w 十 Piv， 7 一 …， 六 一 (13.3.8) 


人 
对 于 角 点 (M，N) 合 
人 (5 轨 ( 侣 ) ai 二 mv- 二 us 
一 | 呈 人 ( 动 ) ,dc 四 | 央 人 < 村 ga 


沁 | | dzmm 王 他 Pu 一 到 要 Ju 
2x -iv 7 


这 里 ,为 了 简便 , 假定 在 角 点 给 的 w， 人 Cox 于 是 (13.3.2) 表 
为 ( 见 图 13.5 的 右上 角 ) 


汪 一 Br 一 Fa (13.3.9) 


去 
于 一 可 对 ， 一 


即 


ury 一 瑟 war-iy 一 可 warx-i= 开 jj 十 豆 ]gay + Agar (13.3.10) 


至 于 左边 及 下 边 第 一 类 边界 条 件 则 同 (13.2.7~13.2.8) 。 
以 上 (了 .3.3~ 卫 .3.10) 每 个 方程 都 是 反映 了 单元 了 的 局 部 守恒 性 。 由 于 交界 项 
4 在 相 邻 单元 已， 及 了 Day 的 方程 中 反 号 ， 了 3. 在 相 邻 的 刀 .， 及 Dri 的 方程 中 反 号 ， 
因此 将 相 邻 单元 的 方程 相 加 时 , 其 交界 项 正好 抵消 , 这 意味 着 甲 方 “给 予 " 乙 方 的 热量 等 于 乙 
方 从 甲 方 收 到 的 热量 ， 这 种 “ 收 支 ”平衡 的 关系 正 是 守恒 性 的 要 点 。 因此 局 部 的 守恒 性 保 
证 了 整体 的 守恒 性 。 例 如 , 对 于 “一 包 寂 十 1 2 了 一刀 了 十 二 , 关 的 方程 相 累 加 , 则 
所 有 内 部 交办 项 都 抵消 而 得 到 
守 2 4 + 阅 马 本 - 福 Bra- 袜 瓦 ， (18.3.11) 
这 相当 于 区 域 
D- 立 衬 Du (18.3.12) 


上 的 守恒 关系 式 (13.3.3。 

利用 (13.2.7-8) 代 进 第 一 类 边界 点 的 已 知 值 ， 得 到 MTN 个 未 知 数 zt, zia，…，tax 和 相 
同 数 目的 方程 (13.3.4-6-8-10) ,可 以 定 解 。 如 果 将 未 知 数 依 序 记 为 wu， va，…， zw nm = MTN， 
将 各 方程 也 按 同一 次 序 排列 并 将 已 知 项 统统 移 到 右 端 则 得 


衬 om- 六 ， 世 一 十 ， (13.3.13) 


即 
4 一 (13.3.14) 
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可 以 证 明 , 系 数 阵 4 是 对 称 
Cj 一 jp 人力 了 一 区 
正定 的 ( 见 818.4) ,因此 (13.3.13) 有 唯一 解 。 这 里 的 对 称 性 是 显然 的 ， 它 意味 着 当 节 反 
4 与 了 不 相 邻 时 ,点 必 方 程 中 点 了 的 系数 和 点 J 方程 中 点 4 的 系数 同 为 0。 当 节 扣 和 与 7 
相 邻 时 , 则 点 “方程 中 点 了 的 系数 等 于 点 /方程 中 点 “的 系数 , 这 可 以 从 方程 13.3.3~10) 
中 看 出 来 , 实际 上 反映 了 差分 方程 的 守恒 型 即 甲 方 给 予 乙 方 的 等 于 乙方 受 之 于 甲 方 的 。 

把 这 种 基于 守恒 原理 的 差分 格式 与 8 138.2 中 基于 数值 微分 的 格式 相 比较 , 在 内 点 是 相 
同 的 ， 不 同 之 处 只 在 第 二 类 边 点 。 在 8 138.2 中 第 二 类 边界 条 件 (13.2.3) 是 与 基本 方程 
(138.2.1) 割 裂 开 来 的 形式 化 的 处 理 ， 而 在 这 里 是 与 基本 守恒 律 统一 起 来 考虑 的 ,比较 优越 。 
象 守恒 这 样 的 基本 规律 性 在 离散 化 时 能 得 到 保持 , 是 很 重要 的 。 

守恒 方法 显然 可 以 推广 到 变 系 数 情况 。 这 时 引用 
积分 关系 式 \13.3. 纪 而 取 


4 之 寻 坪 , (Ge 一 节 才 
Bo 


等 等 , 无 待 细 说 。 

守恒 方法 处 理 不 规则 边界 上 的 第 二 、 三 类 边界 条 
件 也 是 比较 方便 的 , 从 图 13.6 就 可 以 看 清楚 。 对 于 这 
种 情况 ,单纯 用 数值 微分 的 方法 是 难以 处 理 得 当 的 。 当 
问题 趋 于 复杂 时 , 守恒 方法 的 优点 就 更 显著 。 








关于 第 二 类 边 值 问题 
考虑 问题 (13.2.1-3) 的 一 个 变形 , 即 全 部 边界 条 件 都 是 第 二 类 ; 
0 -( 开 + 人 ) -7 (13.3.15) 
32， 型- ds3.3.16 
通常 叫做 第 二 类 边 值 问题 或 纽曼 (Neuman) 问题 。 这 时 问题 成 为 退化 的 , 可 以 没有 解 ， 有 解 
时 也 不 唯一 : 
(由 人 =0，9%=0 的 情况 一 一 显然 有 非 零 解 


2V=( 一 常数 (13.3.17) 
并 且 可 以 证 明 齐 次 问题 的 解 必定 作 此 形式 。 
(2) 问题 并 不 是 对 随便 的 户 9 都 有 解 。 事实 上 对 3.15) 两 端 在 2 上 积分 , 运用 高 
斯 公式 , 得 到 
。 束 wyaam 


这 相当 于 在 (13.3. 轧 中 取 刀 = 9, 再 用 条 件 (13.3.16) 了 就 得 到 
由 fdzdy 二 中 参 证 (13.3.18) 


这 就 是 说 , 当 问题 有 解 时 , 和 9 必须 满足 这 一 条 件 。 反 之 ， 可 以 证 明 , 当 条 件 (13.3.18) 满 
足 时 ,问题 (13.3.15~16) 有 解 ; 命 关 为 一 个 特 解 , 则 问题 的 通 解 必 可 为 特 解 羡 与 相应 齐 次 
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问题 的 通 解 之 和 , 即 
& 一 汉 十 6 (13.3.19) 

条 件 (13.3.18) 通常 叫做 边 值 问题 (18.3.15~16) 的 协调 条 件 。 它 在 物理 上 是 显然 的 ， 
如 果 将 方程 (13.8.15) 理解 为 不 受 支承 的 薄膜 平衡 问题 , 与 9 分 别 是 面 载荷 与 边线 载荷 ， 
显然 只 有 当 外 部 载荷 了 与 9 达成 平衡 即 满足 (13.3.18) 时， 薄膜 才能 达成 平衡 。(13.3.17) 
则 表示 任何 刚性 位 移 是 不 受 支承 不 受 载荷 的 自由 薄膜 的 平衡 解 。 

用 守恒 原理 的 方法 离散 化 后 得 到 类 似 于 〈18.3.3~10) 的 差分 方程 组 ， 但 有 (有 十 1) 
(CV+ 攻 个 未 知 数 woo xb …， ww 方程 的 个 数 也 相同 。 将 未 知 数 依次 排列 记 为 她 ，…， tw 
各 方程 也 相应 排列 并 移 项 后 得 


人 dt8.3.20) 
乒 


即 
48=5 (13.3.21) 
这 时 方程 组 与 (13.3.13) 不 同 之 点 在 于 退化 , 可 以 没有 解 , 有 解 时 也 不 唯一 。 
(3) 相应 的 齐 次 代数 方程 组 一 一 即 吕 =0 的 情况 一 一 显然 有 非 零 解 (从 方程 (13.3.3~ 10) 
的 具体 形式 看 出 ) 
内 一 0 一 种 数 ，7 一 二 (13.8.22) 
并 可 证 明 , 齐 次 方程 组 的 解 必 作 如 此 形式 。 可 以 证 明 4 人 退化 学 正 定 。 所 谓 退 化 是 
人 
141=0 
(4) 方程 组 (138.3.21) 不 是 对 随便 的 右 项 都 有 解 。 事实 上 ,将 全 部 方程 (13.3.21) 累 
加 ; 这 就 是 (13.3. 革 ~12) 而 取 ?=0, ?一 有 了 =0 7 一 也 =2 并 将 已 知 项 (涉及 了 和 
8 的 项 ) 移 至 右 端 , 由 于 守恒 性 , 内 部 交界 项 都 抵消 而 得 


衬 %=0 (13.3.23) 


这 就 是 说 , 当 方程 组 (13.3.21) 有 解 时 ， 右 项 上 所 必需 满足 的 条 件 。 反 之 也 不 难 证 明 ， 当 
(13.3.23) 满足 时 ,方程 组 (13.3.21) 必 有 解 ; 命 怀 为 一 个 特 解 , 则 通 解 & 必 可 表 为 特 解 刀 
与 齐 次 方程 组 的 通 解 之 和 即 
作 一 1 十 C，《 一 荆 人 的 (13.3.24) 
条 件 \(13.3.23) 称 为 退化 差分 方程 组 (18.3. 0 
程 组 的 一 般 理论 直接 导出 : 对 称 退 化 线性 方程 组 13.3. 21 有 解 的 充 要 条 件 是 右 项 向 量 
,8 直 与 相应 齐 次 方程 组 的 一 切 解 交 = (2 区 .24) 即 2 一 《c，2， 








这 就 是 (13.3.23) ， 

注意 第 ( 蕊 ，(2) 段 的 (人 4.3.17)，(18.3.18)，(183.3.19) 分 别 对 应 于 第 (3)，( 纪 段 的 
(13.3.22)，(18.3.23)，(13.3.24) 。 特 别 从 离散 化 的 过 程 可 以 看 出 
0 ~||razap+h yw 


人 一 二 


4 
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因此 对 于 第 二 类 边 值 问题 而 言 ,应 该 注意 到 使 得 协调 条 件 (13.3.18) 在 离散 的 意义 下 也 得 到 
满足 , 即 (13.3.23) 应 该 成 立 以 保证 退化 线 代数 方程 组 有 解 。 如 果 某 种 离散 化 处 理 记得 右 项 


5 不 满足 (13.3.23) 即 袜 5 一 六 0， 则 可 以 用 0 一 全 代替 2 作为 新 的 右 项 而 满足 协调 条 件 
(13.38.23) 从 而 保证 方程 组 可 解 。 
$ 13.4 基于 变 分 原理 的 差分 格式 
”可 以 从 变 分 原理 出 发 来 形成 差分 格式 。 根据 18.1.3 节 边 值 问题 (138.2.1-3) 等 价 于 条 


件 变 分 问题 
[的 ee 


三 13.4.1 
7 0， 人 一 化 ) 


这 里 7 就 是 边线 op 十 ac, Z 就 是 边线 84 二 cd。 
取 格 网 如 图 13.4。 纵 横 线 z 一 必 一 饮 ,，%g= 仿 = 其 , 把 2 剖 分 为 乍 形 块 即 面 单 元 


计 一 ns 委 2 委 0tl 仿 魏 0 委 0+ 癸 
寻 一 1 入 一 
2 名 名 (3 , 计 于 
同时 也 把 这 狼 7 前 分 为 线段 部 线 年 元 
Ci 一世 一 0a 和 安 9 委 oj 二 


o N 一 WMS Zi 2 一 0 


Ri- 吕 0os+ 闪 03 
于 是 有 
7@- 加 加 Ta 六 + 辐 思 0 
了 工 [6vuAN 2 
“5 | | 到 [到 本) 人 放 人 
Ce 
人 | CUdS 
Ca 和 3 
1 | 902 ds 
C， 


进一步 要 对 各 单元 的 能 量 积分 进行 离散 化 。 对 此 有 许多 途 各 比方 说 ， 可 以 把 积分 号 
下 的 函数 用 差 商 的 平均 值 代替 : 


帮主)esc 引 (eye 


一 玫 (iT 一 2 十 于 Guna 和 工 一 人， 3 
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这 里 ,为 了 简便 , 与 313.2，$ 13.3 一 样 , 考虑 1 下 的 情况 。 关 似 地 处 理 关于 豆 ( 弛 ) 的 面 
积分 。 对 于 九 的 面积 分 则 可 以 采用 , 比方 说 , 梯形 公 式 


， 
中 1 dx 员 / 二 世 (7 7 十 at 7 十 请 人 1 PH 工 十 万 712041 半 1) 


Ce 


因此 有 


| (AHi 一 从 访 2 十 《CU 一 22 十 (一作 , 放 2 十 Curr 一 uraa] 


2 
- 亏 (Cr 十 太 it1 十 raueoyri 士 六 15T24T TI) (13.4.83) 
类 似 地 对 4%w 的 线 积分 也 采用 梯形 公式 , 得 到 
人 一 立 (gupary 十 gu 和 Ta 并 1 (13.4.4) 
0 一 立 (gomm 二 great (8.4.5) 


以 上 诺 去 中 用 到 的 wy 及 好 。 则 根据 强加 边界 条 件 〈13.2.2) 取 已 知 值 (13.2.7~8)。 这 
样 ， 能 量 积分 7 (0 就 离散 化 为 WT 个 未 知 数 wj = 二 ,Mi 一 1 …，) 的 二 次 通 数 
v (ui zi …，UWw)。 因 此 变 分 原理 (13.4.1) 就 化 为 多 元 函数 的 极 小 问题 


(ia， ”3 Wary) = 极 小 (13.4.6， 
其 极 值 方程 为 
和 (13.4.7) 
DuLii 


二 次 函数 微分 后 成 为 一 次 , 故 这 是 MT 个 线 代数 方程。 
当 (2 用 为 内 点 ， 即 “一 十， “”》 水 一 7 一 圭 2 入 一 荆 时 ， 7 中 只 有 与 点 (b， 7 邻接 的 四 
个 面 元 项 才 含 有 必 ,? 
DJ D 
于 
由 2 
= (一 2 + 地 (sy 一 人 全 切 人 
3 
十 训 (0 一 公开 让 + 语 (Li 一个, 半 革 - 妆 思 ， 
分 
十 亏 (一 + 部 《27 一 2 和 1) - 开 大 ， 


1 1 v，. 入 
十 训 (sy 一 Wi 了 训 Gy 一 Mt ” 玫 js 


一 0 
由 此 得 方程 同 于 (18.8.3) 。 
当 (2 作为 右边 点 而 非 角 点 即 4=- M,J= 二 …，N 一 工时 ，y 中 只 有 与 点 (, 力 邻 接 的 
两 个 面 元 项 和 两 个 线 元 项 才 含有 ww ， 
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D./ 0 


0 了 
Dry 35uy 人 


人 5 十 


玫 一 了 人 + 丈 邓 ,7 一 十 
工 工 


工 业 ji 玫 天 
十 方 (2 一 2025-1,7) ee (ar 一 War, 计 1 二 4 jar 一 误 Ga,7 ”2 CE 


一 0 
由 此 得 方程 同 于 (13.38. 邹 。 类 似 地 对 上 边 的 非 角 点 @ W)， 4 一 1，…， 开 一 1 得 方程 同 于 
(13.3.5) 。 
当 (2 J) 为 角 点 (4 ， N) 时 ，v 中 只 与 CU ， AD) 邻接 的 一 个 面 元 项 和 两 个 线 元 项 才 念 
Var ,N ， 
oj] 6 


和 





= 记 (Cu X 一 MXx- La 十 可 (War 一 Zr,N-1) - 生 记 一 吧 gov 一 全 ga 
一 0 
由 此 得 方程 同 于 (13.3.6)。 
这 样 ， 从 变 分 原理 出 发 ， 对 能 量 积分 作 适 当 的 离散 化 后 ， 可 以 导出 一 组 差分 格式 ， 亏 在 
8$ 13.3 中 从 守恒 原理 导出 的 相同 。 人 导致 大 同 小 异 的 差 
分 格式 。 
将 未 知 数 Woj 一 二 …， 型 ，7= 寺 …， 攻 ) 按 一 定 顺序 排列 后 改 记 为 妇 ，ta 入 人 
一 MAN) ,与 此 同时 将 Gs .4.7 内 的 方程 也 按 同 一 顺序 排列 并 将 浓 数 项 移 到 右边 , 得 到 方程 
组 
袜 oom=p 1 (13.4.8) 


或 表 为 称 阵 形 陈 
42 一 (13.4.9) 
可 以 证 明 系 数 抢 阵 盘 = [os] 为 对 称 正 定 。 
事实 上 上 ， 能 量 v/ ， 作为 [2 的 二 次 函数 ， 一 定 能 表 为 


了 (21， 2 =- 子 六 0 一 SN1D00 十 6 (13.4.10) 
忆 二 工 = 上 


而 13.4.7) 按 顺序 就 是 

0 ER 

人 4 一 二 用 (13.4.11) 

不 难 算 出 罗 

3 -去 阅 G (0 十 0 一 

(13.4.1Hb 就 成 为 
人 

铝 束 (as 十 G 刘 念 一 入 


与 (13.4.8) 雍 较 系 数 , 就 得 到 


二 
Ci 一 可 (ay 十 0j0) 一 0jp 和 一 





五 4 
因 骨 对 称 。 由 于 
费 二 拓 1 
Ci 二 交 7 (0 二 总 WU 二 六 CUy 


所 以 也 知道 


JJ (0 2) 一 -于 字 au 一 辣 bau+8 


至 于 二 的 正定 性 , 只 须 证 明 二 次 型 
儿 

wo (2， 2 ) 四 人 Ci 
三 一 


恒 0 而 且 当 oa，…， 岂 一 0 时 必 有 全 =… 一 央 一 0。 事实 上 ， 从 能 量 函 数 v 的 构成 公 
式 可 以 知道 它 是 以 定 解 条 件 的 数据 太 GM,1， dz,N， 4 0 Wo,; 为 参数 ， 以 ?4 为 变量 


如 一 1 太一 工 
wo(ui， “”””? 2n) 语 他 | ve 


招 


其 中 涉及 的 jy 以 及 we 和 wy 均 取 为 0。 根据 (13.4.3)，v 434 二 为 平方 和 因此 v。 便 
>>0。 此 外 , 当 vo 一 0 时 vs*3 全 为 0, 因此 


207 一 MT 一 2 有 1 4 一 0，…， 型 一 玉 7?=0， …， 有 一 
由 于 3,0， Wo，; 全 为 0, 所 以 if 三 0 即 一 一 九 一 0。 
设 将 问题 (138.2.1~3) 改 为 第 二 类 边 值 问题 (13.3.16~16)， 则 后 者 等 价 于 无 条 件 变 分 
问题 


JE | 全 [ 受 ) +( 到 ) ]-jajarao- yds=min (13.4.12) 


而 不 受 任何 强加 约束 。 用 变 分 方法 离散 化 时 , 未 知 数 有 (十 了 (全 十 天 个 Woo， Wo za 
记 为 V4， "no 于 是 同样 有 


(人 人，…， 0) 一 亏 六 oa 一 全 8 


2 11 


wy o (ai Ye 2 CU 
区 一 1 
二 而 一 0 一 匠 ，，…， 儿 (13.4.13) 
吉 和 = 


按照 上 述 特殊 的 离散 方法 , 这 里 所 得 的 结果 与 8 138.3 中 的 (13.3.20) 是 一 致 的 。 这 时 4 的 
ee 的 半 正 定性 即 Jo(，…， 恒 兰 0 仍然 成 立 。 不 同 之 点 仅 在 于 ， 当 yo(w， 
2) 一 0 不 能 得 到 结论 刀 一 … 一 也 一 0 而 只 能 得 到 较 弱 的 结论 怒 =… 一 罗 一 = 和 数 ， 因 
庆生 4 只 是 退化 半 正 定 。 正 如 在 813.4 末 段 记述， 协调 条 件 3.3.18) 是 边 值 问题 
(13.3.15~16) 有 解 的 充 要 条 件 ， 因 此 也 是 变 分 问题 (18.4.12) 有 解 的 充 要 条 件 。 在 离散 化 
后 , 退化 代数 方程 组 (13.4.13) 有 解 的 充 要 条 件 是 (13.3.23)。 因 此 在 用 变 分 方法 离散 化 时 也 
要 注意 到 保证 协调 条 件 在 离散 的 意义 下 成 立 , 即 (13.3.23) 成 立 , 以 使 相应 的 代数 方程 组 

一 般 说 来 , 椭圆 算 子 具有 对 称 正定 性 (或 半 正 定性 ) , 这 是 椭圆 问题 的 物理 特征 的 一 种 数 
学 反映 。 用 变 分 原理 (或 守恒 原理 ) 离散 化 时 得 到 对 称 正 定 的 系数 阵 , 保持 了 这 一 特征 , 因此 


en ee 
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是 可 取 的 。 这 对 于 数值 解 算 也 是 有 利 的 ， 因 为 关于 对 称 正定 矩阵 的 数值 解法 比较 成 熟 (只 
$13.5 及 第 八 章 ) 。 应 该 指出 ， 单纯 用 数值 微分 来 离散 化 时 ， 往 往 不 能 保证 系数 算 阵 的 对 称 
正定 性 。 

值得 指出 , 在 变 分 方法 中 , 一 旦 能 量 积分 写 出 后 , 离 获 化 即 按 统一 的 程式 进行 。 对 于 第 
二 、 三 类 即 自然 边界 条 件 不 需 再 作 任何 特殊 处 理 ， 它 们 自动 地 得 到 保证 。 对 于 变 系数 而 系 
数 有 间断 时 的 交界 条 件 也 是 这 样 。 在 变 系数 6= 8(z, 几时 , 在 变 分 方法 中 , 只 须 在 每 个 单 
元 Ci ji 上 联 B 为 适当 的 常数 平均 值 6.。3 4,3 ,而 单元 能 量 积分 离散 化 为 


7 人 语 [e( 侣 ) re( 吉 站 - 尖 ea 
CC 


1 
3 er 计 Grr 了 一 2 、 十 (2 HE 有 1 二 人 wu 1 一 2 有 十 庆 工 一 2+1， ) 癌 


司 下 < 0 生 2 + 人 


这 样 , 当 介 质 系数 有 间断 (通常 是 分 片 为 常数 ) 而 其 间 电 线 与 格 网 线 一 致 , 交界 条 件 也 自 能 得 
到 保证 而 无 须 特 作 处 理 ， 这 也 是 变 分 方法 的 优点 。 这 一 切 都 是 由 于 使 能 量 达到 极 值 的 函数 
”自动 满足 相应 的 微分 方程 和 全 部 自然 边界 条 件 。 

当 定 解 区 域 的 形状 和 介质 间断 线 的 分 布 很 不 规则 时 , 则 上 述 和 矩形 格 网 剂 分 就 不 尽 适 应 ， 
而 要 采取 三 角形 格 网 等 其 它 的 前 分 形式 而 导致 有 限 元 法 ， 这 是 更 系统 更 通用 的 变 分 离散 化 
方法 , 见 第 十 四 章 。 


$13.5 松 弛 法 


棍 圆 差分 方程 组 的 主要 数值 解法 是 先 代 法 。 这 是 因为 未 知 数 的 个 数 比较 多 , 往往 有 上 
百 个 或 上 千 个 , 而 且 差分 格式 具有 较 高 的 规律 性 和 重复 性 , 和 欠 代 法 的 程序 实现 比较 简单 , 存 
储量 和 运算 量 都 比较 省 。 在 迭代 法 中 又 以 松弛 法 最 简单 最 常用 , 因此 下 面 主要 介绍 这 一 种 。 
当然 , 对 于 椭圆 差分 方程 , 除了 松弛 法 外 还 有 其 它 有 效 的 迭代 解法 和 直接 解法 ,可 以 人 参考 第 
八 章 以 及 [了 ,bt，[3] 。 


13.5.1 简单 迁 代 法 和 松弛 法 


我 们 将 以 梢 圆 差分 广 程 模 型 问题 (138.2.14~~]5) 为 例 来 说 明 松 弛 法 。 取 单 位 正方 形 域 
上 的 波 瓦 松 方程 第 一 基 边 仁 问 题 
0， -( 且 + 串 )- 0<z, yy<1 (13.5. 
7 2=9 (13.5.2) 
作 等 距 方形 格 网 , 命 
一 衣 ) ，0 7 一 0,， 1 入) 邦 一 
在 内 点 到 标准 的 五 点 大 分 格 忒 


4 一 2 一 WU 一 全 和 一 2 一 大 太 4， 7 一 上 ” 义 一 芋 (13.5.4) 
在 边 点 取 已 知 值 ， 


(13.5.3) 


Wu 一 IIj 当 4 或 和 一 0 或 六 (13.5.5) 


一 sa carNE- 呈 流 < dc< 少 eadysi ， ,aespree -an so 
二 aa 1 RE 性 肖 和 ， 3 的 IT 于 利 0 痢 9 ne 
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任 取 初 值 即 初始 场 好? 入 =0，…， 广 满足 边界 条 件 
人 纪 一 %， 当 4 或 7=0 或 六 (138.5.6) 
在 内 点 按 下 列 方式 
4 一 放 阐 一 允 和 一 尖 玫 一 庆生 一 大 


即 
9940= 开 (if j 十 好 2 十 伺 科 了 十 从 1 十 佑 只 1 全] 一 工 ， ”””? 六 一 | (13.5.7) 


进行 和 迭代 , 边 点 值 则 保持 不 变 
2 一 V 或 4 一 0 或 太 (13.5.8) 
这 叫做 简单 迭代 法 。 这 个 迭代 过 程 是 收敛 的 ， 即 不 论 初 值 xz 怎样 取 , 当 么 一 co 时 xz 恒 
收敛 于 差分 方程 组 (13.5.4~~ 吕 的 真 解放 见 13.5.4 节 )。 缺点 是 收敛 很 慢 , 实际 上 很 少 采 
用 , 但 是 在 它 的 基础 上 可 以 导出 种 种 有 效 的 迁 代 解法 。 
注意 在 简单 欠 代 法 中 , 在 每 点 产生 新 值 时 不 能 立即 冲 掉 旧 值 ， 因为 后 者 在 其 后 邻接 点 工 
作 时 还 要 用 到 。 可 以 把 上 法 稍 加 变形 , 在 每 点 产生 新 值 时 立即 用 以 冲 掉 旧 值 , 也 就 是 说 在 每 
个 工作 点 上 充分 利用 已 经 产生 的 新 值 , 这 就 得 到 所 谓 松 弛 法 , 也 韦 塞 德尔 (Seidel) 和 迭代 法 。 由 
于 更 新 值 的 提前 使 用 , 松弛 法 收敛 可 比 简单 选 代 法 加 人 快 约 一 倍 〈18.5.4 节 ),， 面 且 程 序 实 现 
”上 更 方便 , 存储 要 求 最 低 , 对 未 知 数 wj; 只 需 一 片场 (以 及 存放 j 太 ;的 另 一 片 双 )。 
在 迭代 时 规定 一 个 扫描 顺序 , 比方 说 取 行 列 顺序 , 即 先 按 行 号 4= 二 2 …， 每 行内 按 列 
号 7= 寺 2 …。 这 样 ,在 节点 (分工 作 时 其 邻 点 一 二 妇 及 了 一 已 都 已 有 了 新 值 , 因此 
松弛 法 可 以 表 为 “ 


和 一 开 人 1 二) 
可 以 将 上 式 改写 成 增 量 的 形式 
di 
| (13.5.9) 
这 里 每 点 所 给 的 增 量 工 (… "7 就 是 要 求 方程 局 部 过 到 了 衡 时 应 补充 的 量 。 还 可 以 引进 一 个 选 
” 代 参 数 即 松弛 因子 w 而 将 上 法 推广 为 
几 和 一 十 开 二 ( 且 2 证 2 十 风 生 .十 内 3 和 十 过 天 :一 至 必 光 ) 
| (13.5.10) 
到 w= 工 时 就 是 原来 的 塞 德尔 法 。 加 
在 简单 迭代 法 中 ， 每 次 送 代 的 结果 显然 不 依赖 于 扫描 的 次 序 。 松弛 法 则 不 然 ,不 周 的 扫 
描 顺 序 可 以 导致 不 同 ( 也 可 能 相同 ) 的 结果 ,因此 得 到 不 同 的 松弛 方案 。 除了 上 面 所 说 的 行 
列 顺序 (如 图 13.7, 这 是 比较 简单 常用 的 ) 外 ; 还 可 以 采取 , 比如 说 , 奇偶 顺序 。 把 节点 (6 人力 
按 下 标 和 《+7 一 奇数 或 偶数 分 为 奇偶 两 组 。 每 次 迭代 时 先 扫 换 奇 点 ， 后 扫 遍 偶 点 (如 图 


13.8) 。 注 意 奇 偶 两 组 点 作 播 伦 状 分 布 , 在 奇 点 工作 时 , 它 的 邻接 点 都 是 偶 点 , 都 只 有 昌 值 。 
其 后 在 偶 点 工作 时 则 邻接 氮 都 是 奇 点 , 都 有 了 新 值 , 因此 松弛 格式 可 以 表 为 
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人 一 好 中 二 (入 7 十 UV 加 十 大 各 和 十 从 和 十 秦 和 1 一 和) 4 十 7 一 奇 
(13.5.11) 
2 一 雪人 二 (2 十 Wi 二 ut 十 由 二 所 一 At)，i7 一 偶 
注意 在 程序 实现 时 ,不 论 采 用 什么 顺序 ,松弛 法 都 玫 为 相同 的 动态 竺 公式， 命 &( 和 ， 力 表 示 
场 交 8( 和 力 表 示 场 妇 fi， 则 有 
(2， 作 十 二 (2 力 十 一 二 力 十 &(G 二 二 力 十 &( 了 一 苇 
十 & (全 7 二) 一 4 人， 0 用 1 3. 5.192) 
只 是 扫描 控制 有 所 不 同 。 
在 松弛 法 中 , 由 于 增加 了 选择 参数 四 的 余地 ， 以 及 (在 较 小 程度 上 ) 选择 扫描 顺序 的 余 
地 ， 方 法 的 潜力 增加 了 。 可 以 证 明 (13.5.4 节 )， 当 松弛 因子 取 在 0<w<2 内 时 都 是 收敛 
的 。 取 w>1L 时 叫做 超 松弛 或 过 量 松 弛 ， 即 每 点 给 予 的 增 量 超过 使 方程 达到 局 部 平衡 之 所 
需 。 反之 ,， 当 w< 工 时 则 叫做 低 松 弛 或 欠 量 松弛 。 重要 的 是 松弛 因子 w 有 一 个 最 优 的 选择 
w%= 一 史 能 使 收敛 大 大 加 快 ， 这 个 最 优 值 在 1<ow*<2 之 间 , 属于 超 松弛 的 范围 。 通 常 把 这 类 
方法 叫做 超 松 弛 法 ， 简 称 为 松弛 法 。 对 于 不 同 顺序 , 最 优 参数 值 w* 以 及 最 优 的 终极 收敛 速 
度 是 相同 的 , 但 初期 的 有 限 次 内 的 收敛 性 能 则 有 所 不 同 。 
将 各 点 的 未 知 量 wp( 写 7= 二 …, 六 一 了 按 一 定 的 扫描 顺序 (例如 图 13.7 或 图 13.8) 排 
列 , 记 为 妇 ，…，tw %= (位 一 上 2。 与 此 同时 ， 将 各 内 点 的 差分 方程 (13.5.4) 也 按 同 一 顺序 
排列 , 得 到 线 代 数 方程 组 


袜 oowm=8 人 (13.5.13) 
= 
于 是 简单 迭代 法 表 为 
于 人 
(AI 一 一 2 ACID 

2GzT | D， 癌 Qi ) 413.5.14) 

而 松弛 法 则 表 为 
0 + 0 一 中 aoyro- 衬 ooim) (13.5.15) 


让 记 对 加 工时 ， 投 届 序 在 4 以 前 的 量 也 本 故 记 为 内” ， 在 及 以 后 的 分 量 则 
均 取 旧 值 , 记 为 5”。 


1 di ， 5 3 
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注意 在 不 同 的 原 序 下 ， 系 数 cu，# 是 不 同 的 ， 见 8 芭 .5.3， 相 差 的 是 行 与 列 之 间 的 排 
列 。 
CI ”Cn | O1 | 经 
CT 人 j L 1 
方 各 组 (13.5.13) 麦 为 矩阵 形式 








信 让 一 此 (13.5.16) 
把 熏 分 解 为 对 角 线 甩 利 下 三 角 五 及 上 三 角 尽 三 个 部 分 
和 一 7 十 和 十 已 (13.5.17) 
轴 211 本 | 几 下 
2 Lot “。 EN 
疝 人 人 玉 =| 
， : 也 Cn 一 二 nn 
L 他 ”一 God 0 名 一 二 0 、 0 
于 是 简单 欠 代 法 可 以 表 为 四 四 
到 013 一 且 (8 一 ( 秆 一 悠 ) 丝 ()) 
即 
记 r tl 一 一 (4 一 妃 ) 2 十 琅 (13.5.18) 
松弛 法 则 表 为 
儿 人 4) 一 2 十 加 人 于 (下 一 也 2 一 (有 十 下 )2) 
妓 


(到 十 or-ID)Uerb= 一 ( 屁 二 代 一 or DD)tem 二 下 (13.5.19) 


18.5.2 迁 代 法 概述 
上 上 述 玫 种 迭代 可 以 在 形式 上 统一 起 来 。 设 将 系数 阵 4 作 适 当 的 “分 解 ” 


入 = BAHC 。 (13.5.20) 
于 是 方程 4 = 可 玫 为 三 

48 一 天 2 二 CU 一 0 ” (1.5.21) 
据 此 制定 欠 代 法 ” 

再 Co2+1) 皇 并 0) 一 用 (13 .5 292) 

罗 盏 = 一 及 了 (13.5.23) 

于 是 (138.5.21L~22) 分 别 玫 为 
2 一 玉 2 十 号 -2 世 (183 .5.24) 
ren+D 一 Poem 十 已 - 功 (13.5.2D) 


矩阵 妇 = 一 吾 -0C 在 方法 中 起 着 关键 的 作用 ， 岂 做 这 个 迭代 法 的 适 代 竹 阵 或 收 束 矩阵 。 
回顾 (13.5.18~19) 可 知 简单 欠 代 法 相当 于 取 
巨 -D C-4- 万 有 -Dr04_ 态 - 关 DG 0d8.5.26) 


而 在 松弛 法 相当 于 取 
瑟 = 克 十 orD，C= 尼 -on0D 





S<5 


盏 =- _ (ETor1D)-(RTU or0D) 让 和 可， (13.5.27 


当 w= 工 即 塞 德尔 法 则 为 





万 一 万 二 站，C- 尼 五 -一 (ED 四- 瑟 2 了 018.5.28) 
对 于 和 迭代 法 首先 要 求 收 敛 。 这 就 是 说 , 不 论 取 什么 初 值 ， 当 你 一 co 时 Et) ”应 收 伍 
于 真 解 &。 和 定义 误差 向量 
em 一 1em) 一 和 ， M 一 0， 1 (13.5.29) 
收 往 性 就 意味 者 : 不 论 初 始 误差 e(2 如 何 ， 二 思 一 co 时 便 有 em->0。 将 (138.5.25) 与 
(18.5.24) 相 说 得 到 


en0+T) 一 有 CC ， 作 一 0 了 (13.5.30) 
由 此 递 扒 ed 一 吾 e(0)， el2) 一 7e (1 一 五 "e')， 。， 因此 
etm) 一 开 neo)， 咬 一 0 工 … (13.5.31) 


矩阵 如 = 一 五 -1C 在 每 步 和 迭代 时 起 着 压缩 或 放大 误差 的 作用 ， 因 此 叫做 收 束 阵 。 方 法 是 否 
收敛 , 快 锰 如 何 , 主要 取决 于 矩阵 召 的 本 征 值 模 量 的 大 小 。 站 

命 召 的 全 部 本 征 值 为 六 ，…， ?7m， 相 应 地 有 本 征 向 量 4 …， ?00， 即 如 2z0 只 一 ML。 
如 果 这 些 本 征 向 量 是 线性 无 关 的 , 则 任意 e@) 必定 可 表 为 


0odD 人 十 十- 00 en ) 


于 是 


et 一 BCL) 一 cd7120 人 十. .十 Ti2E7C) 
e(1) 一 再 "e() 一 aa712D 人 十， 十 CnTT 00) 
显然 可 见 ，e” 一 0 的 充 要 条 件 是 五 的 本 征 值 的 绝对 值 都 小 于 1 
| 人 | < 二 [< (13.5.39) 
事实 上 ,可 以 证 明 , 这 一 命题 对 于 一 般 的 符 阵 豆 〈 即 使 它 不 具有 线性 无 关 的 本 征 向 量 组 ) 也 
是 成 立 的 。 通 常 把 任意 矩阵 如 的 本 征 值 的 绝对 值 的 最 大 值 叫 做 瑟 的 谱 半 径 ， 记 为 
p( 西 ) 一 max| 人 | (13.5.33) 


于 是 迭代 法 (13.5.25) 收 敛 的 充 要 条 件 就 是 收 束 阵 召 的 谱 半 径 P( 盏 ) <1。 
在 收敛 的 情况 ,收敛 快慢 取决 于 允 的 本 征 值 的 绝对 值 的 大 小 , 基本 上 取决 于 本 征 值 的 
最 大 绝对 值 即 谱 半 径 p 一 P( 怪 ) 的 大 小 , 愈 小 收敛 愈 快 。 通 常 取 
刃 一 一 Inp， 即 pp 一 6 《13.5.34) 
作为 收敛 快 慢 的 度量 ,好 叫做 渐 近 收敛 速度 。 当 迭代 到 一 定 次 数 mm， 基 本 上 稳 化 时 , 可 以 证 
明 , 任 取 一 种 模 量 ( 见 第 八 章 或 8 13.5.6) 必 有 
| 


: 是 小 量 ，8<<1 一 一 所 需 的 迁 代 次 数 “ 








近似 地 满足 
pe 一 6 本 8 
基 1 
8 互 In( 二 ) (13.5.35) 


例如 , 取 s=10-， 即 要 把 误差 在 原 有 基础 上 压缩 10 倍 ,相当 于 要 提高 十 进 制 * 位 精度 则 
需 迭 代 次 数 为 


Dr 本 rp 和 抽 生 1 有 放 有 :ni 人 





1 十 ev 8 
4~ 坊 mm 10' 一 二 10=2.3s/ 下 
实际 和 迭代 时 需要 给 出 某 种 收敛 的 判 据 ， 例 如 使 误差 向 量 e” 的 某 种 度量 小 于 某 个 了 预 给 
的 容 差 以 便 结 束 和 迭代。 但 是 误差 e”"” = 亿 ” 一 和 本 身 是 不 知道 的 ,不 过 相 邻 两 次 迭代 的 差 辑 
即 “ 增 量 ” 


CCm+I) 一 2(m+1) 8) (183 .5 .36) 
或 者 " 余 量 ” 
7 一 六 一 4 (13.5.37) 
则 是 知道 的 。 它 们 与 误差 em 的 关系 是 
Ce+3 一 em+1) -edm) (413.5.38) 
(一 一 em，em) 一 一 夺 - 地 om (13.5.39) 
并 且 有 
Com+1l -再 Con) (18.5.40) 
久 +1) 一 提取 4-17m) (13 .. 41) 
实 跨 上 可 以 采取 罗 
人 人 | 一 maxi 人 ”| <p 四 (13.5.42) 
或 者 
由 人 4 一 maX [df 史 | 过 3.5:43) 


作为 收敛 控制 , p 或 ?为 预 给 的 容 盖 ,对 此 将 在 $ 13.6 中 讨论 。 


13.5.8 模型 问题 的 频谱 和 和 矩阵 表达 


为 了 对 迭代 法 进行 分 析 ,， 最 好 知道 模型 问题 (18.5.5~~6) 的 “频谱 ” 即 本 征 值 分 布 。 对 
应 于 差分 边 值 问题 (13.5.5~ 人 6) 有 差分 本 征 值 问题 
人 一 1 一 2 一 9 一 1 AN- (138.5.44) 
由 j 一 0， 当 “或 JI 一 0 或 N (13 .5.45) 
对 于 2， 9g= 二 …,， 太一 革命 四 


We.9 一 21 一 oos 区 ) 十 2(1 一 cos 9 ) 一 4sins 一 +4sin 生 。 (18.5.46) 


vi 一 sin BF sin 4 到 ， 2，7 一 0，…， 丸 人 《13.5.47) 
它们 满足 方程 组 (13.5.44~45)， 因 此 Xe,e 是 本 征 值 ， 都 是 正 的 ，v%o 是 相应 的 本 征 “ 函 
数 ,共有 ( 福 一 功 ” 个。 特别 有 最 小 及 最 大 本 征 值 


jam 一 Nd 一 4 一 eos 筷 )- 8sin2 -二 一 -< 2 


世 汶 =- 闻 (13.5.48) 





jasz 一 Now- 一 多 1 一 cos ) 开 ) 一 8cos: 8 一 )on 二 8 (13.5.49) 


(人 一 ] 
NA 

”不 难 验证 

于 [Mo 十 Gaa-o] =4， 10 9=1 …, 太一 


因此 ,所 有 的 本 征 值 对 应 于 和 = 生 即 在 和 =4 的 左右 成 对 出 现 。 人 
将 (2， 7 一 二 ， “” 六 一 司 ) 按 一 定 顺 序 ， 例如 按 行列 顺序 Wi1，?1W12，。。， 取 31，?o2，。…， 
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ZN-1,X-1 记 为 1， 2 0 一 (和 一 二 一 得 到 列 向 量 &， 类 似 地 将 让 (连同 边界 值 gs 让 排 
列 为 ，b2，…，D， 得 列 向 量 和 将 方程 (13.5. 和 以 及 (13.5.42) 也 按 相同 顺序 排列 。 于 是 
边 值 问题 (183.5. 0 和 本 征 值 问题 (13.5.44~ 和 名) 分 别 表 为 





习 ooawr 0 悦 ora 一 Mr 0= 1，…， 太 一 工 (13.5.50) 
44 一 D，485 一 和 2 (13.5.51) 
这 里 4= [erqj 是 三 对 角 块 带 状 阵 , 阶 数 为 呈 = (六 一 贡 ” 
百 -7 四 一 
| - 2 于 一 ， 一 1 
他 -- 再 = (13.5.52》 
2 三 一 二 一 1 4 一 1 
一 五， 一 1 4 
对 角 抉 吾 是 叉 一 1 阶 的 三 对 角 带 状 隆 , 非 对 角 块 上 了 表示 丈 一 1 阶 单位 阵 。Xe'o，we9 也 
就 是 第 阵 舟 的 本 征 值 和 本 征 向 量 


DO 一 入 DO)， 7， 0 一 ]， ， N -THT 
因此 阵 4 的 性 态 数 , 即 条 件数 , 即 最 大 与 最 小 本 征 值 的 比 为 : 
0 一 D( 4) 一 aaz/ 和 ain 一 (8cos2r/2N)1(8sin2m/2N) 
一 ctg2 (xz 21) 忆 4V2/rr2 (13. 5. 53) 
上 列 系 数 阵 4 的 块 状 结构 形式 是 由 行列 顺序 以 及 五 点 差分 格式 的 特点 决定 的 。 事实 
上 ， 取 行列 顺序 时 ， 相 当 于 把 内 节点 (2 作 按 行 分 为 轴 一 工 组 8，8S2，…，Sw-， 并 对 节点 
(2 办 赋 以 统一 的 单 标号 六 = 二 2 …， m%= (入 一 巧 2。 人 
同一 人 轧 ，( 2 (和 一 1 王位 2 ,六 一 二 
8={(2, ，(2， ne (2, N-TD}={N +L …， 2 一色 
设 节 点 的 单 标号 到 属于 gr， 即 该 点 位 于 第 妈 行 ， 该 点 的 差分 方程 至 多 与 三 个 组 Sr-: (前 一 
行 )，Sxz( 本 行 )， x+ (后 一 行 ) 的 节点 相干 。 因此 对 于 单 标号 9 不 属于 St oz，Saxi 的 
ao 一 0。 因此 4 必 为 三 三 对 角 块 带 状 
4 4 
4 4 4 
人 (13.5.54) 
Ai 


块 4z 表示 组 ur( 即 第 大 行 ) 与 避 ( 即 第 ! 行 ) 之 间 的 相干 性 。 此 外 , 在 每 行 中 节点 的 差分 

方程 至 多 与 三 反 即 2 一 世 前 一 点 )， 2 (本 点 )，2 十 革 (后 一 点 ) 相 干 , 因此 对 角 块 是 三 对 角 线 带 

状 阵 如 (13.5.52) 中 的 已 ; 人 4xxz-1， xx 和 

如 (18.5.52) 中 的 一 《。 

类 似 的 方法 可 以 定 出 在 别 的 顺序 下 系 煞 阵 的 表达 式 。 在 奇偶 顺序 下 ， 相当 于 帮 节 上 

(4， 4 十 9J 一 奇数 或 偶数 分 为 奇偶 两 组 
一 人 (1 和， (2 1，(2，3)，… 了 一 { 人 2 ss 
1 切 ，(1， 3)，…，(2, 2) ，(2，4) ， 一 { 人 十 1 和 十 2 
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在 五 点 差分 式 中 , 每 点 只 与 上 下 左右 四 个 邻 点 相干 , 与 斜 向 邻 点 不 相干 。 因 此 在 奇 点 的 败 式 
中 只 含 一 个 奇 点 即 本 点 和 四 个 邻 点 都 是 偶 点 。 侦 点 的 格式 则 相反 。 因 此 ， 
天 让 | (13.5.55) 
4 万， 
这 里 对 角 志 2，7p 分 别 表示 奇 组 或 个 组 内 部 的 相 千 性 ， 本 身 都 是 对 角 阵 。 4ia，4si 表示 
奇 对 偶 或 偶 对 奇 的 相干 性 。 在 模型 问题 中 ， 妃 ， 疡 , 的 对 角 元 都 是 4 4is 和 42: 的 每 行 至 
多 有 4 个 非 堆 元 素 , 都 是 一 1 细节 从 略 。 
不 同 顺序 下 的 系数 阵 只 相差 行 与 列 的 重新 排列 ， 本 征 值 是 不 变 的 ， 都 是 (18.5.46) ,本 征 
向 量 只 相差 分 量 标号 的 排列 , 其 实 还 是 同一 个 格 网 本 征 函 数 (13.5.47) 。 
在 模型 差分 组 系数 阵 (18.5.52) 或 (13.5. 王 ) 都 是 对 称 正 定 的 。 在 复杂 的 区 域 以 及 变 系 
数 方程 的 情况 ， 用 变 分 原理 或 守恒 原理 推导 的 差分 方程 组 能 保证 系数 阵 的 对 称 正定 性 ， 匈 
0 8 13.3。 


18 .5 4 政和 性 分 析 
在 模型 问题 中 全 的 对 角 部 刀 = 林 厂 因 简单 适 代 法 的 收 束 阵 


G- 一 D-4 一 门 一 D-4-7 开 4 (13.5.56) 
因此 G 的 本 征 值 凡 与 双 的 本 征 值 入 之 间 有 线性 关系 
一 I 开 》 (13.5.57) 
于 是 ,根据 (13.5.49) 
于 和 >0 (13.5.53) 
1 1 
Hamin 一 工 一 了 Amax 一 玫 入 min 一 工 一 一 Kmar<0O (13.5.59) 


注意 , 由 于 盘 的 本 征 值 对 称 于 和 一 和 故 @ 的 本 征 值 对 称 于 风 =0, 即 正 负 成 对 出 现 。 因 此 @ 
的 本 征 值 的 最 大 模 , 即 谱 半 径 ,今后 记 作 就 是 


二 hasrx 开 一 于 jam 开 ~ 2sin? -一 cos 站 <1 (13.5.60) 
WA 尺 > 已 。 因 此 简单 迁 代 恒 收 仿 。 当 六 六 1 时 
凡 一 cos 万 1 一 mV/2N3 (13.5.61) 
因此 有 收敛 速度 
民 一 一 In1pRT23] AN (13.5.62) 
“松弛 法 的 收敛 分 析 在 理论 上 要 复杂 些 ， 这 是 因为 它 的 收 东 阵 
瓦 = 一 (+orD)-(RRG onDD) (13.5.63) 


不 对 称 有 复数 本 征 值 。 下 面 ,我 们 仅 对 模型 问题 引述 一 些 主要 结论 (参考 [2], [1) 。 

(了 当 和 迭代 参数 w 取 在 0<w<2 之 内 时 ， 松弛 法 都 是 收 全 的 。 这 一 结论 对 于 对 称 正 定 
阵 4 普遍 成 立 。 

《2) 松弛 法 收 束 阵 到 。 的 本 征 值 7 与 简单 迁 代 的 收 束 阵 @= 7 一 万 -4 的 本 征 值 风 之 间 
有 对 应 关系 


re -和 pnyyeey :qtrv， > 站， 人 ri 1r 刀 全 六 veyramwm ay - 加 5 
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(7 十 @ 一 四 21/o27 一 1 (13.5.634) 


G 的 本 征 尿 都 是 实数 , 正 负 成 对 出 现 ,都 在 (一 十 了 之 内 ; 于 . 的 本 征 值 7 可 以 有 复数 。 
(3) 取 w=1 即 塞 德尔 法 时 上 列 关 系 简化 为 


太一 12 (13.5.65) 
因此 塞 德 尔 法 收 束 阵 吾 ; 的 谱 半 径 信 为 简单 多 代 法 收 束 阵 @ 的 谱 半 径 凡 的 平方 
一 PE 一 好 一 PCG) (13.5.66) 


因此 赛 德 尔 法 收敛 速度 比 简 单 和 迭代 法 快 一 们 
玉 一 一 了 和 一 一 有 /大王 2( 一 了 一 2 及 
(和 当中 按照 下 列 公式 取 优 选 值 o” 时 瑟 . 的 谱 半 径 思 达到 极 小 : 


之 
CE 1 一 p(C) (13.8.67) 
1 一 AI 一 帮 
一 wh) 一 (一 本 一 二 一 一 一 一 一 13.5.68 
MI Re 


这 个 优选 值 在 1<w* 一 2 之 间 ， 属 于 超 松 弛 范围 。 

(5) 当 Oo<o*， 玉 。 按 模 最 大 的 本 征 值 是 正 实数 即 加 = 一 7mar, 并 且 单 本 征 值 。 当 w 和 w” 
时 克 . 的 全 部 本 征 值 (其 中 有 复 的 ) 按 模 均 相等 , 异 值 为 7 一 
w 一 I。7u 一 p( 吾 。) 对 参数 w 的 依赖 曲线 如 图 18.9 在 极 小 扣 
o 一 凡 的 右 侧 (o>o”) 以 斜率 工 缓 升 , 在 左 侧 (o<o”) 以 斜 





率 co 急 升 。 
《6) 在 不 同 的 扫描 顺序 下 ， 尽 管 系数 阵 仿 以 及 收 束 阵 
CG,， 玖 .的 形式 不 同 ， 例 如 在 行列 顺序 4 形 如 (13.5.52)， 在 13.9 


奇偶 顺序 4 形 如 (13.5.55), 但 是 上 述 各 点 结论 都 同样 成 立 。 由 于 不 同 顺序 下 C@ 的 本 征 值 
即 义 相 同 , 因此 参数 的 优选 值 o* 以 及 渐 近 收敛 速度 均 相 同 ， 只 是 初期 的 即 有 限 次 的 渤 代 效 
果 有 所 不 同 。 

用 符 阵 忆 -4 的 性 态 数 p=2( 2 一 4) 来 交 画 各 种 大 代 法 的 收敛 速度 比较 方便 。 盒 
刀 -14 的 最 小 最 大 本 征 值 为 5on， loaz。C@=T 一 人 :4 的 最 小 最 大 本 征 值 为 aaa= 一 几 
pmax 一 Ko。 由 于 4 一 一 C, 故 





Sanin 一 工 一 Mnax 一 了 一 风 ， 6aaz 一 于 一 凡 nin 一 工 十 几 (13.5.69) 
因此 
二 三 一 上 二 三 ER 二 工 十 见 
p-2(DT4) -2 一 王 禾 (13.5.70) 


对 于 模型 问题 刀 -:4 一 工 4， 因 万 -:4 与 4 有 相同 的 性 态 数 即 





0 一 0(D14)=D(4)=ctg? 了 4/ (13 .5.71) 
实践 上 重要 的 是 Z 六 1 即 及 六 1 的 情况 。 不 难 筑 出 
于 - 大 | 
站 二 1 一 二 二 1 一 /32 3.5.72) 
地 
mr=( 3) 1 (18.5.73) 
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ms 一 人 > -(Y2-j -1 和 -1-2m/8 (13.5.74) 





二 十 w\/ 1 一 /|[ 人 了 十 于 A/ 力 
因此 得 到 渐 近 收敛 速度 
简单 迭代 ; 
有 -一 inps 卫 =ma/2， 03.5.78) 
塞 德 尔 法 ， 
志 吉 -了 六 (13.5.76) 
优选 超 松弛 ， 
0 (13.5.77) 
VD 


塞 德尔 法 比 简单 适 代 快 一 倍 ， 已 见 前 述 ， 而 优选 超 松 弛 比 塞 德尔 法 又 快 约 2r-N<0.6X 
倍 , 这 是 很 可 观 的 改进 。 对 于 三 维 模型 问题 ， 由 三 维系 数 阵 的 性 态 数 与 二 维 的 相同 ,收敛 速 
度 也 相同 。 总 的 说 来 , 上 述 几 种 迁 代 法 的 收敛 速度 都 是 受 系数 阵 (更 确切 些 说 阵 厂 -:4) 的 
性 态 数 六 制约 的 ， 抢 阵 病态 愈 甚 , 收敛 愈 慢 。 简单 迭代 和 塞 德尔 法 的 收敛 速度 都 反比 于 也 
而 优选 超 松弛 法 则 反比 于 \/ 万 。 

以 上 结论 虽然 是 对 模型 问题 在 行列 或 奇偶 顺序 下 说 的 ,事实 上 , 在 更 广 的 范围 内 ， 即 对 
于 所 谓 具有 "性质 4 的 系数 阵 在 所 谓 “ 一 致 顺序 "下 结论 (TD) ~ (6) 都 成 立 。 有 关于 细节 比较 
繁琐 , 从 略 ,可 以 参看 [人 ] 。 笼 统 地 说 上 述 结论 对 于 二 阶 梢 圆 方程 的 五 点 差分 格式 在 相当 广 
泛 的 顺序 下 均 适合 , 而 实际 上 应 用 范围 甚至 还 要 宽 些 。 但 是 , 对 于 四 阶 的 本 贺 方 程 , 如 板 、 壳 
问题 中 的 重 调和 方程 的 差分 格式 , 则 上 述 结论 未 必 成 立 ; 即使 成 立 , 由 于 性 态 数 p~O(N4， 
收敛 也 是 很 慢 的 。 目 前 看 来 , 对 这 一 类 问题 采取 其 它 方法 , 例如 直接 法 或 直接 法 与 迭代 法 相 
结合 的 共 生 斜 量 法 ( 见 第 八 章 ) 等 为 宜 。 

综 上 所 述 , 由 于 松弛 法 的 算法 简单 , 存储 要 求 低 , 并 可 优选 参数 使 收敛 大 大 加 快 , 它 是 术 
圆 差分 方程 的 主要 数值 解法 之 一 ,特别 适用 于 二 阶 ( 二 维 或 三 维 ) 顶 圆 型 问题 。 它 还 可 以 扒 
广 为 行 松弛 或 块 松 弛 即 成 组 松弛 法 , 也 有 类 似 的 优选 参数 方法 ,可 以 参考 [二 2。 


13.5.5 变 参 数 松 弛 法 


超 松 弛 法 取 优 选 参 数 w= oo-” 时 能 得 最 快 的 (相对 于 其 它 的 w 值 ) 终极 即 渐 近 收敛 速度 。 
但 是 , 实际 表明 ， 有 时 在 迭代 初期 误差 反而 增长 , 只 当 迭 代 了 一 定 次 数 后 才 下 降 。 反 之 , 取 
w 一 上 即 塞 德尔 法 时 , 虽然 最 终 收 敛 速 度 是 很 慢 的 , 但 迭代 初期 误差 下 降 较 快 , 特别 对 随机 性 
的 初始 误差 是 这 样 。 因 此 和 希望 能 把 两 法 结合 起 来 , 保持 最 优 的 渐 近 速度 , 同时 加 速 初 期 的 收 
敛 性 以 期 及 早 结束 迭代。 对 此 可 以 采用 变 参 数 的 松弛 法 。 

一 个 最 简单 的 结合 方案 是 迭代 第 一 步 取 w=1, 而 从 第 二 步 起 恒 取 w 一 o*。 结 果 相 对 单 
纯 的 优选 松弛 有 所 改善 。 可 以 证 明 , 当 取 奇 偶 顺 序 时 , 误差 的 欧 氏 模 量 是 单调 下 降 的 。 

另 一 种 较为 有 效 的 加 速 法 是 在 奇偶 顺序 下 进行 的 。 设 想 翅 每 步 迭 代 先 扫 奇 点 后 扫 偶 点 
的 步骤 看 作 两 次 迭代 ， 在 这 个 奇偶 交替 过 程 中 每 次 采用 不 同 的 迁 代 参 数 @=w，oa，ows， 
co …。 这样 13.5. 芭 就 改 为 : 
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2 十 1 2m -1 (CU3n 上 II 2 区 
全) 一 2 全 六 ) 十 交 (2 十 2 十 记 生 十 W2 人 十 2 一 4 7 


纪 十 一 [3 
] 一 奇 (13.5.78) 
00， 
2 十 ?一 侦 人 
参数 wx 用 下 列 递 推 公式 产生 
Ci 一 二 ， om， 人 8 一 十 ， 2， ee (13.5.79) 


人 的 意义 同 前 /=p(C)。 这 就 是 所 谓 切 比 晓 夫 加 速 法 , 也 是 切 比 晓 夫 闪 代 法 的 一 种 变形 , 其 
推导 见 8$8183.7。 

这 里 第 一 步 取 w 一 ] 以 发 挥 塞 德尔 迭代 初期 压缩 误差 的 作用 。 当 8 一 co 半 芭 稳定 到 
一 个 极限 值 。 只 须 在 递 推 公式 中 命 x+ 一 ox 就 可 以 算 这 个 极 值 就 是 超 松弛 的 优选 值 


Oo* (13.5.80) 


CO 


工 十 W 工 一 风 
因此 渐 近 收敛 速度 与 优选 松弛 法 同 。 至 于 初期 收敛 性 则 有 显著 改进 , 见 18.5.6 节 这 个 方法 
在 超 松弛 的 基础 稍 作 变 化 就 可 实现 , 因此 在 实践 上 是 可 取 的 。 


18.5.6 初期 收敛 性 的 比较 


本 市 对 常 参数 和 变 参 数 失 弛 法 的 初期 收敛 性 进行 比较 为 此 目的 ， 先 提 一 下 向 量 和 矩 
阵 模 量 的 概念 (参看 第 八 章 )。 

通常 衡量 一 个 向 量 9 的 “大 ”“ 小 ”可 以 采取 一 定 的 模 量 ( 即 范 数 ) j2|, 例如 : 向 量 的 欧 几 
里 得 模 量 定义 为 





ol = (全 十 … 十 只 1 (8.5.80) 
对 于 所 取 定 的 回 量 模 量 可 以 规定 矩阵 五 的 模 量 
| 再 | =max 二 站 (13.5.82) 
并 且 恒 有 不 等 式 
| 到 oj 冬 | 且 外 le (13.5.83) 


这 里 等 号 是 可 以 达到 的 ， 即 总 存在 适当 的 向 量 9 使 得 | 用 2 =| 好 21。 可 以 证 明 ， 当 向 
量 取 欧 氏 模 量 418.5.8 世 时 ， 相 应 的 矩阵 欧 氏 模 量 | 鼠 | 就 是 矩阵 如 瑟 的 谱 半 径 的 平方 根 
即 


| 再 | = (po( 盏 7 丽 ) )22 (13.5.84) 
当 玫 为 对 称 阵 时 , 天 = 五 ，p (如 玫 ) 一 (p( 画 ))5% 因此 其 欧 氏 模 量 与 谱 半径 同 即 
| 巡 | 一 2( 瑟 ) (13.5.85) 
在 非 对 称 阵 则 两 者 可 以 不 等 但 恒 满 足 不 等 式 
P( 友 和 | 到 | 和 np 人 (加 ) (3.5.86) 


法 代 法 的 收 伊 条 件 是 其 收 束 放 如 的 谱 半径 p( 召 )<J1。 这 时 虽然 保证 终极 的 收敛 性 , 但 
在 有 限 次 迭代 的 误差 增 减 可 以 比较 复杂 。 事 实 上 , 根据 (138.5.31b),(〈13.5.83) 
je < 有 人 e 《了 到 .5.87) 


本 
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当 歼 为 对 称 阵 时 , 例如 在 简单 迭代 法 丈 是 这 样 ， 
和 至 | 一 p( 瑟 ) ,| 轨 中 =pGY7) 一 (P( 瑟 )) (18.5.88， 
当 p( 盏 ) < 工时 ,误差 按 欧 氏 模 量 是 单调 递减 的 。 但 是 ,例如 在 超 松弛 法 中 , 收 东 阵 如 不 对 
称 ， 虽 然 p( 加 ) < 工 而 可 能 欧 氏 模 量 | 召 | >1 这 时 可 以 发 生 ec 一 | 如 | .leol> ec， 因 
此 误差 模 量 可 能 增长 。 但 是 
| 再 中 入 op (") 一 mp (本 )) 一 0 Coco) 


到 了 最 终 ; 模 量 还 是 递减 至 于 零 的 。 
| 收 束 阵 为 恕 。 
2 E 
外 一 一 0( 丽 .) 一 1 RS (13.5.89) 
攻 本 2 
人 一 P(Cn) << 工 汪汪 (13.5.90) 
ec0) 一 再 2e(，D( 玫 吕 ) 一 7 (13.5.91) 
je 人 sj 五 e le (8.5.92) 


虽然 ?一 p( 百 ,和 和 =p( 瑟 %) 都 < 二 但 当 思 较 小 时 ，| 互 。| 和 | 五 中 都 >1。 事 实 上 ,可 
以 证 明 ( 见 [2]) 


wj-1E2I-[- 全 十 3 十 | 0 (13.5.93) 


右 端 第 一 因子 [… ] 基 本 上 随 中 线性 上 升 第 二 因子 六 随 双 指数 状 下 降 。 由 于 0 二 ~ 
当 双 较 小 时 第 一 因子 占 主 导 ， 当 和 m 很 大 时 第 二 因子 占 主导 。 因 此 ， 当 思 从 0 开始 增 大 时 ， 
g(m) 从 9(0) =I 升 到 一 定 的 峰值 (> 然 后 单调 下 降 以 至 于 0, 这 表示 在 迭代 初期 误差 模 
量 会 上 升 。 

对 于 ow=- 1 即 塞 德尔 法 , 可 以 证 明 [2] 

pi (az) 一 人 五 字 Er 2m- 必 (13.5.93) 

的 意义 同 前 。m (oo) 是 单调 于 降 的 。 

对 于 切 比 雪夫 加 速 法 可 以 证 明 [2] 有 和 矩阵 Cj，Ca，…，Csn (这 里 Can 是 与 2m 次 切 氏 
多 项 式 相连 系 的 对 称 怎 阵 ) 使 得 








em 一 GoneC) 
并 且 
wm) 一 Gu|- 计 疯 Im (13.5.95) 
7 的 意义 同 前 , 这 也 是 单调 下 降 的 。 
对 于 模型 问题 , 取 
六 =128，H 一 oosm/128 一 0.99997 
or 一 1.952，7 一 0.952 
tiTT 曲线 久 (m)， 科 (m)， 和 (m) 见 图 13.10 (参考 [3])。 
图 13.10 在 优选 超 松弛 法 ， 最初 20 次 闪 代 到 20 次 时 or (mn) 


上 升 达 30 倍 , 至 128 次 (二 六 ) 开 始 复原 。 在 塞 德尔 法 , px(m) 油 微 向 下 的 曲线 , 没有 误差 增 
大 现象 。 最 好 的 是 切 氏 加 速 法 pe(m) , 它 位 于 其 它 两 曲线 之 下 , 初期 误差 下 降 最 快 ,大约 32 
(之 让 /和 次 后 (0 二 pm 达到 浙 近 收敛 速度 。 





8$ 13.6 实际 计算 中 的 处 理 
13.6.1 收敛 控 制 和 问题 规模 的 估计 


如 183.5.2 节 所 述 ,迭代 过 程 的 结束 可 以 用 余 量 控制 
上 1 一 maxlr ”| sp (13.6.1) 
或 增 县 控制 
Ia =maxldgo| <8 (13.6.2) 
0 6 是 预 给 的 容 差 。 容 差 过 宽 , 精确 度 成 问题 ， 过 严 则 浪费 机 器 时 间 。 关于 究竟 取 余 
是 取 增 量 来 控制 以 及 容 差 如 何 定 的 问题 ， 一 般 没有 定论 ， 要 结合 具体 问题 作 具体 分 析 。 
人 E 给 出 粗略 的 讨论 。 
首先 , 对 于 椭圆 差分 方程 ,迭代 达到 过 高 精度 , 既 耗 费 大 也 不 必要 。 这 是 因为 , 在 用 差 商 
代替 微 商 时 必 有 截断 误差 。 以 模型 问题 为 例 , 由 于 采用 了 二 阶 精度 的 数值 微分 公式 , 微分 方 
程 的 精确 解 并 不 严格 满足 差分 方程 (18.5.4 而 只 是 近似 满足 


太一 二 (lj 一 wa 一 wa 一 ww 亿 党 及 3 OA) (13.6.3) 


这 可 以 从 寡 次 展开 得 出 , M4 为 四 阶 导数 的 上 界 。 也 就 是 说 
了 ji 一 (4 一 全 一 2 一 全 和 1 一 OCR) (13.6.4) 
注意 向 量 六 相当 于 这 里 的 j2 户 ;而 不 是 九 j。 因 此 在 迭代 时 只 需 将 余 量 Jr) 一 8 一 4tiem 压 
至 0 一 O(CN- 人 的 量 级 ， 再 低 就 没有 意义 了 。 因 此 余 量 容 差 大 致 可 取 为 p=O(CY-。 
如 果 用 增 量 dm) 控制 , 则 容 差 8 应 有 所 不 同 。 这 是 由 于 二 
do+D 一 em+tD 一 ee 一 4em 一 em= (4 一 门 eo) 
=- (4 一 门 (4 一 (4- 一 们 7 《13.6. 
在 模型 问题 中 4 的 最 小 本 征 值 为 W-2 量 级 ， 即 4-:! 的 最 大 本 征 值 为 W2 量 级 ， 故 用 竺 阵 
(4 二 一 ) 作用 时 可 能 (最 坏 的 情况 ) 把 向 量 放大 和 倍 , 因此 要 使 ?” 压 至 OO 光量 级 应 
到 增 量 de 的 容 差 约 为 S=O(N-9)。 
现 以 取 余 量 控制 po 二 CCN-) 为 例 ， 试 对 迁 代 次 数 总 量 作 一 粗略 估计 。 由 于 





Yo 一 4e 
Mi) 一 -e 4 一 十 ， 
Mi< 客 iliismexlg il 福 m 
| < [ai om|<max cj 。 -ou| 
因此 2 
1 <141le”|， 141-max 六 |o| (13.6 6) 


<tc<n 一 
在 模型 问题 14 就 是 各 点 差分 方程 的 系数 绝对 和 的 极 大 值 ， 0 因此 
lem|> 二 ro 
鸯 此 , 当 余 量 Yo 压 至 ON 包 量 级 时 ， 误 差 e”… 应 至 s，8>>cA 4 < 为 与 玫 无 闫 的 玫 
根据 人 13.5.35), 迭代 至 此 廊 需 的 次 数 
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1 元 了 (二 )= 霹 (tnW+Ine 二 到 (13.6.7) 


这 里 认为 X 充分 大 , 略 去 了 与 六 无 关 常 数 mo ， 玉 为 渐 近 收敛 速度 。 
(18.6.7) 只 是 迭代 次 数 的 上 界 售 计 , 实践 上 , 当 有 较 好 的 初始 值 时 , 可 以 在 远 低 于 这 个 

合计 的 次 数 就 达到 合理 的 结果 。 

设 格 网 的 节点 总 数 为 内 ， 迭 代 时 每 点 的 运算 量 为 w， 于 是 一 次 迭代 的 运算 量 为 愉 w， 

迭代 字 次 总 的 运算 量 一 Mg。 在 二 维 模型 问题 , 人 =N， 每 点 运算 量 二 6， 因 此 

五 二 24N2inN/ER。 


优选 松 缉 @ 一 o*; B 忆 人 6~2NainN 
塞 德 尔 法 w= 寺 B= .75， 5~2.6NelnN 


对 于 一 般 的 二 阶 椭圆 差分 方程 , 这 个 界限 估计 在 量 级 上 也 是 对 的 。 结合 着 机 器 的 速度 和 容 
量 , 可 以 对 问题 的 规模 作出 基本 估计 , 以 便 在 解 题 时 心中 大 致 有 谱 。 
18.6.2 和 迭代 参数 的 试 选 方法 
通常 在 实践 上 Nt 对 于 不 同 参 数 w, 收敛 速度 有 数量 级 的 差别 , 因此 四 是 否 为 优选 影 
响 很 大 。 
收敛 速度 取决 于 收 束 阵 玖 ,的 谱 半径 ww, 后 者 对 的 依赖 曲线 如 图 13.9。 曲 线 在 优选 
点 wo=ox 有 反 折 。 在 o<o* 的 方面 ,mw 以 斜率 co 急 升 ; 在 w>or* 的 方面 以 斜率 荆 缓 升 。 因 
此 在 w* 的 邻近 取 参 数 w 宁可 偏 大 而 不 要 偏 小 。 
优选 值 wo* 取决 于 谱 半 径 p(G) = we 在 模型 问题 中 确 知 凡 =ecosm/N; 在 一 般 情况 下 几 是 
不 知道 的 , 但 可 以 在 选 代 过 程 中 定 出 。 在 迭代 的 每 一 步 , 余 量 Fe) 一 0 一 4zttm) 或 增 量 Gent3 
一 2&Ue+D 一 2im) 是 现成 的 已 知 值 。 它 们 的 发 展 规律 是 (14.5.40~44) 即 
gt 一 几 末 4-17m (13.6.8) 
Com+1D 一 末 don (138.6.9: 
4 再.4-: 与 丽 。 有 相同 的 本 征 值 。 为 了 估计 凡 , 开始 和 迭代 时 取 wo= 了 即 下 . 一 下 。 由 于 它 的 
按 模 最 大 本 征 值 记 =p( 丽 ;) =02， 并 是 为 正 实 单 根 , 因此 ,如 以 余 量 为 基础 ,根据 寡 法 (第 十 
章 ) 可 以 定 出 
re 一作 一 0 
也 就 是 说 , 一 直 迭 代 到 上 列 比值 稳定 为 止 。 这 里 模 量 可 以 取 为 最 大 模 | zj 一 maxlrt| 或 欧 氏 
模 |r| = (3r2)“*。 得 到 e 后 再 按 公式 (13.5.67) 计 算 ”以 后 就 改 用 这 个 参数 值 或 稍 放 
大 些 继续 进行 欠 代 。 也 可 以 在 开始 时 取 w>1 但 <o*, 这 时 玖 。 的 按 模 最 大 本 征 值 7 也 是 
正 实 数 单 根 , 故 按 朝 法 也 有 
| rosaly/lroo| > 下 人 (13.6.10) 
再 用 公式 (13.5.64) 计 算 p2, 由 此 再 用 公式 (18.5.67) 计 算 wx*。 注 意 开始 选 代 时 的 参数 w 一 
定 要 小 于 o*, 否则 丽 。 的 按 模 最 大 本 征 值 是 复数 , 寡 法 不 一 定 收 敛 。 
也 可 以 在 增 量 qe" 的 基础 上 使 用 宕 法 定 A， 
GotD 一 盏 .GemD2，|aeALGe | 一 mw (4.6.1) 


但 实 踊 表 明 这 样 做 的 精度 稍 关 。 
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-在 较为 复杂 的 问题 , 前 述 优选 参数 的 理论 包括 公式 (13.5.67~68) 不 一 定 适用 , 这 时 可 
以 用 试 算 对 比 的 方法 来 定 出 较 优 的 因子 ( 见 第 八 章 )。 


13.6.3 关于 复杂 情况 的 处 理 


以 上 计 的 二 险 常 系数 方程 矩形 区 域 第 一 类 边 值 问题 。 当 边界 条 件 由 第 一 类 变 至 第 二 、 
三 类 , 区 域 由 扼 形 变 为 不 规则 , 征 分 方程 由 常 系数 变 为 变 系数 , 二 阶 变 为 四 阶 时 , 情况 就 复杂 
化 , 处 理 上 要 采取 相应 措施 , 但 基本 原则 是 相仿 的 。 

当 边 界 条 件 为 第 二 类 , 例如 对 于 方程 (138.5. 孔 区 域 的 上 部 边界 条 件 改 为 

， OU 
人 
于 是 边 点 (入 ) 可 以 取 , 例如 (13.3.5) 即 


2wv 一 地 -1T,N -到 Wi+1,N 一 2 N 一 1 二 人 十 pg.xw 一 OUx (13 .6.13) 


而 动态 公式 (13.5.12) 要 局 部 地 改 成 
ui N) 十 号 [5 N) 十 豆 &( 人 一 也 N) 十 可 ui 二 了 1) 


(13.6.12) 


+uG. NI 一 20(2 N) wb (13.6.14) 


因此 边界 点 差分 格式 的 多 样 化 增加 了 程序 的 复杂 性 。 
一 个 常见 的 特殊 情况 是 单纯 的 第 二 类 边 值 问题 如 (138.3. 巧 ~16), 当然 给 定 了 与 9 清 足 


协调 条 件 (138.3.18) 以 保证 有 解 。 按照 8 14.3 或 813.4 离 散 化 后 得 到 五 点 差分 方程 组 
《13.3.20) 即 


袜 cw=i 4 一 于 ，…， 几 (13.6.15) 
一 


施 阵 4 是 对 称 退 化 半 正 定 ，4 有 本 征 值 0， 其 它 本 征 值 为 正 ， 在 离散 化 时 应 使 协调 条 件 
(13.3.18) 得 到 保持 即 应 满足 协调 条 件 

2pD 一 0 (13.6.16) 
以 保证 (13.6.15) 有 解 。 如 果 (13.6.16) 不 被 严格 满足 ， 则 如 在 8 18.3 末 所 述 可 对 4 稍 加 
调整 后 使 (13.6.16) 成 立 。 这 样 的 差分 方程 组 有 解 , 但 不 唯一 ,不 同 解 之 间 相 差 一 个 常数 。 一 
种 习惯 的 解法 是 固定 解 的 一 个 分 量 然后 用 松弛 法 。 较 好 的 办 法 则 是 直接 用 松弛 法 。 对 这 一 
情况 , 松弛 法 的 理论 和 实践 基本 上 可 以 照搬 , 只 有 个 别 之 点 稍 加 修正 。 事 实 上 , 可 以 证 骨 : 松 
弛 法 的 收 束 阵 丽 。 的 本 征 值 "与 简单 迭代 的 收 束 阵 @ 的 本 征 值 凡 之 间 仍 有 关系 (13.5.64)。 
不 同 之 点 只 在 于 召 的 最 大 模 本 征 值 为 w= 土 1, 对 应 的 9 有 一 个 为 二 另 一 个 为 (o 一 芒 ?。 当 
协调 条 件 (13.6.16) 成 立时 ， 对 于 0<w<2 范围 内 的 超 松弛 法 对 于 任意 初始 向 量 都 是 收 伍 
的 , 即 收敛 到 差分 方程 组 (13.6.15) 的 无 穷 多 个 解 中 的 一 个 , 而 松弛 因子 w 的 优选 值 则 是 


本 2 
ER (13.6.17) 
形式 与 (13.5.67) 相似 , 只 是 把 那里 的 /=p(G) 代 以 G 的 按 模 次 大 本 征 值 wa。 在 迭代 过 程 
中 试 选 o* 的 方法 也 同 于 18.6.2 节 , 即 任 取 w<o* (13.6.17), 进行 迭代 ， 无 论 余 量 或 增 量 
按 守法 所 得 的 模 量 比 或 分 量 比 必 趋 向 于 互 。 的 次 大 本 征 值 m, 由 (13.5.64) 可 算出 G 的 次 
大 本 征 值 几 ， 再 由 (18.6.17) 算 出 w*。 这 个 直接 的 最 优 超 松弛 法 要 比 固定 一 个 分 量 的 最 优 
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超 松弛 法 收敛 快 得 多 。 有 关 的 情况 可 以 参考 [6] 或 第 八 章 。 

当 区 域 具有 不 规则 边界 时 , 内 存 的 安排 和 扫描 控制 会 大 大 复杂 化 。 在 有 些 情 况 下 可 及 把 
这 种 边界 不 规则 的 格 网 套 在 一 个 规则 格 网 之 内 如 图 13.1， 
并 把 节点 分 为 两 类 , 一 类 是 原 有 节点 , 是 计算 点 ， 另 一 类 是 
新 添 的 虚 反 ， 是 不 计算 点 。 迭代 扫描 时 按 外 套 规 则 格 网 进 
行 ,对 于 虚 点 是 空 跑 这 是 付出 一 定 的 存储 空间 和 计算 时 


辆 
间 的 代价 来 换取 程序 的 简化 。 
十 | 二 上 二 当 微 分 方程 为 变 系数 时 , 差分 格式 也 变 复杂 , 例如 成 为 


图 13. 了 1 会 8 urpira 一 0 (13.6.18) 


在 二 阶 方程 的 五 点 或 九 点 格式 ，Dp,，2 一 0， 填 上， 在 二 阶 微分 方程 以 及 四 崔 微 分 方程 , 则 2 9 
的 范围 更 宽 。 这 时 迭代 的 动态 公式 月 然 是 


(2 力 十 -各 林 | 5 力 一 习 ogov(i+2 和 人 >w( 访 。 03.6.19) 
下 


这 里 需要 把 逐 点 的 系数 保存 , 使 得 存储 的 负担 大 大 加 重 , 例如 在 五 点 格式 ， 要 增加 五 片场 来 
保存 系数 。 也 可 以 只 列 出 ?2 的 计算 公式 ， 而 迁 代 时 和 逐 点 临时 计算 值 ， 利 用 计算 机 的 速度 
以 补偿 存储 量 的 不 足 。 

一 般 说 来 , 对 于 实际 的 计算 问题 ,三 个 因素 一 一 一 、 存 储量 , 二 、 计 算 工 作 量 , 三 、 程 序 复 
杂 性 (相当 于 准备 工作 量 ) 必 须 权 衡 轻重 ， 统 一 起 来 考虑 。 其 中 任 一 因素 都 可 能 构成 客观 上 
解 题 的 限度 。 对 于 变 系 数 以 及 几何 上 复杂 的 问题 , 第 三 个 因素 往往 占 主导 地 位 , 目前 有 限 元 
法 (第 十 四 章 ) 对 此 解决 得 比较 好 , 使 得 多 种 多 样 的 复杂 问题 在 算法 上 基本 统一 起 来 , 便于 标 
准 化 , 对 于 这 类 问题 以 采用 有 限 元 法 为 宜 。 










8$ 13.7 变 参 数 简 单 迭 代 法 
18.7.1 简单 迁 代 的 加 速 


对 于 模型 问题 (13.5.4~.5) ,仿照 13.5.1 节 中 从 松弛 法 推广 到 超 松弛 法 的 途径 , 把 简单 
迁 代 法 (13.5.7) 改 写成 


一 ) 二 于 (fs 十 区 站 十 姑 答 十 从 31 二 好 3 一 铬 全 7 六 和 二 下 一 上 


为 了 加 速 的 目的 ， 引进 迭代 参数 o), 得 到 


十 二 下 二 e+ 1) (13.7. 切 
简单 寺 代 法 相当 于 mw 一 1。 | 
把 差分 方程 组 写成 代数 的 形式 
忆 ow=i 4 一 1， nm (13.7.2) 
芭 


- 4 一 D \13.7. 
上 让 沪 法 就 表 为 


和 有 Re 负 学 未 二 
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wo 一 wo 十 生 人 2 一 六 op 和 mn) 人 3.7.4) 
即 
gm+D 一 to 二 oo-(5 一 4atcm) (13.7.5) 
亦 即 
con 一 GJUo 十 oD- 蕊 (13.7.6) 
C,. 一 7 一 DO-14 
当 w 一 工时 人 就 是 简单 适 代 的 收 束 阵 G, 记 其 谱 半 径 为 册 
G,- 一 D-4-G，p(G) = (13.7.7) 
阵 C。 的 本 征 值 了 与 阵 2 4 的 本 征 值 4 之 间 有 线性 关系 
0 一 一 0C (13 .7.8) 1 


+1 攻 -一 一 一 一 ~- 一 一 一 -一 一 一 - 


在 5 平面 上 这 是 通过 点 (0， 了 和 (oo 一 ，0) 的 直线 。 
由 于 在 区 间 
0 一 工 一 风 一 上 on 委 委 kaax 一 工 十 几 


内 变 , 因此 从 图 13.12( 其 中 画 出 了 相当 于 or 一 -人 
及 or:=11 的 两 条 直线 ) 可 以 看 出 : 当 取 -二 此 <or 
<co 时 本 征 值 7 的 最 大 模 即 谱 半 径 o(G.) < 其 
中 当 了 到 

or (5ain 十 5max = 亏 人 -+ITJ=1 





时 p(G.) 极 小 , 其 值 为 这 就 是 说 取 0<w< 工 1 时 适 代 都 收敛, 其 中 收敛 最 快 是 取 w=1， 
就 是 普通 的 简单 迁 代 。 
这 样 , 对 简单 迭代 法 引进 参数 w 后 未 能 得 到 改进 。 但 是 , 如 果 把 参数 改 为 可 变 的 ， 
& 人 1) 一 v 人 他 十 1 (727 十 作 全 十 好 卫 十 妇 十 一 4 人)， 
i 7 = 二 ,一 1 (13.7.9) 
并 利用 所 谓 切 比 雪夫 多 项 式 的 性 质 后 , 则 可 有 本 质 改 进 ,将 能 得 到 与 优选 超 松弛 法 相当 的 收 


敛 速度 , 并 有 应 用 范围 匀 宽 的 优点 。 
变 参 数 简 单 迭 代 法 (13.7.9) 可 以 表 为 





Unt+D 一 (了 一 On 有 -4)Um 十 on- 声 (13.7.10) 
为 了 方便 , 命 
- .D-14=C，8= 万 -二 (13.7.11) 
于 是 原来 的 方程 组 (138.7.3) 等 价 于 
4u = (13.7.12) 
也 就 是 _ 
& 一 (7T 一 ol 人 zeHTon (13.7.13) 


而 迭代 格式 (13.7.10) 则 为 
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UniD= (7 一 on 有 Jo 十 on: 声 (13.7.14) 
(13.7.10) 与 13.7.13) 相 减 , 得 到 误差 关系 式 
ent1) =- (7 一 oilQ) et )， 0 一 0， 二 人 

由 此 递 推 , 得 到 

em 一 Ge, G,= 工 (一 合 ) (13.7.15) 
G, 可 以 看 成 是 迁 代 了 和 次 时 的 收 束 阵 ， 显 然 ， 它 的 本 征 值 加 …, 加 与 硅 = 也 -14 的 本 征 
值 &1， 人 之 间 有 对 应 关系 


mi= 工 (一 oo， 站 (13.7.16) 
命 
让 全 工 (1 一 oe) (13.7.17) 
这 是 变 元 E 的 和 次 多 项 式 , 其 零点 为 ，o5，…， om 并 且 有 四 
P,(0)=1 (13.7.18) 
CC 一 了 (4) (13.7.19) 
固定 一 个 次 数 m, 以 此 罗 为 周期 ,循环 重复 使 用 参数 
CO01， CD03， CO1， (OH 一 1 名 1 二 2 2 一作 mm CD32mH1 一 (DT 
问题 在 于 定 出 参数 wm，…，ownw 使 得 迭代 一 个 周期 (m 次) 后 误差 缩减 最 多 , 也 就 是 使 得 Co 的 
本 征 值 模 量 尽 可 能 地 小 。 
约定 将 三 的 本 征 值 按 小 大 次 序 排列 
0 一 与 入 5 入 … 委 上 1 委 各 
也 就 是 记 最 小 及 最 大 本 征 值 为 


(13.7.20) 
扫 的 本 征 值 局 限于 区 间 名 和 < 纪 内 。 因 此 Go 的 本 征 值 的 最 大 模 即 谱 半 径 rm 必 满 足 
mpP(Gn) max ml 一 max| II (人 一 oz < max | Ts oz)| (13.7.2) 
于 是 不 妨 稍 退 一 步 , 把 问题 转化 为 定 出 参数 oj，…，awnm 全 得 
二 也 TEA 和 未 (18.7.22) 


炎 1 二 这 号 过 | 寺 = 工 


注意 (13.7.17) 是 满足 条 件 Pw(0) = 工 的 吧 次 多 项 式 上 ke) 的 一 般 形 式 ， 因此 问题 就 成 为 
在 条 件 P。(0) = 工 之 下 定 出 季 次 多 项 式 忆 w(5) 使 得 








IDaX me | = 王 极 小 (13.7.23) 
为 了 方便 ， 作 线 人 变换 把 区 间 [E。 人 0 亦 成 [- 1， 了 匡 ; 为 此 取 
ZX 一 0 一 686，5 一 Br1(a 一 0) (13.7.24) 
此 处 
二 上 十 5 一 二 2 
CQ 本 有 >0 (13.7 .25) 
于 是 


上 < 和 ~ 一 1<z 乏 一 
一 co<E<co~ 一 co<2<co 





地 


肆 59 
和 = 0 一 工 ， 一 工 
6-0~z=a- 斌 二 >1 


工 


并 且 的 和 次 多 项 式 Pu(5) 变 为 的 和 次 多 项 式 Qn(2) 


Qn(d 一 89 =Po(5)，Po(0 (ao 一 坊 ) 三 Qn(2D) (13.7.26) 
于 是 上 列 问 题 (18.7.18)，(1.7.23) 等 价 于 在 条 件 
Qu(a) 1 (a> 了 ) (13.7.27) 
下 定 轻 次 多 项 式 Qn(z) 使 得 
max |Qn(2)| 一 极 小 (13.7.28) 


这 是 一 个 经 典 的 极 小 化 问题 , 熟知 它 的 解 可 以 通过 所 谓 弃 次 切 比 雪夫 多 项 式 来 表达 。 为 
了 这 个 目的 先 将 有 关切 氏 多 项 式 的 一 些 基 本 性 质 罗列 如 下 。 
二 ， 递 推 关 系 一 一 作为 勾 次 切 氏 多 项 式 Tom(Z) 的 定义 。 
1o(z) 一 1 Ti(Z) 一 Zi(Z) 一 227 (2) 一 人 (7Z)， 人 一 1 2 (13.7.29) 
2， 对 称 或 反对 称 性 : 


全 (一 Z) 三 (一 ) 了 (2) (13.7.30) 

3. 在 区 间 zl 和 1 上 的 表达 式 和 最 大 模 : 
人 (Zr) 一 cos90 0 一 arocos7，0 委 0 和 T， 一 1 委 C 委 二 (13.7.31) 
max Two) | 一 工 一 人 (1 一 | 人 (一 了 | (13.7.32) 


一 是 云 加 


4 在 区 间 |z| < 外 的 表达 式 
(2) 一 -coshmc= 子 [(z+V 本 二 -1T)m 十 (zz 一 /wo 一 1)m，z>1 (13.7.33) 


一 arecoshz 一 In(z 十 /2Z2 一 二 


当 2z> 工 时 了 (2z) >1 并 单调 增 至 so ( 当 wee) 
5.， 和 零 后 





全 (Zn ) 一 0，2m 一 608(28 一 /2 大 一 工 7 (13.7.34) 





人 (Or 7 一 0， 全 一 (一 二 ”， Zou 一 C0SUT 7 Tt， 帮 一 工 ， ”9 MX 一 工 (13.7.35) 
7. 极 值 性 质 : 对 于 任 给 的 xc>l, 在 所 有 满足 Qn(a) = 工 的 记 次 多 项 式 Qu(Z) 之 中 , 是 多 


项 式 
Qon(z) 一 了 (7Z) 7 人 (al) (18.7.36) 
祭 得 
Imax iQn(2)| 一 极 小 
并 且 所 达到 的 极 小 模 量 就 是 


max |Qn(2)| 一 Inazx， 1 了 wow(z) 7/Tn(a) | 一 1/To(a) (13.7.37) 


正 是 这 个 极 值 性 质 提供 了 极 小 化 问题 (18.7.27~~28) 的 解 为 (13.…7.36)。 通 过 线性 变换 
(13.7.24) 就 得 原 问题 (13.7.18) 、(13.7， 23) 的 解 


Pu(6) =T(a 一 BA， a= 所 2 十 生 >1， 必 








己 一 >0 (13.7.38) 


5 


Ca ee headsa 
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并 且 所 达到 的 棚 小 模 量 为 
ma | 下 nm 他 ) 一 1/Tn(o) (13.7.39) 
与 此 同时 ，Tw(z) 的 零点 (138.7.34) 变 为 Fnm( 全 的 零点 
PP (os) 一 0，u 一 Br-i[a 一 c0s(2 站 一 二 和 /272] ， 有 一 工 和， 和 (13.7.40) 
它们 都 在 区 间 (61， am) 之 内 。 考虑 到 条 件 卫 (0) 一 二 ， 


wm) 一 IIG 一 中 多 (13.7.41) 
与 (18.7.17) 相 比较 , 便 可 以 得 到 迭 代 人 参数, 比如 说 
wz 一 az ， 龙 一 二 ， (13.7.42) 
每 一 个 参数 ur 对 应 于 Po。(5) 的 一 个 零点 。 显 然 也 可 风 过 的 次 序章 可 以 到 
or 一 (ao ) -1 大 一 1 (13.7.43) 


这 里 {oa，cs， …，ca 中 是 {，2，…， 人 顺序 的 选择 涉及 计算 的 稳定 性 ， 
详 见 13.7.4 节 。 
由 于 (13.7.32) 
Ia | 下 m(te) [一 | Po(eD) 1 一 [mn(eo) 一 maxln (全 |=p(G (13.7. 生 ) 
因此 
om 一 p(G) 一 1/T(a)<1 (13.7. 生 ) 
迭代 次 数 取 为 周期 吧 的 整数 倍 时 方法 收敛 。 由 于 这 个 方法 是 与 切 氏 多 项 式 相 联系 的 ,因此 
也 叫做 切 氏 和 迭代 法 或 切 氏 加 速 法 。 
在 这 个 方法 中 , 优选 迭代 参数 wj, …，owwm 取决 于 两 个 参数 即 鳞 的 最 小 和 最 大 本 征 值 ， 
上 。 对 于 模型 问题 或 者 对 于 系数 阵 具 有 “性 质 42" 的 情况 (13.5.4 节 ) 抢 阵 @ 的 本 征 值 正 负 
成 对 出 现 , 盖 = 7 一 C, 于 是 
站 一 En 一 1 一 1 总 一 Euax 一 1 十 几 =p(G) (13.7.46) 
因此 为 了 优选 , 只 用 到 一 个 参数 w, 与 超 松弛 法 相同 。 这 时 





一 一 一 -一 一 一 -一 以 


en 一 5 1 ) 凡 
Pu(G) -To( 二 二 )/ To ( 广 


0 一 1/ 二 
凤 
0 一 1 十 cos(28 一 二 mr/ 2 大 一 工人 7 
CQx 一 (ao) 一 ， 一 十， 0 
当 取 周期 7 一 二 时 ， 7 (2Z) 一 尼 ， 了 5) 一 二 一 ， ol 一 工 ， ol 一 ]。 这 就 是 普通 的 简单 迭代 法 。 


(13.7.47) 


13.7.2 平均 收敛 速度 
在 变 参数 法 中 , 阵 Gw 的 谱 半径 和 一 p(Gw) 可 以 迭代 m 次 累计 的 收 束 因子 , 分 排 到 每 次 
选 代 则 相当 于 收 束 因子 (ys)&。 因此 不 妨 规定 所 谓 平均 收敛 速度 
有 一 一 症 (oo)* 一 二 (no) (18.7.48) 
来 估量 收 策 的 快慢 。 如 果 各 步 迁 代 取 同一 常 参数, 则 平均 收 伍 速度 与 以 前 (13.5.2 节 ) 中 规 
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定 的 渐 近 收敛 速度 召 是 一 致 的 。 这 是 因为 , 如 果 每 次 迁 代 的 谱 半 径 为 思 则 迭代 吧 次 的 谱 半 


径 为 7o 一 ?Pr， 分 捧 到 每 次 则 (rm) 严 = 六 所 以 妨 。 一 尼 。 
我 们 将 以 模型 问题 为 例 来 估算 切 氏 迭代 法 的 平均 收敛 速度 ， 并 与 简单 适 代 和 优选 超 梳 
弛 法 相 比较 。 为 此 , 引用 一 些 有 关 的 参数 


全 ?2(D- 人 一 吉 -于 全 -o mr/2N4N2/z2 VDR2N/r (13.7.49， 


一 (CO)， 刀 一 一 加 多 (13.7.50) 
0 一 p( 五 ..)， 玉 * 一 一 D7 (13.7.51) 
这 些 参数 只 有 一 个 是 独立 的 , 它们 可 以 互相 表达 , 例如 


1 一 WII-M_ vvVp 一 1 4 4 
| (13.7.52 
下 CD) VD V 2 
工 
-20”_2D-1 -1 2 PR-2 13.7.53， 
TI 二 7 10+TLI 0 人 wa 


根据 (了 3.7.47)， 术 7.33)， 对 切 氏 加 速 法 有 
6 1 \ 拓 ] 
mo 一 ITn 二 )= 二 [人 工 +V 二 -1) 1 +( 云 - -到 一 1 和 
由 此 以 及 (13. 7.53)， 吉 7m 的 两 种 表达 式 


21um - 
人 相 13 .7 54 
EECRIEERY 7 ee 


有 (13.7.55) 
以 下 分 三 种 情况 来 估计 yw 和 到 w 
(G) mm< 和 wpP 即 罗 ~ 工 的 情况 
利用 公式 (18.7.54) ,由 于 


/II 一 1 -VI-( (321) _2wP 2 











D++LT ”AD 
IT 二 mm 2 
G+Vi 疝 sw 网 "w+-7) + 人 (1 -万 ) 
4 ，2m (和 一 十) 4 ，2m(m 一 工 ) 
有 
wV 帮 用 VD 2 
-+ 各 | 
2 (mu 一 工 ) 
m 包 1 1 一 一 一 -一 
re] 
_1 iaw-2_ 工 nfl 了 -jw2+2tm-J， 各 
2 力 人 员 有 2 人 人 
因此 
尼 n 人 之 人 且 (13.7.56) 


即 平均 收敛 速度 约 为 简单 迭代 法 的 m 倍 。 





与 G2 
(9 my 光 V2P 即 w co 的 情况 
利用 公式 (13.7. 王 ) ,其 中 因子 一 和 当 mm 很 大 时 趋 于 定 限 2， 于 是 





工 十 ?入 
工 思 工 2 
因此 
平均 收敛 速度 约 为 优选 超 松 弛 法 之 半 。 


(8) mw /万 即 四 与 V 万 相同 量 级 的 情况 
利用 公式 (13.7. 三 ) 。 命 夯 = 丰 /万 ,~ 于 是 


册 4  V 了 4 .人 二 
间 -人 -万 ) 8 


_ 国 四 本 
过 In 一 一 可 也 9 一 二 [in2 一 mn(1+e 多 了 
人 
/7 


志 wx=-1 一 坟 [m2 一 (+er 的 ] (13.7.58) 


-次 加 ?ma+e 公 ]] 
2 
0 

2 不 依赖 于 p。 可 以 算出 具体 数字 得 
”0 





VD 

一 2 

M 忆 2、/D， 0 

mm 一 3、/ 1 有 =0.89_2_ 

/7 

万 ，Rsv0.93_2 

mm 入 4/ 力 : Re 

由 此 可 见 , 切 氏 迁 代 周期 取 几 一 co 时 ,达到 最 高 的 收敛 速度 妃 - 一 玉 到 *, 相当 于 优选 超 
松弛 法 的 一 半 。 关 于 如 何 实现 么 = ee 的 问题 见 13.7.5 节 。 对 于 有 穷 的 周期 ，m 应 取得 是 
够 大 , 达到 wy 的 量 级 。 比 如 , 取 和 一 3 D ， 对 模型 问题 VD 二 2N/m， 即 办 二 2N， 这 时 


达到 最 高 速度 的 90 多。 


13.7.3 有 关 参 数 的 试 选 方法 


在 切 氏 迭代 法 中 , 与 超 松弛 法 一 样 ， 要 用 到 /=p(G) 来 计算 优选 迭代 参数 。 当 几 值 取 
得 偏 大 或 偏 小 时 都 导致 收敛 速度 的 降低 。 为 了 达到 优选 效果 ,需要 对 风 进 行 予 估 , 可 以 在 和 迭 
代 过 程 中 实验 地 定 出 几 方法 与 8 13.6 相似 , 仅 细节 上 有 些 不 同 。 

一 个 简单 的 方法 是 在 开始 迭代 时 取 常 参数 wx= 二 也 就 是 作 简 单 迭 代 。 与 (13.6.8~9)， 
相仿 , 每 步 的 余 量 或 增 量 有 下 列 关系 

7ltD 一 GTA-IT tt3.7.60) 
do+D 一 GO (13.7.61) 


(13.7.59) 
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4G4- 与 @G 有 相同 的 本 征 值 。 可 以 根据 余 量 (或 增 量 ) 利用 寡 法 来 定 @ 的 最 大 模 本 征 值 。 
比如 说 , 每 步 取 分 量 的 最 大 模 


FE 一 Ia | 亲人 | (13.7.62) 


作为 余 量 的 度量 。 由 于 @G 的 最 大 模 本 征 值 为 w， 一 岂 两 个 ,而 @2 的 最 大 模 本 征 值 只 有 一 个 
双重 的 w2。 因 此 wxsayrs 不 收敛 而 ww:syrz 收敛 。 可 以 选 代 到 后 一 比值 稳定 而 得 到 


一 > (13.7.63) 
对 于 增 量 也 一 样 。 这 是 一 种 “ 跳 步 的 寡 法 。 反 之 ,考虑 到 @G 的 对 称 性 , 可 以 取 增 量 的 内 积 
(一 (@)， CD) =- 六 (CVD)3 (13.7.64) 


作为 一 种 度量 。 这 时 就 无 需 跳 步 。 事 实 上 
CN 1 一 (CC+D， CE+2)) (CC CQG)) 本 (CTCQw)， Cob)) 和 (GC2C0)， CD) 
因此 
CH/dz 一 12 (13.7.65) 


到 得 几 值 后 可 以 根据 /五 = M 工 主攻 和 (13.7.59) 来 估计 应 取 的 周期 m， 然 后 根据 


(13.7.47) , 定 出 参数 内，…，awnm， 转 而 用 这 些 参数 进行 欠 代 。 
顺便 指出 ， 切 氏 和 迭代 的 收敛 范 围 是 比较 宽 的 。 以 上 是 在 矩阵 压 = 也 -:4 的 本 征 值 都 是 
正 实数 的 基础 上 导出 切 氏 迭代 法 的 。 设想 把 方法 中 用 到 的 参数 c，B8 视 为 形式 参数 ， 满 足 
a>1， 868>>0。 相 应 的 切 氏 和 迭代 一 个 周期 的 谱 半径 为 
7 一 A(Cm) 一 max|7n(x 一 5)I[TnO (13.7.66) 
上 …, 所 表 示 夺 的 本 征 值 。 因 此 , 即使 及 的 本 征 值 不 全 是 正 实数 , 或 昌都 是 正 实数 而 其 最 
小 最 大 本 征 值 台 ，& 与 w，B8 之 间 不 满足 关系 式 (14.7.25)， 只 要 上 式 右 端的 值 小 于 1， 选 
代 就 是 收敛 的 。 当然 只 当 泵 的 本 征 值 全 为 正 实 数 并 且 满 足 (13.7.25) 时 方法 才 具 有 某 种 最 
优 性 。 


13.7.4 不 稳定 性 和 稳 化 方法 


一 个 严重 的 问题 在 于 当 周期 几 比 较 大 时 , 按 自然 顺序 (13.7.42) 取 参数 由 一 ab oa 
own 一 oil 时 计算 不 稳定 。 这 时 内 5，ozl， …，o 如 在 专 轴 上 是 自 右 至 左 即 从 大 的 最 大 本 征 值 
6 二 1 十 几 一 端 起 逐步 左 移 至 最 小 本 征 值 纪 1 一 4。 在 迭代 初期 , 例如 4 一 工时 


人 
em= (7 有 Jeo，wir 





工 
革 十 几 
相应 的 误差 曲线 为 

c 人 
| 
这 表示 对 高 频 误 差 (相当 于 古 的 大 本 征 值 的 误差 分 量 ) 大 大 压缩 到 近 于 0, 而 对 低频 误差 ( 相 
当 魏 的 小 本 征 值 ) 则 有 少许 压缩 。 反 之 , 在 周期 终了 时 , 例如 X=mm 时 
工 


em 一 (1 一 on 人 Je on 


2 凡 屋 
工 十 凡 ? St 


相应 的 误差 曲线 是 


1 和 :rp 入 < 


ai 





这 时 对 低频 误差 大 大 压缩 近 于 0 而 对 高 频 误差 则 大 大 地 放大 。 
这 样 ,在 一 个 周期 结束 时 , 虽然 根据 (13.7. 人 5) 理 论 上 误差 被 一 致 压缩 , 但 是 在 闪 代 的 过 
程 中 每 步 都 有 舍 入 误差 , 基本 上 分 摊 到 各 个 本 征 分 量 上 ， 到 了 后 半 周 期 , 高 频 误差 连续 地 作 
大 量 的 放大 , 造成 误差 的 恶性 积累 。 因 此 切 氏 迭代 法 按照 自然 顺序 (13.7.42) 实 质 上 是 不 可 
行 的 。 必 须 采 取 稳 化 的 措施 。 
稳定 化 的 一 种 方法 是 把 单 层 和 迭代 改造 双 层 迭代 。 迄今 为 止 ， 松 弛 法 和 简单 迭代 法 都 是 
所 谓 单 层 的 , 即 计 算 wz 时 只 用 到 一 个 层次 vb, 而 在 双 层 格式 中 则 要 用 到 wo 和 vt-? 两 
个 层次 。 在 双 层 形式 下 不 仅 可 以 实现 稳 化 , 还 可 实现 无 穷 大 周期 私 = co, 合 点 是 需要 存储 两 
人 
oa，…，am 的 次 序 重新 排列 , 其 它 一 切 照 旧 , 保持 了 单 层 的 优点 。 
办 法 是 定 出 一 个 适当 的 排列 


UL 忆 机 1 一 aa OO2，”…) On 


也 就 是 


{ai，a2，…，amj 一 {ao ac ao 
使 得 依次 取 参 数 如 (4.48) 即 
0 一 (ao oa 一 (ao on 一 (ov) 于 
时 每 步 欠 代 都 保证 稳定 。 - 


显然 可 见 ,不 论 采 取 什 么 顺序 , 迭代 一 个 周期 后 的 误差 多 项 式 是 相同 的 
Pn (5) 三 开 (一 吃 -6) = IIG- az) 


对 于 迭代 的 每 一 次 8 一 了 …， 2 v 可 以 分 解 为 两 个 因子 
AS) 一 Qn， xz(5) 及， zk() 


Qu 的 = 开 G 一，Bor 人 = 开 G 一 6) 


Qt 表示 前 有 次 的 误差 多 项 式 ， 忆 nx 表示 后 仅 一 次 册 二 渍 二 
Qnxz， Ron,z 分 别 表示 前 不 次 和 后 各 一 次 的 误差 多 项 式 。 为 了 保证 全 过 程 的 稳定 性 ， 
应 该 要 求 
max |Qnz(5) |， Ia | Rn， zs) | 


『1 < 
对 于 8 一 1 2， 0 以 及 作 一 1， 2, … .为 一 致 有 界 。 
这 种 保证 稳定 性 的 排列 c* 是 可 以 找到 的 。 当 周期 四 为 2 的 整 次 车 即 记 一 (8s>>0 整数 ) 
时 特别 简单 ,可 以 递 推 地 产生 [5] 。 
对 于 和 = 多 的 排列 记 为 {c 包 ，…，c 名 }。 取 {oi 一 { 人 二， 依次 把 {of  ，…，a 外 2) 的 
第 4 项 cf 代 以 两 项 cf > 空 二 一 af 即 得 排列 {a 思 ，…，a 儿 }。 这 就 是 说 
af 一 1 
O 旭 一 If，0 风 一 外 十 1 一 ID， 一 1 2 8 一 1， 2，…， (13.7.67) 
注意 这 里 每 一 对 cast-l1，cz 站 成 未 国 克 区 通过 二 二 双 术 的 出 不 二 后 当 8 一 0~ 生 时 
排列 的 具体 形式 如 下 





9 一 24 
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隘 一 汉 5 二 4 
mm 一 22 一 4， (1 4 2 3 
mm -2-8 188452736 


2 一 2 


=16，{1 16, 8, 9 4 13, 5, 12, 2, 押 , 7, 10, 3 14 6. 11} 


13.7.5 递 推 的 切 氏 迭代 法 


在 以 上 我 们 是 事先 规定 周期 mm， 通 过 和 个 零点 来 构成 切 氏 多 项 式 和 相应 的 单 层 迭代 。 
事实 上 切 氏 多 项 式 还 可 以 通过 三 项 ” 递 推 公式 来 构成 , 从 而 得 到 双 层 的 即 联 系 到 三 项 
8W” 的 迭代 格式 。 这 种 迁 代 法 是 稳定 的 ， 并 且 无 须 预定 局 期 ， 相 当 取 周期 
% 一 co， 因 此 达到 最 优 的 收敛 速度 召 。 为 优选 超 松弛 法 的 一 半 。 对 于 模型 问题 或 一 般 的 五 
点 差分 格式 则 还 可 以 进一步 改造 为 单 层 的 送 代 格 式 , 收敛 速度 提高 到 与 优选 超 松弛 法 相等 ， 
但 比 后 者 改善 了 初期 收敛 性 , 这 就 是 13.5.5 节 中 的 变 参数 超 松弛 法 。 


我 们 从 误差 公 


\ 式 413.7.15)，(18.7.19) 出 发 ， 





em 一 卫 ， ee 和 一 1 2， (13.7.69) 
古人 5 一 一 na 一 B5) (13.7.69) 
人 (13 .7.70) 
EC 二 2 13.7.71 

6 一 6 | 1 





利用 Tm 的 三 项 递 推 式 


To(z) 一 T，T34( 幼 一 2 Ttt2) 一 207m(2) 一 了 人 


可 以 导出 Try 二 wm (6)， P, (和 ) 的 “二 项 > 递 推 式 “ 


To 一 十， Tc CQ， Tt 一 20T 一 Tin_1 (13.7.72) 
PCGE) -1 Pi(6) = 于 -6，rmmiaPan 多 ) 
一 2rn(w 一 8 人 PE 一 TriPo (CE) (13.7.73) 


Po) =- 工 PC 了 -去 C- 64)，rntiPni(G) 


对 最 后 一 式 两 端 右 乘 以 向 量 e“， 即 得 


命 2 为 代数 方程 组 的 真 解 


=-2rn(oaxz--64)P (4) 一 miP。 (4) (13.7.747) 
ed-- 二 ef-8 人 en 了 
(13.7.75) 
riewm+D=2rn(a7 一 B 让 )ecm 一 rm_ieECnr3) 
Aug=8 em=awm 一 gr 《0.7.76) 


以 此 代入 (13.7.75) 并 利用 ro 的 递 推 式 43.7.72) 可 得 


nn ee se 0 ， 
-0 





委 66 


2 一 和 (0 十 放 (8 一 Avro) 


纹 (11) 一 二 [2arm 8) 直 (7 一 2ar) tm 十 267n (P 人 Acen) ] 
细 十 二 


0 一 工 ， 2， 国生 四 
命 


于 是 上 式 可 以 统一 表 为 


OO1 一 ，Cmti 一 2a7rn/ Tani， 们 一 二 2， 


n+1) 一 入 人 m 一 1) 十 onsa| 才 及 (8 一 au) 二 te 一 won- M 一 0， 工 ,…. 


(13.7.77) 


(13.7.78) 


(13.7.79) 


这 里 初始 场 wo 可 以 任 了 到 并 约定 WUC2 一 0。 上 式 也 可 表 为 “ 增 量 ” 的 形式 , 可 能 更 方便 些 


(7(mt+t1l1) 一 (am+1 一 二) dm 十 ont' 皮 (8 一 xz) 


人 (+1) 一 2 ) 十 芝 m+1)， 1 一 0， 限 ee 
这 里 约定 初始 增 量 场 @d 一 Ke 可 以 任 取 。 
参数 wm 可 以 直接 用 递 推 式 产生 


1 一 了 ，0mws 一 ， 亿 一 4，3，，…， 








2a3 4cs 
205 一 1 “40 一 员 
这 是 因为 ,根据 (138.7.78)，(13.7.72)， 
Qi 一 QTo/ TI 一 
0 一 207l/T3 一 2021] (2arl 一 79) 一 202/ (20 一 十 ) 
而 方程 组 
wm+i7Tn+i 一 2x7rn 一 0 
CnTn 一 2arn_1 一 0 
Tm+I 一 207m 十 Tm_1 一 0 
有 非 零 解 tm+i，Tm，tTn_1， 故 其 系数 行列 式 为 夫 ， 即 
wm+iOnm 十 40x2 一 4au2on1 一 0 
这 就 是 (13.7.81)。 
对 模型 问题 以 及 系数 阵 具 有 所 谓 ` 性 质 4 (包括 一 般 的 五 点 差分 格式 力 
各 一 1 一 kr 如 一 上 十 人 ob- 二 /=B(G)，GC 一 7 一 入 
于 是 (18.7.79)，(13.7.80) 分 别 简 化 为 : 
2n+3D) 一 0) [一 人 mm 一 0, |， 
即 
2 一 Un-D 二 ao 1i[8 二 Gu 一 ze-D]， 和 一 0, 1 . 
| 只 ，. ee (人 


8 HL) 0200 十 达 (m+)， TT7 一- 一 0， ] 
叹 一 2，3，…. 


1 一 (3 一 一 7， wmn+l 一 本 5) 
4 一 内 4 一 COm1 


(13.7.80) 


(13.7.81) 


ee 


(13.7.82) 


(13.7.83) 
(13.7.84) 


(13.7. 细 ) 


(13.7.86) 


迭代 式 (13.7.79) 或 (13.7.80) 是 双 层 的 ,是 切 兵 迭代 法 的 一 种 变形 ， 国光 


项 式 的 误差 规律 
em 一 忆 ,( 岂 ) e(0) 
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mn 一 p(P (GD)) =1/T(a)，mm=1 2 … 
设 友 是 对 称 阵 (在 模型 问题 确 是 如 此 )， 则 Pu( 碌 ) 也 对 称 阵 。 对 称 阵 的 欧 氏 模 量 等 于 其 谱 
半径 , 因此 


le 和 | PCD.lec (13.7.87) 
|P。( 人 1 一 p(CPn( 友 )) = 加 =1/DPo(e)， 加 = 了 2 … (13.7.88) 
根据 (13.7.55)，(13.7.52) ， 
_ 273 加 1 一 WII 一 1 


这 是 色 的 单调 递减 函数 , 当 径 一 co 时 趋 于 0。 因 此, 对 于 欧 氏 模 量 而 言 ,误差 是 递 降 的 ， 保 
证 了 方法 的 稳定 性 。 注意 这 里 只 =0,， 1 … 可 以 无 限 增长 而 无 需 预定 周期 ， 实 际 上 实现 了 
无 穷 大 的 周期 ， 因 此 可 以 发 挥 切 氏 选 代 的 最 高 效率 。 作为 双 层 格 式 ， 对 于 未 知 向 量 && 需 要 
存储 两 片场 , 在 有 些 问 题 中 会 成 为 负担 , 这 是 缺点 。 

对 于 模型 问题 或 系数 阵 具 有 “性 质 427( 包 括 一 般 的 五 点 差分 格式 ) ,在 奇偶 顺序 下 , 差分 
方程 组 


4U 一 
的 系数 阵 4 表 为 特殊 的 形式 (13.5.5) 
2 413 吃 ， 0 
| 2-l 交 ee 


2D:， 7: 为 对 角 阵 ， 于 是 


1 4 
4-D-4-| 了 亲 了-D-4is 人 Da 。 (13.7.90) 
31 9 
人 (0 人 (71s 
Cr 一 7 一 4 一 C 0 Co 一 4 本 二 二 (13.7.91) 
21 和 


相应 地 把 向 量 纪 玉 , 有 一 万 - 巧 分 解 为 奇 . 偶 两 自 


2 0 久 加 1 
ce as- 区 区 ra 


于 是 迭代 格式 (13.7.14) 可 以 表 为 
奇 点 ， 玖 "一 十 om( 和 一 Goazg 一 o") 
| 偶 点 ， 基 生 一 攻关 汪 十 ont( 加 一 Goal 和 一 圾 "5) 
为 了 乔 清 楚 算 法 的 特点 , 写 下 奇 、 偶 点 以 及 奇 、 偶 次 的 迭代 公式 
奇 次 , 奇 点 ，&8r 一 人 十 oantl( 负 一 Gatgm 一 zf2n) 
奇 次 , 侦 点 ， 2 多 "一 和 十 osm+l ( 久 .一 Caietem 一 各 全 ”0) 
偶 次 , 奇 点 1" 坟 一 纸 四 十 oants( 抽 一 Gattgnt 一 wm) 
偶 次 , 偶 点 : 2 人 2r12) 一 52m 十 ost3(D 一 Goie2nHD 一 此 区 ) 
注意 在 奇 次 奇 点 或 偶 次 偶 点 工作 时 只 用 到 奇 次 奇 点 和 偶 次 偶 点 的 值 ， 因 此 奇 次 偶 点 和 侦 次 
奇 点 的 迭代 可 以 略 去 不 算 而 不 影响 迭代 的 进程 , 在 奇 点 上 只 保留 奇 次 值 , 偶 点 上 只 保留 偶 次 
值 。 因 此 得 到 


(13.7.93) 





| 奇 次 , 奇 点 : 纪 2 一 和 全 0 十 oonsi( 和 一 Giatem 一 0-D) (13.7.94) 


偶 次 ; 偶 点 ，22 多 7 一 人 定 十 asm+a (2 一 人 31 生生) 一 和 晤 7 ) 
节约 了 一 半 存 储量 , 又 节约 了 一 半 工 作 量 , 相当 于 收 敏 加 快 一 倍 。 这 里 把 普 通 意义 下 的 全 场 
一 次 欠 代 看 作 半 场 两 次 迭代 , 因此 在 普通 意义 下 的 勾 次 迭代 相当 于 2m 次 切 比 雪夫 迭代 。 这 
个 方法 就 是 13.5.5 节 所 述 的 一 种 变 参 数 超 松弛 法 (13.5.78~~79)， 其 渐 近 收敛 速度 间 于 沈 
选 超 松弛 , 但 比 后 者 改善 了 初 其 收敛 性 (13.5.6 节 )。 
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第 十 四 章 有 限 元 方法 


有 限 元 方法 是 棋 圆 型 方程 问题 的 一 类 数值 解法 。 它 的 基础 分 两 个 方面 : 一 是 变 分 原 
理 , 二 是 剂 分 捅 值 。 从 第 一 方面 看 , 它 是 传统 的 能 量 法 即 李 获 - 加 辽 金 方法 的 一 种 变形 。 从 
第 二 方面 看 则 它 是 差分 方法 即 格 网 法 的 一 种 变形 。 这 是 两 类 方法 相 结合 取长补短 而 进一步 
发 展 了 的 结果 , 它 具 有 很 广泛 的 适应 性 , 特别 适合 于 几何 物理 条 件 比 较 复杂 的 问题 , 而 且 便 
于 程序 的 标准 化 。$ 翘 . 工 介绍 与 椭圆 方程 相等 价 的 变 分 原理 。$ 14.2 介绍 训 分 捅 值 , 重点 是 
三 角 放 分 和 相应 的 线性 捅 值 。$14.3 以 典型 的 二 阶 查 圆 方程 问题 为 例 说 明 有 限 元 离散 化 的 
全 过 程 。8$14.4 介绍 有 限 元 法 的 一 些 应 用 。 至 于 方法 对 四 阶 椭圆 方程 的 推广 以 及 对 于 众多 
物理 、 技 术 领 域 的 应 用 则 可 参考 专门 的 著作 。 


141 变 分 原理 
了 4.1.1 椭圆 方程 的 变 分 原理 


一 般 的 椭圆 型 方程 边 值 问题 都 有 适当 的 变 分 原理 与 之 等 价 。 作为 典型 的 例子 ， 取 平面 

域 2 上 的 二 阶 变 系数 椭圆 型 方程 
Do DO -0 

这 里 B=Ap(4, 急 >0, j= 太 vc, 急 都 是 予 给 的 分 布 。 物理 上 众多 的 平衡 态 和 定常 态 问 题 都 
归结 这 个 典型 的 方程 ,或 其 简化 了 的 或 推广 了 的 形式 , 例如 弹性 膜 的 平衡 , 弹性 柱 体 的 扭转 . 
定常 态 的 热传导 或 扩散 , 静电 、 磁 场 , 不 可 压缩 无 旋 流 , 定常 渗流 , 定常 亚 声速 流 等 等 。 

由 于 方程 (14.1. 孔 对 于 导数 是 二 阶 的 ， 为 了 保证 唯一 定 解 在 边界 24 上 要 给 定 一 个 条 
， 件 。 边 界 条 件 通常 有 三 种 类 型 ( 见 第 十 三 章 8 13. 了 ; 

第 一 类 : &% 一 4 

第 二 类 ; 8 下 -9 

第 三 类 ; B 有 十 员 =9 
这 里 %W 4,， ?为 给 定 在 边界 上 的 分 布 ，B 就 是 68(z,， 9) 在 边界 上 的 值 ，B>0; > 为 外 法 向 ， 
"0。 在 边界 的 不 同 区 段 上 可 以 取 不 同类 型 的 边界 条 件 。 由 


于 第 二 类 边界 条 件 可 以 看 作 第 三 类 当 ”=0 时 的 特例 , 故 边界 
条 件 一 般 地 可 以 表 为 


用 8 消 十 员 一 9 (14.1.3) 
7o 及 20 为 298 上 互补 的 两 个 部 分 ， 


00=7 十 79 图 芭 .!L 
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它们 本 身 又 可 能 分 解 为 几 个 不 相连 结 的 区 段 。 图 44.1 表示 一 个 复 连 通 域 , 边界 上 打 毛 的 区 
段 为 7 o。 
对 应 于 方程 (14.1.1) 和 边界 条 件 (14.1.3) 可 以 构成 所 谓 “ 能 量 积分 ” 
证 1 ， 
关押 -| 二 |e( 且 ) +R( 盐 ) -jezm+ | [ 寺 m 一 四 | 本 044. 
任 取 一 个 函数 一 v(c，%y) ， 有 一 个 积分 值 V(Go) 与 之 相应 ， 因 此 v (由 是 “函数 的 函数 ， 可 以 
叫做 泛 函 。 这 里 v 二 次 地 依赖 于 人 的 导数 ), 因此 是 一 个 二 次 泛 焉 。 
重要 的 事实 在 于 ， 由 所 有 满足 边界 条 件 
7 0 内 一 从 
芍 函 数组 成 的 函数 类 & 中 使 得 v 达到 极 小 值 的 那个 函数 即 极 值 函 数 %= 一 v(z, W) 必定 在 2 
内 满足 微分 方程 (14.1.1) 而 且 在 边界 上 除了 在 Ze 上 满足 (14.1.2) 以 外 还 在 Zo 上 自动 满 
足 边 界 条 件 (14.1.3); 反之 ,满足 (到 .1.1~3) 的 函数 =w(2, 幼 也 必定 是 函数 类 8 中 使 得 
<。 达到 极 小 值 的 函数 。 这 就 是 说 变 分 问题 
| DLA CU AN 下 
7 的 -| 导 [e( 且 ) + 到 j -所 和 加 2 一 加 | 加 -机 小 04.1 


好 


记 ES (14.1.6) 
等 价 于 边 值 问题 
CU DO OU 
2， -( 基 8 到 + 苘 8 珊 )-/ (14.1.7) 
TB 到 十 员 一 4 (14.1.8) 
To (14.1.9) 
即 两 者 有 相同 的 解 。 


这 里 变 分 问题 的 函数 类 8 内 的 函数 v 当然 默认 有 起 码 的 光滑 性， 例如 具有 一 阶 导 数 


中 ，3 以 使 积分 (14.1. 鸭 有 意义 , 不 去 纲 说。 关于 等 价 性 , 仅 列 其 论证 要 点 如 后 , 细节 可 


参考 [ 雪 ]。 
设 对 某 函 数 一 v(2,， 幼 给 以 “ 变 分 " 即 增 量 3v 一 38u(2， 幼 ,函数 从 公 变 为 % 十 9 则 相应 
地 7(w 变 为 Vv(w 十 8)， 不 难 用 才 次 展开 的 方法 算出 


Je+5O yl) +87 二 可 327 (14.1.10) 

37- 人 [8 采 和 5- jauja oo+| [yw 一 0]3uds (14.1.109) 
到 

到 27- 人 信 [8( 胎 ) (5 押 m@+| 于 wz 4.1.10") 


厄 


这 里 视 3u 为 无 穷 小 量 ，3. 线性 地 依赖 于 v 又 线性 地 依赖 于 8u， 因 此 为 wu 的 同 阶 无 穷 小 
量 ,叫做 泛 函 .的 一 次 变 分 。827 不 依赖 于 v 但 二 次 地 依赖 于 8w， 因 此 为 3u 的 高 阶 无 穷 小 
量 , 叫做 ,7 的 二 次 变 分 。 

我 们 要 求 及 v 十 3u 都 属于 函数 类 8， 即 都 满足 边界 条 件 (14.1.2)， 因 此 5u 满足 对 应 
于 (14.1. 人 的 齐 次 边界 条 件 
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7o0 60v=0 (14.1.11) 
满足 这 个 边界 条 件 的 函数 类 记 为 8 设 类 是 凡 内 某 个 特定 函数 ， 则 & 内 的 任意 函数 v 必 可 
表 为 儿 一 & 十 8x 而 GCCA8So。 显然 ， 对 于 一 切 GEso 恒 有 027 >0。 可 以 证 明 ， 在 集合 Yo0 非 
空 ( 即 确 有 第 一 类 边界 条 件 点 ) 或 者 " 寺 0( 即 确 有 第 三 类 边界 条 件 点 ) 的 情况 下 ， 当 9v6Epo 
而 相应 的 6y =0 时 必 有 6vu=0， 这 就 是 说 二 次 变 分 65y 是 正定 的 ( 见 14.1.2 节 )。 从 
(4.1.10) 中 各 项 的 量 级 比较 , 可 以 证 明 , 当 二 次 变 分 827 为 正定 时 (或 半 正 定时 ) ( 槛 圆 型 问 
题 中 绝 大 多 数 是 这 样 的 )， 郑 数 在 总 内 使 v 达到 极 小 的 充 要 条 件 是 一 次 变 分 57 人 恒 为 零 ， 
即 
6 = 6 (4 8 一 0， 对 一 切 buLEo (14.1.12) 
现在 来 说 明 (14.1.12) 与 (14.1.7~8) 等 价 。 运 用 高 斯 积分 公式 
0L 06V CUL 06V 
jj 过 本 -jim 
Du OU 

| 全 5 8 澡 + 贡 。 副 ) 和 如 + 0 

和 边界 条 件 (14.1.11) 可 得 


Us 8 忠 + 六 有 末 + 有 Budzm 二 | [8 到 十 u 一 gjBuder0 


对 一 切 9uc8o。 由 六 的 任意 性 可 以 推出 上 式 两 个 积分 号 下 的 [让 恒 为 0， 这 就 是 (14.1.7 
~ 8)。 反之 当 (14.1.7~8) 成 立时 (14.1.12) 必 也 成 立 , 故 (14.1.12) 与 (14.1.7~8) 等 价 。 
因此 变 分 问题 (14.1.5~6) 与 边 值 问题 (14.1.7~~ 纪 等 价 。 
泛 函 的 一 次 、 二 次 变 分 实质 上 是 普通 多 元 函数 的 一 次 、 二 次 变 分 的 推广 。 事 实 上 对 于 函 
数 下 (2 oo) 的 变 元 2，…， 亿 给 以 增 景 cz，…，6z 则 有 
四 (Oo 二 62， 十 2) 一 下 (2 ，0r) 十 3 十 3277 (14.1.13) 


8 下 
5 一 记 贡 0o 


1 1T 忆 8zF 
可 9 7 一 王 ,名 训 50 000 


3F，5"P 便 是 下 的 一 次 、 二 次 微分 。 在 微 积分 中 熟知 有 极 值 原理 ， 当 在 某 点 (za，…， ij) 
的 二 次 微分 937 一 一作 为 Sn …，8z, 的 二 次 型 为 正定 (相当 于 在 (za …，w) 的 二 阶 导数 
隆 - 访 和 -为 正定 垂 阵 ) 时 , 该 点 (zt …，) 为 下 的 极 小 点 的 充 要 条 件 为 

0 下 一 70， Oni 0z1， 6o) 一 0， 对 一 切 85m，…，5xzs (14.1.14) 





这 也 等 价 于 


3 3 万 
王 -0 … 下 -=0 (14.1.15) 


:因此 极 植 问题 玉 (2，…，2o) 一 Imin 等 价 于 解 方程 组 (14.1.15) 的 问题 。 以 上 87，827 分 别 
对 应 于 3 万 33 太 ，(14.1.12) 对 应 于 (14.1.14)、(14.1.7~8) 对 应 于 (14.1.15)， 而 变 分 问 
题 (14.1.5~6) 与 边 值 问题 (14.1. 7 一 旬 的 等 价 性 对 应 于 函数 五 的 极 值 问题 与 方程 组 
( 圾 .二 ) 的 等 价 性 。 


rr 
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上 面 建 立 边 值 问题 与 变 分 问题 的 等 价 性 时 用 了 高 斯 积分 公式 ， 它 仅 当 有 关 场 量 有 一 定 
的 光滑 性 才 是 合法 的 ， 例 如 当 系 数 B 为 连续 函数 时 就 是 这 样 。 当 介质 系数 B 有 间断 时 ， 命 
其 间断 线 为 忆 图 攻 江 中 的 虚线 )， 它 把 区 域 驴 分 割 为 几 个 子 域 ， 为 简便 计 ， 设 分 为 两 块 
0=-2 二 9， 在 了 上 规定 从 2 指 回 7 的 方向 为 法 线 上 的 方向 , 于 是 


人 -mi [ 人 人 
总 全 - 丰 t 

在 子 域 2-，92+ 内 场 量 分 别 是 光滑 的 , 可 以 运用 高 斯 积分 公式 ,由 此 不 难 算出 
sr- 有 [六 6 束 + 训 6 名 tuaslle 人 ) 


台 一 卫 


(局 到 1 | 融 @ 二 8 到 ug 8u ds 一 0 
人 607/ - 0 


也 1 


由 此 可 以 得 出 结论 : 在 介质 系数 6 有 间断 时 , 变 分 问题 14.1.5~6) 等 价 于 边 值 问题 


1- 一 (高 8 司 + 训 8 融 )-/ 
(8 显 ) -8 址 ) -0 (4.1.16) 





并 0， 8 好 十 MU 一 9 





上 改 Z 0， 内 一 人 
这 里 与 (14.1.7~9) 比 较 , 多 出 一 个 在 间断 线 志 上 的 交界 条 件 
六 (8 部) -(8 到 ) (14.1.17) 


综 上 所 述 , 微分 方程 (14.1.11) 连 同 其 第 二 、 三 类 边界 条 件 ,以 及 介质 系数 有 间断 时 的 交 
界 条 件 都 可 以 从 适当 的 变 分 原理 导出 。 应 该 注意 的 是 ， 在 解 微分 方程 时 , 第 二 、 三 类 边界 条 
件 以 及 交界 条 件 都 必须 作为 定 解 条 件 列 出 ; 而 在 解 相应 的 变 分 问题 时 , 这 些 条 件 被 极 值 函数 
自动 满足 , 无 须 作为 定 解 条 件 列 出 , 因此 称 这 类 条 件 为 自然 边界 条 件 。 反之 ， 第 一 类 边界 条 
件 一 一 如 果 有 的 话 -一 一 在 变 分 问题 中 与 在 微分 方程 问题 中 一 样 , 必须 作为 定 解 条 件 列 出 , 这 
类 条 件 叫 做 强加 边界 条 件 。 强 加 边界 条 件 比较 简单 , 在 这 里 只 涉及 忌 本 身 , 而 自然 边界 条 件 


则 比较 复杂 , 涉及 到 v 以 及 法 向 导数 .， 当 边界 以 及 介质 间断 线 的 几何 形状 复杂 时 ， 处 理 


是 比较 困难 的 。 此 外 微分 方程 (14.1.1H) 中 含有 二 阶 导数 , 变 分 原理 (14.1.5) 中 只 含有 一 阶 
导数 。 因 此 , 直接 从 变 分 原理 出 发 来 进行 离散 化 和 数值 解 是 有 利 的 。 有 限 元 法 就 是 这 样 , 由 
于 它 在 离散 化 时 采用 了 章 分 插值 方法 , 上 述 有 利 因素 可 以 得 到 充分 发 挥 。 

变 分 问题 与 边 值 问题 的 等 价 性 还 可 以 推广 到 更 复杂 的 情况 , 例如 


ro-j 合 [ 访 w 估 名 tm] -mu 





+ [ 误 m2 一 gjee= 极 小 (14.1.18) 


7 0. 人 一 允 


等 价 于 


rr ein 8 ， E -~ <， .一 
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2 CU 
2- -人 (六 二 包 店 针 ur/ 
2 ， Dv 有 2 有 Du 下 
( 福 pm 让) 的 0 (14.1.19) 





2 
0 
70， Zoo 5 
人 7 0. 一 久 


这 里 将 w 9 记 为 轨 ，2za，(21，23) 是 法 向 余弦 ，85=Bi(z，9) 是 对 称 正定 阵 ， 各 向 异性 的 介 
质 系 数 就 是 作 此 形式 ， 了 为 系数 B5 的 间断 线 。7Y>0, 通常 反映 环境 的 反作用 ,例如 在 热 传 
寻 问 题 中 相当 于 介质 与 环境 之 间 的 热 交 换 系 数 ， 在 弹性 力学 中 则 相当 于 基础 的 弹性 系数 等 
等 。 可 以 见 到 , 这 里 自然 边界 条 件 的 形状 更 复杂 , 因此 变 分 原理 的 有 利 因素 更 显著 。 

将 (14.1T.18~19) 中 的 2 理解 为 三 维 空间 必 ，za， 2s 中 的 立体 ， 二 7o， 76 了 解 为 二 维 
面 ， 求 和 下 标 改 为 加 J=1 2 3， 则 问题 就 推广 到 三 维 的 情况 。 如 将 2 理解 为 一 维 区 间 ， 
Zo， 7 理解 为 边界 点 , 了 为 吕 内 部 的 离散 点 , 久 9 一 1 问题 便 简化 为 一 维 的 , 即 


7 四 一 |, 司 [8( 絮 ) + |] 名 ae+ 吕 于 到 一 四 ]- 极 小 (14.1.20) 








《 0: 信 一 化 
等 价 于 
0vL \ OU 
人 3 《4.1.2 


OV 
ee 
《 0. 8 十 钢 他 
4 了 了 0， 一 信 


这 里 s 在 右边 界 上 为 + 在 左边 界 上 为 一 1。 


14.1.2 ”关于 变 分 问题 的 正定 性 


对 于 变 分 问题 , 例如 (14.1.5~6) ,我 们 说 二 次 变 分 6.v 是 半 正 定 的 ,如 果 
02 (6u) 关 0， 对 于 一 切 6vEiS (14.1.22) 
当 系数 8>0, 9>0 时 ,根据 表达 式 (14.1.10") 显 然 可 见 (14.1.22) 成 立 , 即 半 正 定 。 如 果 除 
了 满足 (14..22) 以 外 还 进一步 满足 
6 ESo，527 (6v) 一 0=>8v= 三 0 (14.1.23) 
则 称 为 正定 的 。 如 果 这 一 补充 条 件 不 满足 , 也 就 是 说 存在 SuESo，6v 去 0 而 能 使 
627 (6w) =0 
则 称 为 退化 半 正 定 的 。 
现在 来 证 明 : 当 满 足下 列 两 条 件 之 一 时 ，6-v 为 正定 。 
(7ox#0( 非 空 ), 即 边 值 问题 确 有 第 一 类 边界 条 件 的 区 段 。 
(2) 7 去 0， 即 在 76 上 含有 区 段 Za:#0( 非 空 ) 使 得 在 Ta 上 9%>>0， 这 就 是 说 边 值 问题 确 
有 第 三 类 边界 条 件 的 区 段 。 
事实 上 ， 由 于 表达 式 (14.1.10) 的 积分 号 下 都 是 正 号 的 平方 和 ， 因 此 当 6"v (6u) =0 时 


hr 














574 
必 有 
ju= 0 一 0 一 0v 三 一 常数 ,在 2 上 。 
由 于 0vuENo， 故 由 人力 知 在 To 上 3v=0， 因 此 在 Q 上 3v=c=0。 如 果 人 不 被 满足 ， 则 由 
(2) 知 在 7s 在 兴 =0, 因此 同样 有 Su= c =0。 
当 条 件 ( 蕊 ，《2) 都 不 满足 时 实际 上 就 是 所 谓 第 二 类 边 值 问 题 。 这 就 是 说 To=0 ( 空 ) 即 
0 一 /0 并 且 7=0。 这 时 变 分 问题 (14.1.5~6) 退 化 为 无 条 件 变 分 问题 


人 -站 和 [e( 翅 ) +B( 3 2 ] -jjarm 下 mu 一 极 小 (14.1.24) 
郴 数 类 上 与 go 一致 ,边界 上 不 受 约 束 , 而 二 次 变 分 简化 为 





豆 o7(9 一 有 [2) + 3) jazm (14.1.35) 
等 价 的 边 值 问题 则 成 为 第 二 类 的 , 即 
六 二 -( 吉 8 形 二 订 8 肌 )- = 上 
7 (8 双 ) -(8 到 ) -0 (14.1.26) 
30， 8 末 9 


从 上 面 在 条 件 ( 贡 ，(2) 下 正定 性 的 论证 中 可 以 看 到 , 当 条 件 ( 耳 ，(2) 都 不 成 立 ， 即 对 于 
(14.1.24) 的 情况 ,二 次 变 分 是 退化 的 , 即 
62./ (6u) 一 0 全 0v 三 C 一 常数 
”在 正定 即 非 退 化 的 情况 ,问题 (14.1.5~ 的 即 (14.1.16) 有 唯 -- 解 ,而 在 退化 的 情况 ,， 问 
题 (14.1.24) 即 (14.1.26) 可 以 没有 解 , 有 解 时 也 不 唯一 。 这 是 一 个 很 大 的 区 别 。 在 退化 的 
情况 , 可 以 证 明 ( 参 看 第 十 三 章 8$13 .1): 
T.， 齐 次 问题 , 即 f=0，9=0 的 情况 , 也 就 是 


J (Cu) -外 [8( 至 ) +8( 到 ) ]azm= 极 小 (14. 工 27) 
或 
2- 友 一 (十 8 王 +8 一 )- 
亏 (6 末 ) -(8 列 ) -0 G4.1.28) 
30， 8 末 -0 
有 无 穷 多 非 零 解 , 可 以 表 为 
=C 一 常数 (14.1.29) 
2. 非 齐 次 问题 (14.1.24) 或 (14.1.26) 有 解 的 充 要 条 件 是 
||7arwy+ as=0 (14.1.30) 


通称 为 协调 条 件 。 当 协调 条 件 (14.1.29) 被 满足 时 , 非 齐 次 问题 (14.1.24) 或 (14.1.26) 的 通 
解 v 可 以 玫 为 一 个 特 解 公 和 相 齐 齐 次 问题 (14.1.27) 或 (14.1.28) 的 通 解 之 和 , 即 











-一 -一 
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u 一 闻 十 6 (14.1.31) 

协调 条 件 (14.1.30) 在 物理 上 是 自然 的 。 例如 ,把 (14.1.26) 理解 为 不 受 约束 的 薄膜 平 

衡 问题 , j，79 为 外 载荷 , 条 件 (14.1.30) 表 示 外 载荷 达成 平衡 ， 显 然 只 有 当 外 载荷 本 身 达 成 

平衡 时 ,不 受 约束 的 薄膜 才 可 能 达成 平衡 。 齐 次 问题 的 非 零 解 (14.1.29) 相 当 于 刚性 位 移 为 
不 受 约束 不 受 载 荷 的 医 膜 的 平衡 位 移 。 

上 面 所 举 的 变 分 问题 中 , 二 次 泛 函 都 是 半 正定 , 包括 正定 或 退化 ， 能 量 / 所 达到 的 极 值 

是 极 小 值 。 在 有 限 元 方法 中 大 多 数 实际 问题 都 属 此 类 。 但 是 也 有 一 些 实际 问题 中 人 们 要 求 

的 并 不 是 能 量 7 达到 极 小 值 而 只 是 所 谓 临界 值 ， 这 时 二 次 泛 函 为 不 定 即 82y 可 以 有 正 值 也 


可 以 有 负 值 。 在 微 积分 中 ， 对 于 多 元 函数 了 (a, …， zy) 满足 32 -0 …， -3 -0 的 点 


” Dax， 


(2 …，&o) 的 反 叫 做 临界 点 (或 逗留 点 )， 相 应 的 环 值 叫做 临界 值 ( 或 逗留 值 )， 而 不 论 二 阶 


导数 阵 3- 夫 - 是否 正 定 ， 故 临界 值 可 以 是 极 小 值 ， 也 可 以 是 极 大 值 ， 也 可 能 都 不是。 类 似 


地 , 我 们 说 / ( 几 在 函数 类 8 中 达到 临界 (或 逗留 ) 是 指 其 一 次 变 分 恒 为 零 , 即 (14..12) 成 立 
而 不 论 二 次 变 分 》 v 是 否 正定 或 半 正 定 。 在 我 们 所 讨论 的 典型 例 中 ， 变 分 问题 与 边 值 问题 
的 等 价 性 主要 是 通过 临界 性 建立 起 来 的 。 不 过 由 于 二 次 变 分 的 正定 性 ， 临 界 性 逐 成 为 极 小 
性 。 一 般 说 来 , 变 分 问题 可 以 根据 其 二 次 变 分 为 正定 或 不 定 ( 即 8 对 于 某 些 3v 取 正 值 ,对 
于 另 一 些 8wx 取 负 值 ) 而 分 为 两 类 。 柚 圆 方程 中 的 势能 原理 多 属于 正定 型 的 。 椭 圆 方程 中 的 
余 能 原理 以 及 双 曲 方程 中 的 最 小 作用 原理 等 则 多 属于 不 定型 。 正 定性 对 于 变 分 原理 的 误差 
侦 计 和 收敛 性 论证 是 关键 的 ， 对 于 离散 化 后 代数 问题 的 解 算 也 是 有 利 的 。 但 在 不 定 的 情况 
下 也 并 不 妨碍 变 分 原理 的 实际 运用 ， 这 是 因为 变 分 原理 这 套 形 式 工具 在 计算 实践 中 所 起 的 
作用 , 如 果 边 界 条 件 的 自动 实现 以 及 导数 的 降 阶 等 方面 主要 是 由 临界 性 带 来 的 , 与 正定 性 无 
关 。 


8$ 14.2 几何 剖 分 与 分 片 播 值 


14.2.1 三 角 剖 分 


对 于 平面 区 域 作 前 分 时 , 基本 单元 可 取 为 三 角形 、 拖 形 . 四 边 形 、 曲 边 的 多 边 形 等 等 或 兼 
而 有 之 。 单 纯 的 三 角形 剂 分 最 简单 常用 , 适应 性 较 强 , 因此 只 介绍 这 一 种 。 

设 有 平面 域 92, 如果 2 的 边界 29 是 曲 的 , 则 总 可 以 裁 弯 取 直 , 用 适当 的 折线 来 通 近 , 这 
样 2 就 近似 地 代 以 一 个 多 边 形 域 , 仍 记 作 2。 

把 多 边 形 域 9 出 分 为 一 系列 的 三 角形 , 更 确切 地 说 , 前 分 为 

点 元: 41， 42， 3 4x， 

线 元 ; 已， 也 ，…， Dv 

面 元 ， Cu Ca，…，Cw， 


Wo。 Ne。 为 点 、 线 、 面 元 的 个 数 。 面 元 是 三 角形 , 线 元 是 直线 仆 。 每 个 面 元 以 三 个 线 元 为 


其 边 ,也 以 三 个 点 元 为 其 项 点， 每 个 线 元 以 两 个 点 元 为 其 端点 即 顶 点 。 如 果 区 域 2 的 内 部 
和 边界 上 的 介质 系数 如 8, 9 以 及 廊 9 有 间断 性 ， 则 间断 的 线 、 点 应 落 在 线 元 和 点 元 上 , 也 
就 是 说 训 分 应 与 问题 本 有 的 分 割 相 协 调 , 图 14.1 中 碟 线 表 示 内 部 的 间 斯 线 , 图 14.2 表示 对 
应 于 图 地 . 工 的 一 个 剂 分 , 其 中 对 应 于 间 断 线 的 线 元 仍 用 虚线 表示 。 


本 or Lv moawneeuiemrs -iv 
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如 上 把 点 元 、 线 元 、 面 元 都 上 了 号 并 给 出 

荆 ， 点 元 坐标 (zz，%io) ，7 一 1 2，…，Noi 

2， 线 元 两 顶点 的 编号 (zz，7zzo)， 一 1，2，…， 和 ai 

3. 面 元 三 顶点 的 编号 (pak，maxz，7a 由 ，8 一 1，2，…， 必 3; 
出 放 分 就 完全 确定 。 

对 于 区 域 的 省 分 ， 除 了 如 上 所 述 必 须 与 问题 的 物理 条 件 
的 划分 相 协 调 外 , 基本 上 可 以 是 任意 的 , 可 以 在 关键 或 关心 的 
部 位 加 密 , 在 另外 的 部 位 放 芯 。 这 种 灵活 性 是 有 限 元 法 的 一 个 
优点 。 但 是 也 要 注意 : 《1) 不 要 有 太 扇 的 三 角形 ， 即 和 避免 出 现 最 小 内 角 接近 于 0 的 三 角 
形 ; (2) 前 分 朴 密 的 过 渡 不 要 太 陡 。 不 然 的 话 , 会 引起 离散 后 代数 方 召 组 系数 年 阵 的 病态 ， 
不 利于 解 算 , 并 且 影 响 到 精确 度 和 收敛 性 。 

对 平面 域 2 作 三 角 前 分 时 ,点 、 线 、 面 元 的 个 数 Wo，Ni，NWa 一 般 是 任意 的 , 但 它们 之 间 
有 一 定 的 比例 关系 。 首 先 , 有 尤 拉 公 式 

No 一 Wi 十 Na 一 上 一 0 
2 为 域 2 的 孔 数 , 单 连通 时 2 一 0 这 一 公式 不 限于 三 角 剖 分 ,对 其 它 削 分 也 成 立 。 它 玫 未 ， 
不 论 怎 样 痢 分 ， wo 一 Wi 十 Ws 恒 不 变 , 是 区 域 2 的 一 个 拓扑 不 变量 。 此 外 , 每 个 三 角 元 以 三 
个 线 元 为 边 , 每 个 线 元 邻接 两 个 ( 当 它 在 内 部 时 ) 或 一 个 ( 当 它 在 边界 上 时 ) 面 元 , 因此 
3Ns=2Ni 一 Wi 
《 为 边界 线 元 的 个 数 。 在 计算 实践 上 , 当 剖 分 较 细 时 , 恒 有 Nai 六 Ni，No，Nai，Na 之 工 一 P， 

国 此 3Naw2N， Ni 人 No 一 Ni 十 Niw0， No Ni 一 Na 呈 N 一 Na 二 Wo， 因此 有 


和 己 
近似 的 比例 关系 





No:Na:NisT:2:3 
它 仅 对 三 角 前 分 成 立 。 


14.2.2 三 角形 上 的 线性 插值 


在 有 限 元 的 离散 化 中 , 特 解 函数 %(z2，9%) 在 各 个 单元 上 用 适当 的 播 值 函数 来 代替 , 最 简 
单 的 播 值 方法 就 是 三 角形 上 的 线性 插值 ,不仅 它 被 广泛 应 用 , 同时 也 是 其 它 三 角形 上 播 值 方 
法 的 基础 。 

设 有 任意 三 角形 C= (4:，42，4s) , 顶点 4 的 坐标 为 (2，% ，4 一 1 2 3， 设 有 茶 函 数 

权 w(2， 细 在 顶点 的 值 为 w=Vw(co yy0)，4 一 二 2，3， 要 求 作 
线 次 函数 即 一 次 多 项 式 
DT (zc，o) 一 0 十 10 十 6 
使 得 
Doi，o1) 一 GO1 十 0 几 十 C 一 外 
) LU (oa，ga) 一 Ga 十 003 十 C 一 2 
(za， 0) 一 da 十 bs 十 一 局 
44 为 了 方便 ， 在 这 里 以 及 以 后 各 节 恒 采 用 下 列 统一 的 记 
图 14.3 号 
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和 一 0 一 23， 53 一 23 一 0) 6 一 O 一 他 
7 一 2 一 Ya3， 03 一 ga 一 人 1， ?3 一 人 一 03 


人 1 一 0a0s 一 和，C03 一 0 和 30VU1 一 和 3，03 一 0102 一 2011 








工 
人 [14.2.1) 
人 = | za 1 二 一 上 和 73 一 上 1 一 上 7s 一 上 aa 一 上 3 一 673 一 O1 十 os 十 as 
Z3 ?13 工 
1，” 当 了 >0 
Do=| 刀 |，s=sign= 
“十 1， 当 D<0 


顺便 指出 , 当 4 ，4s，4s 作 逆 时 针 向 (如 图 14.3) 时 忆 >0， 作 顺 时 针 间 时 忆 <0。 三 角形 OC 
的 面积 ( 恒 正 ) 为 
mao=Dws 


人 


由 前 列 的 三 个 播 值 方程 可 以 解 出 




















于 是 
U(z, 9) = 5(c 袜 TAU 一 人 > Eoh + 立 oaaj 
为 了 方便 , 命 
NO，V) 一 (TO 一 6 十 oO 1/，7 一 2, 3 (14.2.2) 
于 是 , 以 节点 值 刀 ,va, wa 为 基础 的 线性 播 值 画 数 凡 可 以 表 为 ， 
尽 (ZC，V) - WA ( 和，41) (14.2.3) 
函数 X% 一 X(z，9) 可 以 称 为 三 角形 上 线性 插值 的 基 函 数 , 它们 本 身 也 是 线性 函数 并 满足 
工 ， 2 一 7 
和 (027，O) -5-| 0， 
顺便 指出 , 当 被 择 出 数 v(z, 94 自己 是 线性 函数 时 ， 它 的 三 顶点 线性 插值 是 准确 的 ， 即 
&(2, 四) 一 UVto, g。 因 此 , 依次 取 v(z，9) = 二 2 9 时 即 得 恒等式 


三 和 十 和 3 十 入 3 (14.2.4) 
作 三 OA1 十 Vs 十 ZaAXs (14 .分 . 5) 
y 一 ii 十 YA 入 3 十 93As (14.2.6) 


基 函 数 X* 是 线性 的 , 它们 的 偏 导数 是 常数 
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元 No 力 一 7 
(td4.2.7) 


人 
5 Ar(0， 人 号 2 一 6/ 已 











在 有 限 元 法 计算 能 量 表 达 式 时 要 用 到 和 及 其 导数 的 乘积 的 积分 。 根 据 积 分 公式 (网 
14.2.4 节 ) 


入 D1 和 2 人 par7 作 -Waipotpal 14.2.8 
| 玫 709 (2 十 Da 十 Da 十 21 


C 


以 及 (14.2.7) 可 以 得 出 下 列 积分 表 
表 14.1 wwazm 


> 











CO OY 
Do(G+3/24 | 
| 
eni/6 Ti/2D 
一 eej6 一 上 0 20 565A2D0 
有 时 ,例如 对 轴 对 称 问题 ,需要 用 到 如 ||…zazay 形状 的 积分 ,全 
1 
ZXo 一 可 (2 十 Za 十 Ca) 
于 是 根据 (14.2.8) 和 同上 的 方法 可 以 得 下 表 
表 44.2 | dzdy 
人 
ss， 1 ) ls 
1 z0Do/2 
和 (3c0 二 四 Do/24 | (3zo 二 ci 二 2) Do -57]120 
-于 euzo/2 ei (3o0 十 芒 ) 124 mxo/2Dh 
Ci 一 ego12 一 si(3xzo 十 纪 )/24 一 Ato/2D0 . 5 2 


2 gaasaaiaaosieinaioaaiadgewasisdirami ai ss ws ww resasaipimsewasreaaree 
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14.2.3 线 元 上 的 线性 插值 


取 三 角形 C 一 (4i， 42， 4a) 的 一 个 任意 边 ， 例如 线 元 (4， 42) 一 卫 ， 命 访 为 目 4 至 4s 
的 纺 长 变量 ，C 上 的 函数 2, 轨 ， 及 其 揪 值 tc， JW) 以 及 基 函 数 Xi(2, 轨 在 吾 的 值 记 为 
vs8)，LU (8)，X(3); 由 于 )s 在 4a 的 对 边 即 (4:，4a) 上 恒 为 0， 故 有 


LU (s) - 立 4 人; (s) (14.2.9) 


返 


因此 , 在 马上 ，V (s) 就 是 由 vs) 在 两 端的 值 wo 所 产生 的 线性 播 值 ， 与 第 三 个 顶点 值 s 
无 关 。 因 此 在 线 元 如 上 , 独立 地 用 两 顶点 的 线性 插值 与 以 23 为 一 边 的 面 元 C 的 三 顶点 线性 
插值 的 结果 是 一 致 的 。 








命 了 为 线 元 如 的 长 度 
了 一 人 (和 一 02 放 十 (一 02 (14.2.10) 
显然 有 
Na(s) 一 1 一 地， )a(s) 一 子 (14.2.1) 
Bi DX。_ DR 
人 (14.2.19) 


与 三 角 面 元 相 类 似 , 在 线 元 召 = (4:, 4) 上 有 下 列 公 式 
Ni(0j，0) 一 05， 甸 了 一 二 2 
工 二 入 1 十 入 3 
和 三 VIA 十 Yo 和 2 、 
4 三 oiAi 十 ga 和 as 






























; Di paye 一 2 | 3! 元 、 
| 2 和 gds 一 人 (14.2.43) 
由 此 , 并 命 
00 一 可 (Z1 十 Za) 
则 得 下 列 积分 表 。 
表 14.3 | 大 二 表 14.4 | 1 
A\ 
\Y 3 TY ， 
eN OS NAN 
1 1 ou 
Ai 了 /2 也 民 十 805)76 Ai 《2xo 十 办)Z/6 (mo 十 2 ZA6 























OA 


C 
| (3 (92 -各 


(De 过 (-Ditzo | (-Dizo+z)/6 





《一切 fizo 亿 


总 续 上 述 , 对 于 上 的 函数 wz,， 急 ， 按 照 三 角 前 分 分 别 在 每 个 面 元 作 线 性 插值 ， 它 们 
在 相 邻 面 元 的 公共 边 及 公共 点 上 取 相 同 的 值 , 因此 拼 起 来 得 到 在 2 上 的 分 片 线性 插值 函数 
V zz, 功 ， 系 由 &2, 幼 在 各 顶点 4i，…，4xw, 处 的 值 加 …，vww, 决 定 ，U (zc 轨 在 每 个 单元 
( 面 、 线 .点 /上台 是 有 关 顶 点 忌 值 的 线性 插值 。U 42, 力 在 2 上 整体 上 是 连续 函数 ; 但 一 阶 


(we eeeemesa PAYPFERPP 和 Te JoeyrReer ed AT 下 
和 
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导数 有 间断 , 实际 上 是 分 片 常数 。 


在 三 角形 C= (4:，4s，4s) 上 作 揪 值 和 微 积分 运算 时 ， 线 性 函数 MX1，Xa，》Xs 占有 重要 地 
位 。 给 了 一 个 点 王 的 直角 坐标 (2, 急 ， 用 公式 (4.2.2) 可 以 算出 相应 的 (Ma，Xa3， 和 sa)， 和 1， 
和 3，AXs 中 只 有 两 个 是 独立 的 , 它们 满足 恒等式 (14.2.4) 
| 
反之 给 了 满足 这 一 等 式 的 三 个 数 Na， Aa ，As) 则 用 (144.2.5~6) 可 以 算出 相应 的 (z, 力 。 因 
此 (Na Xa，As) 和 (2， 吃 一 样 可 以 作为 坐标 ， 通 常 叫 做 重心 坐标 。 这 是 因为 ， 取 三 个 质量 X， 
和 ?，》Xs， 其 和 为 于 分 别 放 在 顶点 41，43，4s 上 , 则 这 个 质量 系统 的 重心 卫 (cz, 急 就 是 


有 入 10X1 十 入 303 十 入 308 
Ai 十 人 3 十 入 3 


到 和 141 十 入 13 十 和 3413 
A1 十 人 3 十 入 sa 


一 人 1021 十 人 323 十 和 人 323 


y 一 入 14%1 十 人 23 十 和 3413 


这 就 是 公式 (14.2.5~6)。 
(Nd 和 3， 和 sa) 也 叫做 面积 坐标 。 事实 上 ， 设 点 万 一 (0， 幼 位 于 三 角形 41434s 之 内 并 设 

4i4a4s 作 时 针 向 ,于 是 工 4:4s, 了 上 4:41， 7 44。 也 都 作 逆 时 针 向 ( 见 图 14. 急 ， 并 有 面积 

公式 

1 4 


4 和 3 4313 


0 一 和 人 A414。4: -二 


| 
Mo| 博 
包 








一 于 Chuz 一 6 十 oo) 一 ao 








8 和 AP4s4= 王 | me 旬 了 -二 (mz 一 5+oa)=)a8 
2 人 
2 9 
ZL 信 
3 23 
因此 对 应 于 了 = (2, 急 的 和 就 是 面积 比 98o 4 一 二 2 3 

人 ii 一 AP4:4a/ 人 人 4424a， 和 3 一 亿 434;/ 人 41434a， 2 一 人 4 和 

4 


己 








S 
SS 
HH 


As 一 人 也 414% 一 > -到 Cuz 一 6 上 oa) 一 和 人 so 








(0，1) 


4 ps 4 (0,0) 电 
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当 点 了 工 = 2, 切 在 三 角形 C 上 变 时 , 相应 的 Wa，Xa，》Xs) 的 变化 范围 是 
0 委 和 i， 入 ?，A)s 委 工 ， 人 十 和 3 十 人 3 一 工 
在 由 的 对 边 上 Mk=04=1 2，3)，4，4o，4s 的 重心 坐标 则 是 (1 0，0); (0 1， 0); 《0, 0， 
了 )。 

如 取 和 a，》a 为 独立 变量 ，Xa 一 工 一 Mi 一 Xa 2 14.2.2) 把 怒 平 面 上 的 三 角形 C= (4， 
42，4a) 变 为 Xi)a 平面 上 的 三 角形 C，0 科 和 na 和 X 入 1， 和 十 Ma 和 工 如 图 翘 .5 这 个 变换 的 导数 
行列 式 就 是 

ON ON 


0(N, 和)a) _ | 6c 0 |_ 


DZ，91) 2 0Aa 诡 
0 OU 


在 三 角形 上 求 积分 时 , 变 到 重心 坐标 较 便 , 特别 当 被 积 函数 本 身 C 用 重心 坐标 表示 时 
中 ee 六 ae 0 0)ag=||P0a io- 辣 | 语 和 |oman 


(7 


外 一 和 纪 
72 一 a 


下 0 (0， 2/) 一 用 
人 0， 和 Xa) 











开 到 
=D | .ax | “0 和 1 一))G 


表 14.5 三 角形 上 数值 积分 公式 


| Pa io zas= 晶 负 poBO )2, 各) 名 =C 的 面积 
0 23 Xi :2 





节 点 个 数 节 点 坐 、 标 权 数 精度 次 数 
饮 (COa，)2，M8) P 儿 
IT ss 
3 ) 1 
了 
到 一 
1 1 
囊 ，0， 豆 有 可 
1 1 
(二 豆 09) 
外 寺 . ) .27 
人 60 
(。， 亏 ) 
7 号 3 
外 0 训 j _8 
2 ” 和 儿 60 
1 1 
地 到 ,0 
(1，0，0) 
(0，1，0) 60 
7 0，1) 
1 工 
等 要 二 0.225 
《oa， pB1， pB1) 5 
ali=-0.05961587 (8t，ci， 有 1) 0.13289415 
Bi 一 0.47014206 (pl， BT Q1) 
ao=0.79742699 (aa，pBo，po) 
一 0.10128651 (83，aa，B9) 0.12593918 
(82，pBa， 09) 


5 paerrTWGTY 了 


nl LI 二 坟 放 向 抽 -和 ri 才 a 和 人 NERO 





吉 2 
据 此 , 并 利用 尤 拉 积 分 
人 
| 人 0 
就 可 以 导出 公式 (14.2.8) 。 
在 有 限 元 法 中 有 时 要 用 三 角形 上 的 数值 积分 ， 这 也 可 以 用 重心 坐标 来 表示 ， 其 一 般 形 
式 为 


|Poa ie aazt= 列 关 pmFO 

Do/2 是 三 角形 C 的 面积 , (多 ，) 姑 ,和 旬 ) 是 一 组 特定 的 节点 ，po) 是 相应 的 权 数 。 列 举 几 种 
常用 的 公式 如 表 芭 .5， 其 中 精度 次 数 呈 是 指 公 式 对 于 兄 次 多 项 式 为 准确 的 。 

在 线 元 妊 = (4:， 43) 上 有 一 个 弦 长 坐标 8 目 41 指 回 42) 》 两 个 重心 坐标 (和 Ai， 人 3) 》 人 1 十 和 5 
一 ( 见 14.2.3 节 )。 当 点 了 = (9) 在 了 上 变 时 ,相应 的 (Mi，》a) 的 变化 范围 是 

0 委 和 +， 入 1， 入 十 和 3 一 工 
41， 43 的 重心 坐标 是 \ 寺 0)， (0， J) 。 取 人 1 为 独立 变量 入 3 一 二 一 人 1， 则 当 卫 一 (3) 在 已 上 变 
竺 入 在 区 间 !0, 雪上 变 ; 显然 有 积分 公式 
人 Fo Ge)as=|。 下 (Na 1 一 | 学 

为 卫 的 长 度 。 据 此 以 及 殉 拉 积分 就 得 积分 公式 (14.2.13)。 

线 元 上 的 数值 积分 公式 也 可 以 用 重心 坐标 来 表示 , 其 一 般 形 式 为 


|.z (Ma ja)ds 一 三 立 po 天) 名) 
K=1 


(2，》 史 ) 为 线 元 上 一 组 特定 的 节点 ，p9” 为 相应 的 权 数 。 列 举 几 种 公式 如 表 14.6， 实 质 上 
就 是 普通 的 辛 浦 生 公式 和 高 斯 型 公式 。 


表 14.6 线 元 上 的 数值 积分 公式 








oa= 丰 | PCu， 1 Xe 





| al， Xa)Gs 一 忆 oO MP ， 研 一 巨 的 长 度 





节 点 个 数 节 点 坐 标 权 数 精度 次 数 
7 Gdi，29) O 入 
和 
2 1 
】 人 了 ) 
2 
一 人 忆 
odi 一 0.2113248654 tw | 3 
(人 一 ad4，od) 
1 一 地 一 0.7886751346 
( 寺 , 到 ) 和 
缚 ”2 6 有 
3 《0， 1 ) | 法 
(1，0) 6 
1 1 8 
3 02 
om 一 0.1127016654 外 5 
1 一 og=-0.8872983346 全 = | SR 





14.2.5 三 角形 上 的 二 次 插值 

三 角形 上 的 三 点 线性 播 值 是 最 简单 的 播 值 方法 ,但 只 有 起 码 的 精度 。 可 以 构 造 较 高 精 
度 的 插值 , 首先 就 是 六 点 二 次 捅 值 。 

在 三 角 面 元 C= (41，4:，4sa) 上 到 六 个 点 作为 揪 值 节点 , 即 三 个 顶点 4i，43，4s， 简 记 
为 二 2,， 3， 以 及 它们 的 对 边 的 中 点 ， 简 记 为 4 5，6, 恒 约 定 荆 与 和 4 2 与 5, 3 与 6 相对 , 上 见 
图 JJ4.6。 

函数 (0， 急 在 各 节点 (2 o) 的 值 记 为 凤 ， 一 工 ， ”3 6， 要 求 征 出 完 整 的 二 次 多 项 
式 3 

UV (Z，9) 一 qi 十 0o0 十 Ga 十 0422 十 0500 十 Ce012 


满足 
TU (ca gj 一 ii， 4 一 二 ， 3 6 5 4 
可 以 解 出 六 个 系数 wx，…，ae。 演 算 从 略 , 只 给 出 最 终 的 
结果 如 下 
U (Z，g1) -~ gt(Z，1) (14.2.14) 1 2 
这 里 w 可 以 通过 重心 坐标 X:，Xe，xs 表达 网 14.6 


一 人 X2 一 一 
甸 一 2 一 MN， 4 一 二 2 3 (14.2.15) 


pha(Z，g) 一 从 ss，95(Z，91) 一 和 3Ni，06(Z，91) 一 4a17a 
Ji 都 是 二 次 多 项 式 。 如 果 注 意 到 在 1 2,， 3,， 4,， 5, 6 各 节点 的 重心 坐标 (ia，Xa，)) 为 (二 0， 


oozoooD 吉 朱 合 "和 全 寺中 ms9 


0i( 0 0) 一 0 2 7 一 十， ”3 6 
钵 此 公式 (14.2. 巧 ) 确实 就 是 所 要 求 的 二 次 捅 信函 数 。 
根据 复合 微 商 法 则 以 及 入 的 微 商 公式 (14.2.7) 可 得 避 及 的 一 阶 微 商 ， 它 们 都 是 线 
人 性 的 。 


9 JJ-sao 2 USuau 
0 


Do 有 。 
3 一 多 (4 孔 ， 4 一 二 2 3 

















O 
2 一 4 人 (ja 十 me)s) -5 一 (hs 十 ra)， -2 到 一 4 二 mi)o) (14.2.16) 
- 一 名 (kN 一 有 ， 4 二 2 3 

2 一 一 4(5sX3 十 上 3 和 a)， 3 和 一 和 (SaXs 十 5s 和 a)， 各 -~ 一 和 ca)t 十 Sa) 


在 三 角形 C 的 任意 边 , 例如 线 元 B= (4i，4a) 上 , 由 于 在 此 边 上 Xes 拓 0,， 因 此 
可 (8) 一 妇 Vi(8) 十 vapa3(8) 十 Vepe(8) 
点 6 就 是 4:43 的 中 点 ,8 表示 目 4 至 43 的 弦 长 参数 (14.2.3 节 )。 因此 , 面 元 上 的 二 次 插 
值 在 每 个 边 上 的 值 就 是 通过 该 边 的 三 个 节点 (两 个 端点 ， 一 个 中 点 ) 的 二 次 播 值 而 不 依赖 于 
位 于 此 边 以 外 的 其 它 节点 的 值 。 这 样 , 按 三 角 面 元 分 别 作 二 次 插值 后 ， 拼 起 来 得 到 在 Q 上 
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分 片 二 次 , 整体 为 连续 的 函数 ,一 阶 导数 为 分 片 一 次 , 但 一 般 有 间断 。 
将 召 = (4，42) 的 两 端点 记 为 二 2， 并 将 其 中 点 改 记 为 3， 于 是 
TO - 立 人 (14.2.17' 
人 4 一 2 
03(S) 一 和 13 
这 里 和 = 和 (9)， 见 14.2.3 节 。 相 应 的 导数 公式 为 


0U _AS， opi 
多 
08 4 一 并 O8 


- 二 (14.2.19) 


(14.2 .18》 


六 二 


将 分 片 二 人 时 , 需要 反 值 基 函 数 wr 及 其 导数 的 乘积 的 积分 。 可 以 根 
据 它 们 的 表达 式 以 及 积分 公式 (14.2.8)，(\14.2.13) 算 出 类 似 于 表 14.1~ 生 那样 的 表格 ,但 
比较 庞杂 故 不 列 。 事 实 上 , 在 程序 实现 时 , 宁可 采用 如 14.2.4 节 中 所 介绍 的 数值 积分 方法 ， 
反而 简便 , 并 且 有 更 大 的 通用 性 。 


$ 14.3 ” 变 分 问题 的 离散 化 


我 们 将 以 变 分 问题 (14. 1.5~6) 为 例 说 明 能 量 积 分 的 离散 化 。 为 了 说 明 一 般 的 原则 , 不 
妨 把 在 能 量 积 分 中 增加 “点 项 "， 即 能 量 积 分 中 同时 含有 点 、 线 , 面 三 类 项 ,这样 问题 (14.1.5 
~6) 稍 微 推广 为 如 下 的 形 却 


7 人 1e( 各 ra 人 四 -ea 
1 
上 [到 me 一 oj + 加 [一 四 一 极 小 (14.3 人 
Go，1 一 人 (1I4.3.2) 
这 里 口 就 是 定 解 域 [2 2，0 00oCO+00, 分 别 表 示 需 要 计 
算 能 量 的 线 及 点 的 总 和 。 (2 表示 施 以 强加 条 件 的 线 及 点 元 的 总 和 。 Q，0"，9o 可 以 不 仅 
仅 局 限 在 边界 2 上 , 而 且 可 以 展 至 @ 的 内 部 。 已 知 系数 8, m, 户 9 分 别 定义 在 有 关 的 
部 位 上 。 问 题 (14.1.5~ 人 6) 就 是 2 一 7 @0= 空 ,2o=7o 的 特殊 情况 。 
对 域 Q 作 三 角 削 分 ， 并 保证 这 个 齐 分 与 9 原 有 的 分 割 及 系数 的 问 断 性 相 协调 ， 于 是 
J(i) 可 以 分 解 为 有 关 单 元 上 能 量 积分 之 和 
7 的 = 写 JoW+ 思 TO+ 避 TuO 


yo- 站 翅 [@( 翅 ) He 的) 村 败 ea 


人 


Ja(OU) 一 由 70L2 一 ou 
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在 三 角 章 分 (14.2. 工 节 ) 的 基础 上 , 将 未 知 函数 v(z, 妇 代 以 由 它 在 顶点 44，…，4x, 的 
值 由，…，?w, 产生 的 分 片 线性 插值 函数 D(z, g) ,而 了 (O 代 以 VD)， 这 一 步 可 以 先 按 单元 
执行 (14.3. 工 节 ) 然 后 累加 起 来 (14.3.2 节 )。 

14.3.1 单元 分 析 


在 各 级 单元 上 , 代 以 其 顶点 值 的 线性 播 值 。 由 于 前 分 与 2 由 系数 的 间断 性 相 峻 调 ， 
故 在 每 个 单元 上 ,系数 8, 刻 m%, 9 等 是 局 部 光滑 的 , 为 简便 计 , 不 妨 取 为 常数 。 
《一 ) 面 元 分 析 QO= (41，43，4as) 


1 王 3 入 0UJ 要 3 下 3 
0 


yo)~7e(D)=-|| 信 [8( 末 ) +8( 和 到) ]- 放 wm 








9 
由 于 本 3 3 3 
5 队 wh) 人 之 wM) 一 2 ua 
3 \ 2 3，3 /3U 3 3， 2 
(二 ) -和 瑟瑟 ， (十 ) -入 邮 - 动 - 动 
因此 


1 3， 3 
vco=vyc(， tay ta) 一 元 末 ,全 ， df 46 一 沼 Du 


cf 人 9 一 频 DAN， .CN BO 


Oh 
0 A 丽 0y 9 人 吃 


wo- 头 夯 列 


系数 B, y, 了 在 C 上 离散 成 为 常数 , 于 是 根据 表 14.1 得 到 
0 扩 一 (BT 十 5) 12D0o 一 0 和 
D 当 一 六 Do 
Cn 1.18) , 面 元 积分 为 


7o- 儿 | pu ( 侣 ) +&a( 瑟 )( 融 ) 闭 pa (下 融 ) 


十 2 人 十 3 ?]- 央 am 

















po 一 5 
册 用 类 似 的 方法 可 以 得 到 
ao 入 一 0 好 -用 e CA 宙 十 13 4 - 十 2: 刘 -3 
十 Ca Cd 避 jzm 





Re 和 sm 了 一 2 人 7 十 B22 引 j) /0Do 十 ?72Do 霸 十 05) /24 
2 同 前 。 
当 CO 一 (4 4 4) 即 顶点 标号 为 (pa， 人 3， Ya) 时 ， 计算 Cj 2 的 公式 中 用 到 的 种 村 
xb 久 应 取 为 忆 . %… 而 能 量 表 达 式 中 心 应 代为 Wu 4 一 二 2 3， 因 此 
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1 .3 3 
wo 一 vol ，w，tUn) 一 pool 一 全 DOol (14.3.3) 
如 了 == 工 《一 工 


应 该 指出 ， 对 于 介质 系数 如 B,… 采用 分 单元 的 离散 化 方法 事实 上 就 是 对 于 介质 间断 
性 的 一 种 自动 处 理 , 不 论 这 种 间断 性 在 几何 上 复杂 到 什么 程度 ， 只 要 前 分 是 协调 的 ， 即 把 介 
质 间 断 的 点 、 线 元 落 在 前 分 的 点 、 线 元 上 , 就 自动 体现 了 交界 条 件 (14.1.17)。 

(二 ) 线 元 分 析 了 = (4， 43) 


2 2 
V 人 了 一 忆 Uo 到 一 人 2 2 
1 8 1 


Js ~Ja(D =-| [到 吧 一 虹 志 
于 是 
Jp 一 va 一 工 C grsiw 一 妆 12w 


Qi -| INs 和 CS 一 0 皂 。 


gp- 人 ai 
殖 


系数 办 9 在 了 上 取 常 数值 , 故 由 表 14.3 得 
0 沪 一 7 于 十 60)716 
8 一 ZE]2 
在 有 些 问题 , 例如 本 身 是 一 维 问题 如 (14.1.20) ,或 者 具有 复杂 结构 的 问题 中 , 能 量 中 的 
线 项 取 如 下 的 形式 


7 舍 区 ( 侣 ) rm] -加 we 二 训 pu- 襄 or 
这 时 


DO OA 
分 一 | 车- 定 + (DAZTZEGL+016= 嘿 


了 同 前 。 

当 刀 = (4 4nm) 即 顶 点 标号 为 (ra，?7za) 时 ， 计 算 时 用 到 的 坐标 2 人 应 取 为 zw，gym， 
而 他 代为 Winrvy 4 一 土 2 四 此 

vB 一 Jp (wn， tom) - 豆 六 Cg ntimi 一 立 Zn ( 择 .3. 和) 

(三 ) 点 元 分 析 4 一 (45) 

在 点 元 4= (4i) 上 离散 化 是 很 显然 的 。 事实 上 ， 在 顶点 4i 处 %=z 加 ,4 的 线性 插值 也 
有 万 -wu 同时 ,能量 “积分 ”已 经 是 离散 形式 的 。 因 此 

JJ=[-pds=Ja(D) = Tan) = 本 ou 一 28 

这 里 符 阵 cq 多 ，2 后 为 一 阶 的 , 均 退 化 为 一 个 数 


4 红 一 0 


2 人 = 
当 问 题 本 身 是 一 维 问题 , 或 者 在 复杂 结构 的 问题 中 , 能 量 中 的 点 项 作 如 下 形 和 式 


J 4 一 [ HU ?一 pu] 一 末 ou 一 2 
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这 时 
q 针 一 内 
0 一 0 
当 4 一 4 即 该 点 元 的 标号 为 蕊 时 
JJ 4 一 .4 = 二 oiouau 一 0 (14.3.5) 


14.3.2 总 体 合成 


能 量 积 分 分 单元 离散 化 后 ,总体 的 能 量 就 成 为 
JW~TGD -7IGu … wu) 一 加 To+ 忆 Ta+ 忆 .7 


1 No Ne 
一 全 al46 一 它 六 0 


它 的 系数 矩阵 入 = (co)， Ri da 人 ，0502, …(14.8. 工 节 ) 以 适当 的 方 
式 累 加 而 得 。 

为 此 ; 在 解 题 开 始 应 具备 下 列 有 关 剂 分 的 几何 量 及 物理 量 的 信息 : 

1. 点 元 的 标号 和 坐标 ， (cz， gu ，8 一 …， 和 No。 

2. 中 中 的 面 元 的 三 顶点 标号 (pa.，na，mna.) 和 相应 的 系数 Bo， 太 8 一 1 …，Nao 

3. 2 中 的 面 元 的 两 顶点 标号 (aaw lar) 和 相应 的 系数 mr，96 8 一 二 …，Lfao。 

4，2" 中 的 点 元 标号 (加 ) 和 相应 系数 pa 8 一 二 …，Mo。 

5，2o 中 的 点 元 标号 ( 困 ) 和 该 点 的 强加 值 u 8 一 二 …， 允 ( 见 至 .3.3 节 )。 

此 外 , 应 根据 14.3.1 节 编 出 三 个 标准 化 的 面 、 线 、 点 单元 分 析 程 序 ， 它 们 能 从 单元 的 几 
何 及 物理 信息 产生 单元 系数 阵 。 

在 这 个 基础 上 , 总 体系 数 阵 的 合成 过 程 如 下 ; 

G) 首先 对 待定 阵 4，2 的 全 部 元 素 置 0， 即 

0 一 ay，0 一 1， 人 1) 一 上 …，Ao 

(2) 对 CE 逐个 作 面 元 分 析 , 也 就 是 根据 单元 顶点 序号 mw 和 坐标 zu yu = 二 2，3) 
和 参数 6，7,， 算出 单元 系数 o 纺 ，28o2 并 根据 (14.3.3) 把 它们 分 别 累加 到 总 体 阵 4, 5 的 
适当 部 位 , 即 

af 十 ar 一 ao，0O 十 D 一 0 ， 人 7 一 1 2 3 

注意 这 是 在 既 有 基础 上 的 累加 而 不 是 取代 ,不 同 的 单元 可 以 对 于 同一 位 置 的 系数 都 有 贡献 。 

(3) 对 了 BE2Q' 逐个 作 线 元 分 析 。 由 顶点 序 rm 和 坐标 zw，%ym 和 会 数 4 7， 9 算出 线 元 
系数 阵 名 ，2” 再 按照 (了 4,3. 名 累加 

0 入 十 Cam 一 mo， 0 2 十 bn 一 > 加 7 一 | 2 

(4) 对 点 元 4EG" 逐个 作 点 元 分 析 ， 根 据 顶 点 序号 ! 及 丹 2 算 出 cf, 人 再 按 

(14.38.5) 累加 
0 各 十 Ci 一 dr，0 和 十 Di 六 

全 部 单元 处 理 完毕 后 就 得 到 总 体 和 矩阵 4，D, 由 于 各 个 单元 矩阵 ac 护 , age 凡 是 对 称 

的 ,所 以 总 体 阵 生 也 是 对 称 的 ， 


0 一 Cj 2 7 一 十 ”3 Wo 


宙 本 rp 
二 ee ee osrT7 
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这 样 能 量 积分 即 二 次 泛 函 7 (就 完全 离散 化 成 为 多 元 二 次 函数 
(CU ) -去 色 ap6 一 局 8 (14.3.6) 


间作 考虑 没有 强加 条 件 的 情况 , 即 2o=0( 空 集 )。 这 时 原 问 题 (14.3.1 一 2 成 为 无 条 件 
' 变 分 问题 

在 函数 类 上 内定 使 得 v(o = 极 小 (14.3.7) 
这 里 必 是 所 有 不 受 强加 约束 的 ， 具 有 一 定 光 滑 性 使 得 积分 V(w) 有 意义 的 函数 类 ， 它 有 无 穷 
多 目 由 度 。 离 散 化 后 , (了 4.3.7) 变 成 

在 函数 类 上 问 内 定 尼 使 得 v(o) = 极 小 (14.3.8) 
这 里 几 是 所 有 片 状 线性 撒 值 函数 所 组 成 的 函数 类 , 是 8 的 一 个 子 类 , SC, S 只 有 有 限 多 
目 由 度 ， 即 有 We 个 目 由 参数 wu，w，…，vw。 问题 (14.8.8) 就 是 多 元 二 次 函数 (14.3.6) 的 
无 条 件 极 小 问题 即 

征 人 参数 人 ，…，VWx, 使 得 (Ga …， Vs 一 极 小 (14.3.9) 


根据 微 积分 中 的 极 值 原 理 ( 择 , 工 .了 B~ 巧 )， 当 二 阶 导 数 阵 到 5 正定 时 ， 极 小 问题 


(14.3.9) 等 价 于 解 方程 组 
D7 
7 
由 于 ( 蔡 .3.6), v 是 二 次 的 , 它 的 一 阶 导 数 是 一 次 的 , 即 
0 
Do 

这 里 利用 了 对 称 性 ay 一 ar。 卫 

让 - 记 owws- 0 一 0， 4 一 十， AWo 


y 的 二 阶 导 数 则 都 是 常数 , 与 妃 ，…，wx, 无 关 ; 
2 
3 
因此 ， 当 系数 阵 4= [cj] 为 对 称 正 定时 ， (wa，…， wu 使 二 次 函数 v 达到 极 小 的 充 要 条 件 是 
满足 线 代数 方程 组 


| (14.3 10) 





ae 
一 Cl 二 (cia 十 Gai)Wa 十 末 (aas 十 Gai)Was 十 … 一 0 一 各 % 一 全 


宫 auu=p 4 一 革 。…，No (14.3.11) 
即 
4 一 0 (14.3.12) 
因此 变 分 问题 就 最 终 离散 化 为 解 线性 代数 方程 组 (14.3.11) 的 问题 ， 注 意 方程 组 的 系数 阵 
4, 8 就 是 能 量 函 数 (14.3.6) 中 的 二 次 及 一 次 部 分 的 系数 阵 。 
有 时 , 在 定 出 能 量 函 数 时 可 能 得 出 不 对 称 的 系数 阵 妈 = [cvs] 。 由 于 二 次 型 的 系数 总 可 
以 对 称 化 而 型 值 不 变 
， Ce 二 福 去 (ay 十 Ci 
那 末 , 极 小 化 的 代数 方程 组 的 系数 阵 就 不 是 妈 = [cg] 而 是 它 的 对 称 化 


于 (4 十 47) = [ 亏 (ourau) | 





也 就 是 必需 经 过 对 称 化 才能 得 到 正确 的 代数 方程 组 的 系数 阵 。 如 果 在 单元 分 析 的 一 级 上 单 
元 系数 阵 一 一 小 抢 阵 一 一 是 对 称 的 〈14.3.1 节 中 就 是 这 样 ) 或 进行 了 对 称 化 , 则 就 能 保证 
总 体系 数 阵 一 一 大 矩阵 一 一 的 对 称 性 。 
由 于 v 是 二 次 的 , 它 的 二 阶 以 上 的 偏 导 数 均 为 零 , 必 有 
J (CU 十 Su Us 十 Sr 一 Con) 十 7 Ga Us 0 和 …) 
(十 Du， 十 Su) 一 (ua， 十 SJ Ca avs Ba， Su 


+ 误 5aJ (5 .Su ) (4.3.13) 
这 6J ， 0 就 是 函数 vy 在 点 (wu …，wy 的 一 次 及 二 次 微分 
人 名 总 - 27 ju- 包 ( 沁 smw 一 baw (4.3.14) 


3827(3u，…，5uy ) = 电 








款 Gu0ui 一 忆 CGO (14 ,名 ， 15) 


从 (14.3.13) 中 各 项 的 量 级 对 比 也 可 以 看 出 , 即使 二 阶 导数 阵 二 一” 一 赤 尖 元 = 一 6 仅仅 是 半 正 定 , 也 
就 是 说 
玉 mansw>0 对 一 切 8u 4- 工 .No 
时 , 极 小 问题 (14.3.9) 也 等 价 于 解 方程 组 ( 隆 ,3.10) 即 (14.3.11)。 
泛 函 yo) (14.3. 切 的 二 次 变 分 是 (参考 (14.1.10)) 


于 97(0J- [ea(3 9 +R(3) dty+| 于 (3u)3as (14.3.16) 


如 果 命 gw 为 由 ga，…，8Buw, 产生 的 分 片 线性 插值 函数 ,8uES', 则 由 14.3.1 节 , 14.3.2 节 
的 离散 化 方法 不 难看 出 ， 作 为 函数 V (ai，…， 媚 的 二 次 微分 (14.3.15) 与 作为 泛 函 yo) 的 
二 次 变 分 是 一 致 的 , 即 

于 527(3u) = 地 5a7(5 Bu = 地 宙 oopu8u Gd4.3.17) 


设 8>0, 9>0 并 且 m 才 0。 在 此 情况 下 在 去 .1.2 节 中 已 证 明了 二 次 变 分 (14.3.16) 对 
于 函数 类 8= So。 的 正定 性 , 因此 在 其 子 类 SC 上 当然 还 是 正定 的 , 因此 二 次 型 (14.3.17) 
正定 , 即 矩 阵 4= fcg] 正 定 , 从 而 保证 线 代 数 方程 (14.3.11) 有 唯一 解 。 

设 6>0, 7=0， 这 就 是 所 谓 第 二 类 边 值 向 。 用 14.1.2 中 的 方法 可 知 二 次 变 分 对 于 8 为 
退化 半 正 定 ,而 且 

02J (3v) =0e>3v= 三 c 一 常数 (14.3.18) 

由 于 Su=cE8So, 即 相当 于 用 3 = … 一 Suw,=c 插 出 的 分 片 线性 函数 ,所 以 二 次 型 (14.3.17) 
也 是 退化 半 正 定 而 且 


Na 
于 为 opu8u-0e9au-… =3uv, = (14.3.19) 


因此 和 撼 阵 4 是 退化 半 正 定 , 行列 式 |4|=0。 
对 此 退化 的 情况 , 按照 14.1. 





二 非 零 解 


= s (14.3.20) 





s90 


而 任意 非 零 解 可 以 表 为 这 个 解 的 常数 倍 即 “=c。 由 于 这 些 非 零 解 都 含 在 子 函 数 类 中 , 因 
此 离散 后 对 应 于 (1 .38.9) 的 齐 次 问题 有 同样 的 非 零 解 即 

习 一 一 UN ,一 荆 (14.3.21) 
而 任意 的 非 零 解 可 表 为 它 的 常数 倍 ， 即 迪 =…= xs=c。 注意 离散 的 齐 次 问题 (14.3.9) 就 
是 齐 次 线 代 数 方程 


加 au-0，5 二 en (14.8.22) 
2， 非 齐 次 问题 人 4.3.8) 有 解 的 充 要 条 件 即 所 谓 协调 条 件 是 
站 razm+| eas+ 习 np=0 (14.3.23) 


各 


这 在 物理 上 相当 于 外 载荷 的 平衡 条 件 , 是 (14,1.30) 的 推广 。 当 有 解 时 , 任意 两 个 解 必 相差 
一 个 常数 即 相差 一 个 齐 次 问题 的 解 。 在 离散 化 得 到 退化 、 对 称 的 线 代数 方程 组 (14.3.11)， 
根据 线 代数 的 初等 理论 ，(14.3.11) 有 解 的 充 要 条 件 是 右 项 向 量 8 一 (bi，…，bxww) 与 齐 次 方 
程 组 (14.3.22) 的 基本 解 向 量 一 一 现在 就 是 (14.3.241) 一 一 正 交 , 即 


衬 j=-0 (14.3.24) 
丰 一 


这 就 是 代数 方程 组 (4.3.1L) 的 协调 条 件 。 根据 14.3.1 节 ，14.3.2 节 的 分 析 方法 可 知 凡 
是 由 系数 户 9, 2 经 离散 化 而 得 来 的 。 问题 在 于 ， 当 原 给 的 系数 九 "2 满足 协调 条 件 
(14.8.23) 时 , 经 过 离散 化 后 是 否 自动 保证 (14.3.24) 成 立 ? 答案 是 肯定 的 。 如 果 在 单元 分 
析 中 涉及 户 % 2 的 积分 是 准确 的 , 即 没有 作 任 何 近 似 , 则 可 以 证 明 

包 0 Fazm+| dds 十 名 了 


女 


事实 上 只 须 取 = 工 即 由 二 二 于 是 根据 (14.38. 芒 ，( 了 .3.6)，( 芭 .3.19) 即 得 
v (u) 一 -| yazm-| 9d 一 访 2 一 0 。…，tWx。) 一 一 之 1u 
因此 原 问题 的 协调 条 件 (14.3.23) 自动 保证 了 离散 问题 (14.3.11) 的 协调 条 件 (14.3.24), 从 
而 保证 离散 问题 有 解 , 而 任意 两 个 解 向 量 的 差 是 一 个 常 向 量 。 在 实践 中 , 往往 对 户 风 史 作 
近似 的 处 理 , 例如 取 为 分 片 常数 , 于 是 离散 化 后 有 可 能 不 严格 满足 (14.3.24), 例 如 
之 je 2 基 (0 
对 此 可 将 思 稍 修改 , 即 
0 一 方 - 一 0 一 1 .…，N 
这 样 新 的 右 端 满 足协 调 条 件 (14.3.24), 保证 退化 方程 组 有 解 ( 见 第 十 三 章 $18.3 之 来 段 )。 
上 面 的 例子 说 明了 ， 原 变 分 问题 的 正定 性 或 退化 半 正定 性 以 及 解 的 唯一 性 或 多 重 性 结 
构 ,经 有 限 元 离散 化 后 , 一 般 能 得 到 忠实 地 保持 , 这 是 有 限 元 法 的 一 个 优点 。 
当 原 问题 为 正定 或 半 正定 时 ， 离 散 方程 组 的 解 点 就 是 能 量 画 数 7(u，…， zw,) 的 极 小 
点 。 当 原始 变 分 问题 为 不 定时 , 通常 上 所 要 求 的 只 是 能 量 ,] 达到 临界 , 在 离散 化 后 , 系数 阵 
4 也 是 不 定 的 , 但 所 要 求 的 只 是 能 量 函数 7 (ui，…， wo) 达到 临界 , 即 史 -一 0, 这 时 待 解 的 


方程 组 仍然 是 ( 芭 .3.11) ,不 过 它 解 点 不 一 定 是 v 的 极 小 点 而 已 。 
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了 .3.3 ”强加 条 件 和 缝隙 的 处 理 


在 有 强加 条 件 的 情况 下 , 还 需要 对 上 面 得 到 的 能 量 系 数 阵 4, 8 作 适 当 的 处 理 后 才能 得 
到 最 终 定 解 的 代数 方程 组 。 

施 以 强加 条 件 (14.3.2 的 集合 2o 是 一 些 线 元 及 点 元 的 组 合 。 在 每 个 线 元 上 &(s) 可 以 
离散 化 为 其 两 个 顶点 ( 设 为 4i，42) 的 值 i，?s 的 线性 插值 。 这 和 在 2 上 采取 的 分 片 线性 
插值 法 是 协调 的 。 因 此 只 须 对 2e 内 所 有 顶点 , 命 其 序号 为 押 ，…，jxr 规定 条 件 

es (14.3.25) 
于 是 变 分 问题 (14.3.41~ 纪 就 离散 化 为 二 次 函数 了 (ii，…，wxw) 在 条 件 (14.3.25) 下 的 极 值 
问题 。 注意 v 中 一 部 分 变量 取 已 知 值 , 因此 可 以 视 . 为 其 余 变 量 的 函数 ， 而 原来 的 条 件 极 
值 问题 现成 为 对 于 其 余 变 量 的 无 条 件 极 值 问题 , 即 满足 线 方程 
区 一 0， 人 (44 .3.26) 
事实 上 只 须 从 方程 组 (14.3.10) 中 删 去 ?一 万 ，…，pr 的 凡 个 方程 , 而 在 余下 的 方程 中 代 进 
已 知 值 (14.3.25) 相 应 项 移 到 右 端 ， 故 得 到 Wo 一 4 个 方程 (系数 仍然 是 对 称 的 ) 和 相同 个 数 
的 未 知 数 。 

另 一 个 等 价 的 办 法 对 原 有 符 阵 4,，2 作 下 列 形式 的 修改 
ui， 当 《 一 ，…，Av 
8 阅 oa。 当 鲜 条 …， 肌 

0， 当 2 关 7， 或 了 一 各， 二 Ar 
ai 修改 为 人 0 
这 样 仍 为 Woe 个 方程 (系数 也 对 称 ) 和 Noe 个 未 知 数 , 在 程序 实现 中 可 以 避免 由 于 删 去 方程 和 


未 知 数 而 引起 的 重新 编号 的 朵 烦 。 
有 时 强加 条 件 经 离散 化 后 不 象 (14.3.25) 那 样 简单 而 是 取 如 下 更 一 般 的 形式 


尘 co=m 和 一 1，…， 则 (14.3.27) 
要 求 在 这 个 约束 条 件 定 函 数 V wa，…，?xs) 的 极 值 。 对 此 可 以 采用 所 谓 拉 格 朗 日 乘 子 法 。 
引进 新 的 变量 ，，…，Aa， 作 二 次 函数 
GCC， "No A1， 和 ar) 一 (Wu ”5 WN,) + 立 N( 澡 ou 一 虽 


它 有 Wo 十 个 变量 。 可 以 证 明 , v 的 条 件 极 值 问题 等 价 于 G 的 无 条 件 极 值 问题 。 后 者 的 
航 值 条 件 是 


0 ea 为 | 


3aG 
2 一 U， 4 一 二 ， No 
3G 

5 0， “一 十， 4 


这 就 是 | 
全 5 十 全 op 一 4 一 工 ， 2 No 
隐 村 (14.3.28)》 

们 2 一 4 一 工 ， Me 4 好 

= 
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也 可 表 为 矩阵 形式 


| -| (14.3.29) 

[Le oj 区 

这 个 方法 在 形式 上 比较 简单 ,新 的 系数 矩阵 保持 了 对 称 性 。 但 是 , 方程 组 的 阶 数 从 We 扩大 

a9 到 六 o 二 M, 正定 性 则 不 一 定 能 保持 。 
缝隙 的 处 理 

如 图 14.7 所 示 有 时 定 解 区 域 2 内 有 缝隙 ， 链 附 在 物理 上 总 

是 有 宽度 的 , 但 当 宽度 相对 地 小 时 ， 可 以 视 为 无 宽度 的 曲线 工 , 有 

正 负 两 岸 +，Z。 设 想 在 问题 中 规定 链 险 的 两 岸 都 是 自由 边 , 这 

2 时 泛 函 (14.3.1) 的 形式 不 变 , 但 w(z, 急 在 两 岸 互 相 独立 ， 可 以 取 
不 同 的 值 。 当 能 量 达到 极 小 时 , 在 缝隙 两 岸 自动 满足 自由 边界 条 件 


(8 如 ) -0 (8 起 ) -0 
对 于 这 种 情况 , 在 作 剖 分 时 应 使 锋 工 落 在 线 元 上 , 缝 上 的 每 个 点 元 和 线 元 都 一 分 为 二 , 变 为 
双重 点 .双重 线 , 各 有 自己 的 编号 , 分 别 由 有 淘 值 , 分 属于 正 负 两 岸 , 相同 的 仅仅 是 它们 的 位 
” 置 坐 标 。 与 缝 除 相 邻接 的 面 元 自然 是 分 属 两 岸 , 应 该 视 为 分 离 的 面 元 ,不 再 具有 公共 边 。 在 
解 题 时 ,事实 上 只 需 在 初始 阶段 , 即 进行 剖 分 和 准备 相应 信息 时 照 上 述 原 则 办 理 , 在 以 后 的 
阶段 就 无 须 再 作 特殊 处 理 。 


14.3.4 代数 计算 和 结 采 解释 


有 限 元 法 离散 化 后 得 到 线 代数 组 4 = 五 的 系数 阵 4 总 是 正定 的 。 当 原始 变 分 问题 具 
有 正定 性 时 ,在 有 限 元 法 中 一 般 也 保证 系数 阵 4 的 正定 性 ， 除 了 由 于 强加 条 件 的 处 理 有 时 
会 有 些 麻烦 。 这 种 对 称 正 定性 的 特点 保持 , 是 有 限 元 法 的 一 个 优点 。 由 于 对 称 正 定 阵 的 计 
算 方法 发 展 得 比较 完善 , 因此 这 种 特性 保持 对 于 方程 的 解 算 也 是 有 利 的 。 

有 限 元 法 所 得 的 系数 阵 的 另 一 特点 是 称 朴 性 ， 即 绝 大 多 数 的 元 素 为 零 ， 也 就 是 说 组 
中 每 个 方程 中 只 有 少数 几 个 特定 部 位 的 系数 不 为 0， 即 矩阵 基本 上 是 带 状 的 。 事实 上 ， 从 
14.8.1~38.2 节 中 可 以 看 出 ， 每 当 点 元 4 与 4 不 相 邻 ， 即 不 同属 于 某 个 线 元 或 面 元 时 ， 在 
合成 后 的 能 量 函 数 中 就 不 出 现 ws 的 项 , 即 相应 的 矩阵 元 素 o 必 为 零 。 这 种 稀疏 性 对 于 实 
际 解 算 提 供 了 有 利 条 件 ， 在 程序 上 可 采取 压缩 零 的 技巧 使 得 仅仅 伪 中 的 非 零 元 素 才 被 存 
储 , 可 以 节约 存储 量 和 运算 量 。 

针对 着 系数 阵 4 的 对 称 正 定性 和 稀 朴 性 ， 在 实际 解 算 时 可 以 用 超 松弛 法 、 分 块 超 松弛 

法 或 其 它 类 似 的 适 代 法 。 也 可 以 采用 如 分 块 消 元 法 或 其 它 适 合 稀 朴 块 状 结构 的 直接 法 。 还 
可 以 采用 送 代 法 和 直接 法 相 结合 的 共 斩 斜 量 法 ， 这 也 是 适合 与 对 称 正定 和 稀 下 特点 的 。 具 
体 算法 训 以 参考 第 九 章 。 

代数 计算 结束 后 就 得 到 解 在 离散 点 4 …，4w 的 值 mm …，wx。 在 实践 上 常常 需要 


知道 导数 有 .到 ，B .3u 的 分 布 以 及 在 其 它 点 的 值 。 因 此 需要 再 作 一 轮 单 元 上 的 结果 分 析 ， 


即 按照 原来 的 播 值 原则 补 播 算出 所 需要 的 量 。 例 如 对 于 导数 , 在 每 个 面 元 C= (4i，4a, 4a) 
上 按照 (14.2.7) 取 为 





593 
Du 
必 人 BC 十 ata 十 9auaj /及 


6 用- 全 二 于 总 志 下 区 人 记 


并 作为 在 单元 中 点 的 值 。 当 需要 知道 在 节点 处 的 导数 值 时 则 可 以 取 相 邻 面 元 中 点 值 的 适当 
的 平均 值 。 特 别 是 利用 计算 机 来 显示 或 制作 等 值 线 图 或 向 量 场 图 或 其 它 曲线 是 非常 有 利于 
结果 分 析 的 。 


14.3.5 方法 的 特点 


有 限 元 法 的 特点 以 及 与 其 它 方法 的 对 比 可 以 综述 如 下 ， 

(1 有 限 元 法 是 以 变 分 原理 和 剂 分 插值 为 基础 的 。 它 把 在 无 穷 多 自由 度 的 函数 类 8 中 
的 极 值 问题 代为 8 的 一 个 有 限 多 自由 度 的 子 类 8' 中 的 极 值 问题 , 在 这 点 上 有 限 元 法 是 传统 
的 能 量 法 ( 即 李 效 -加 辽 金 法 ) 的 一 种 变形 。 在 传统 的 能 量 法 中 ， 子 类 &' 是 由 解析 函数 组 成 
的 , 缺乏 灵活 性 , 而 有 限 元 法 则 是 在 剖 分 即 格 网 插值 的 基础 上 , 来 形成 子 类 &', 在 这 点 上 , 它 
是 差分 法 的 一 种 变形 ， 吸 取 并 发 扬 了 后 者 的 灵活 性 。 因 此 有 限 元 法 是 能 量 法 与 差分 法 相 结 
合 而 发 展 了 的 方法 。 

(2) 在 有 限 元 法 中 , 最 终 求解 的 多 次 二 次 函数 的 极 值 方程 , 系数 阵 总 是 对 称 的 , 而 且 当 
原始 问题 为 正定 时 , 离 限 化 后 一 般 也 保持 正定 性 。 这 一 特点 是 能 量 法 中 共同 的 , 而 在 差分 法 
中 则 不 一 定 总 能 做 到 。 有 限 元 系数 阵 又 是 稀疏 的 , 这 一 特点 是 差分 法 中 共同 的 , 但 传统 的 能 
量 法 中 则 不 然 。 对 称 正 定 与 稀 朴 特性 对 于 数值 解 算是 有 利 的 。 

(3) 有 限 元 法 的 各 个 环节 , 如 单元 分 析 、 总 体 合成 .代数 解 算 、 结 果 解 释 等 等 在 程序 实现 
上 都 是 便于 标准 化 的 。 至 少 对 于 同一 类 型 的 问题 , 不 论 几 何 形状 或 物理 参数 分 布 如 何 , 不 论 
采用 什么 插值 方法 , 都 可 以 用 同一 套 标 准 程序 来 对 付 。 对 于 解 题 者 说 来 ,只 须 准 备 有 关 剖 分 
的 几何 、 物 理 参数 的 最 低 限 度 的 信息 即 可 , 这 样 可 以 大 大 缩短 解 题 周期 。 

(4) 在 有 限 元 法 中 , 不 论 问题 是 简单 或 复杂 , 基本 上 是 同等 对 待 的 。 因此 ， 对 于 规则 区 
域 和 常 系数 的 问题 而 言 , 有 限 元 法 的 效率 会 比 一 般 差 分 法 低 ,， 但 是 ， 随 着 问题 在 几何 上 物理 
上 的 复杂 性 的 增高 而 优点 愈 显 。 有 限 元 法 主要 是 面 对 这 类 问题 的 。 

(5) 有 限 元 法 利用 了 变 分 原理 和 痢 分 插值 比较 成 功 地 解决 了 自然 边界 条 件 的 处 理 问 
题 。 但 是 , 强加 条 件 处 理 上 的 矛盾 则 相对 地 上 升 ,还 有 待 于 改进 。 

(6) 本 章 没有 讨论 有 限 元 法 的 收敛 性 问题 , 即 当 剖 分 愈 来 愈 细 时 , 离散 解 是 否 愈 来 愈 趋 
近 于 真 解 的 问题 有 限 元 法 的 基础 理论 实际 上 是 相当 简单 的 ,在 相当 广泛 的 范围 内 ,可 以 确保 
在 能 量 积分 意义 下 的 收敛 性 , 从 而 保证 方法 的 可 靠 性 。 这 也 是 有 限 元 法 的 一 个 特点 , 见 [23] 。 


$ 144 有 限 元 法 的 一 些 应 用 
有 限 元 法 对 于 椭圆 型 问题 是 普遍 适用 的 。 在 8$ 葵 .3 中 通过 平面 二 阶 椭圆 方程 边 值 问题 
的 典型 例子 介绍 了 基本 方法 。 本 节 再 介绍 在 几何 上 ,解析 上 、 物 理 上 有 些 特点 的 问题 ,如 轴 
对 称 、 本 征 值 和 平面 弹性 问题 ， 仍 用 三 角形 线性 捅 值 。 最 后 介绍 提高 精度 的 三 角形 二 次 揪 
值 。 关 于 其 它 的 训 分 和 插值 方法 ,三维 问题 , 涉及 四 阶 椭圆 方程 的 板 、 壳 问题 , 以 及 食 有 时 间 
的 动态 问题 等 等 则 可 以 参考 专门 的 著作 如 [3] 。 
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了 .4.1 轴 对 称 问题 


平面 椭圆 方程 的 变 分 原理 (14.1.18) 自然 地 推广 到 空间 ( 见 S14.3 , 变 分 问题 
工 DLAN3 DU 3 DAN 
-用 6 动 +&( 动 ) +B( 下 ) ]- 央 jwem 本 
和 全-ojw- 
及 0 4 一 久 
等 价 于 边 值 问题 
。 一 李 0 Du OU O Du 
2 (二 8 融 + 页 8 党 + 页 8 如 )-/ 
一 Ow \ 一 DA\+ 
五 《8 如 ) 一 (8 融 ) 
二 ) OU 吧 
L 0: A5 有 十 叱 一 9 
了 &W 一 化 
当 问题 具有 轴 对 称 性 ， 即 区 域 万 及 其 内 外 界面 二 妃 ， 志 ,都 是 回转 体 或 回转 面 ， 所 有 
的 系数 6, m, 户 9 都 具有 回转 不 变性 时 ， 则 解 也 必 具 有 回转 不 变 狂 即 轴 对 称 性 。 这 时 以 采 
取 柱 储 标 r, 2 9 为 便 , 而 且 一 切 量 与 p 无 关 。 可 以 取 一 个 wp=0 的 参考 平面 (r, ,其 上 有 
二 维 域 D 以 及 界线 32，To， 用, 工 等 等 , 它们 绕 * 轴 旋 转 而 生成 万 85， 下 ， 有 到, 志 。 由 于 


人 


| | rarazap=2z|| rarm 


7 马 


卫 


因此 三 维 变 分 问题 可 以 玫 为 二 维 的 形式 
7 人 -2|| 全 8 [( 到 ) +( 强 ) 时 jj or dz 


+2z| [ 读 ri2z-wujras= 极 小 SR 
了 0， 一 化 
它 等 价 于 边 值 问题 
0 
Du 


(8 如 ) -8( 恋 ) (14.4.2) 


当 B= 二 fj 一 0 就 得 到 
7 -一 十 一 了 林 一 0 (14.4.3) 








2 Bl pu 04 4. 


这 就 是 轴 对 称 下 的 拉 普 拉 斯 方程 。 
域 Q 总 是 位 于 参考 平面 即 "2 平面 的 右 半 Y>0， 它 的 边线 94 可 能 不 与 “ 轴 接 触 ( 如 图 
霸 .3) 但 也 能 有 一 部 分 关 在 对 称 轴 上 , 另 一 部 分 工 不 在 对 称 轴 上 (如 图 芭 ,9): 
0 一 





图 14.8 14.9 


应 该 记 住 ， 问 题 本 来 的 定 解 域 是 由 2 生成 的 回转 体 9， 它 的 边界 面 99 仅仅 是 由 三 旋转 生 
成 的 ,与 4 无 关 。4* 在 对 称 轴 上 ， 实 际 上 并 不 构成 问题 的 边界 。 因此 在 了。 上 无 边界 条 件 
可 言 , 边界 条 件 仅 作 用 于 二， 后 者 照例 又 可 分 为 强加 的 Ze 和 自然 的 Ze 两 个 部 分 : 


从 (14.4.2) (14.4. 和 看 , 由 于 系数 含有 因子 工 ,方程 在 Zr 上 即 * 一 0 处 有 奇异 性 。 这 


在 形式 化 的 差分 方法 中 会 碰 到 困难 。 但 是 ， 这 只 是 坐标 系 的 奇异 性 ，, 在 回转 体 的 内 
部 ， 作 为 三 维 问题 本 身 在 那里 并 没有 奇异 性 。 当 以 变 分 原理 (或 守恒 原理 ) 为 基础 来 离散 化 
时 , 上 述 困难 自然 地 不 出 现 。 这 种 对 于 不 同 坐 标 系统 的 适应 性 也 是 有 限 元 法 的 一 个 优点 。 
对 于 平面 问题 的 有 限 元 方法 只 须 稍 作 修 改 便 可 用 来 解 轴 对 称 问题 ， 为 了 便于 套用 既 有 
结果 , 把 变量 ", : 改 记 为 z，%, 并 且 象 1 么 .3.1 节 中 一 样 ,把 问题 (14.4.1) 稍稍 推广 为 


7@ -人 去 [e( 下 ) +6 p( 下 ) | -名 przazm 


+| [ 坊 ra2 一 gu j2mz 吸 十 访 区 一 Po 2mz] 一 极 小 
《20， 内 一 小 
在 7z 平面 内 采用 三 角 齐 分 和 线性 播 值 ， 同 于 $ 14.2， 不 同 之 点 只 是 现在 要 计算 基 孙 数 
及 其 导数 的 乘积 以 2 为 权 的 积分 , 因此 要 用 8$14.2 的 表 芭 .2，14.4。 应 该 记 住 , 这 里 的 三 角 
面 元 所 代表 的 实际 上 是 三 维 空间 里 具有 下 相应 的 单元 分 析 如 下 
二 ， 面 元 C= (4i，43，43) 
工 工 9 《C C 
7o- 下 读 [e( 品 ) +B( 到) |- -名 pmzdzaw~ > 罗 G8 Un 一 8 0 
o 扩 一 2mzo(Bmmi 十 8656)/2Do 二 2m(3co 十 mi 二 zi)yDo(T+3s)/120 
Jo 一 2r(3co 二 ci)FDo/24， oo 一 二 (ca 十 oW 十 oa) 


(14.4.6) 
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2. 线 元 B- (4， 4 
了 一 | -一 723 -wz| 2z20s~ 1 和 7 一 袜 5w 
0 一 2m 7TLA6 
8 铬 一 2 (2mo 十 oz9T/6，mo 一 末 (六 十 可) 
3， 扣 元 4 一 (4 
| 一 pu)2mro]s 一 可 一 0 
ct 一 0 
0 人 一 2zrzoDp， Zo 一 0 
此 处 1 就 是 点 4 的 刀 坐标 。 
总 体 合成 方法 与 蔡 .3.2 节 同 。 
注意 在 参考 平面 (, 2) 中 的 面 、 线 ,点 通过 旋转 一 般 地 生成 三 维 空间 中 的 回转 体 、 面 、 线 ， 
即 上 升 一 维 。 但 也 有 例外 , 如 原 问题 中 还 含有 集中 于 > 轴 上 的 线 源 或 点 源 项 , 即 在 能 量 积分 
(4.4. 且 中 再 增加 线 项 (一 mdz 及 点 项 3( 一 gw) , 当 转化 到 参考 平面 中 去 时 , 这 些 项 保持 


不 变 ， 应 该 加 到 能 量 积 分 (14.4,5) 中 去 。 注意 它们 不 含有 因子 2zr， 这 是 因为 在 厂 .上 的 
点 和 线 经 旋转 后 保持 不 变 ， 并 不 上 升 一 维 。 对 于 (14.4.5) 中 增添 的 这 些 项 的 处 理 全 同 于 
14.3.1 节 。 

对 于 轴 对 称 问题 还 有 简化 的 处 理 方案 即 单元 系数 xi，0 照 用 844.3 的 公式 ， 但 普遍 
滋 以 因子 2mxzo，2o 为 每 个 单元 的 顶点 妈 ( 即 mm) 的 算术 平均 值 。 


去.4.2 本 征 值 问题 


连续 介质 振动 系统 的 自 振 频 率 和 振 型 问题 归结 于 枯 圆 方程 的 本 征 值 问题 。 它 和 边 值 问 
题 相仿 , 也 有 等 价 的 变 分 原理 ,对 此 有 限 元 法 是 同样 适用 的 。 

以 弹性 膜 为 例 , 取 v(w, 急 为 平衡 态 时 弹性 位 移 ，B 为 膜 内 张力 (给 定 的 系数 )， /为 载 检 
分 布 , 则 膜 的 平衡 方程 就 表 为 (14.1.16) 中 的 第 一 式 。 (4.1.16) 中 的 第 二 、 三 两 式 则 表达 了 
边界 上 以 及 内 部 交界 上 的 平衡 条 件 ,9 表示 边界 上 的 线 状 载荷 分 布 , 7 表示 边界 弹性 支承 的 
强人 性 系数 。 在 动态 时 , 命 V 一 wz，y%, 雪 表 示 弹 性 位 移 , 则 膜 体 的 运动 方程 是 

0220 D nb OO oo0 
0 0- 确 -( 款 8 起 + 而 8 动 )/ 
比 平 衡 方程 多 了 一 个 惯性 力 项 p- 与 闪 ， po=p(2, 9) 为 单位 面积 的 质量 ， 相 应 的 边界 条 件 仍 
担 , 即 


到 《68 到) -8 呈 ) 
用 8 到 + 一 9 


在 作 自 由 振动 时 , 所 有 的 载荷 及 强加 条 件 都 为 0, 因此 方程 和 边 值 条 件 都 成 为 齐 次 的 , 即 
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0D200 D 6 0 0W 
4 6 一 (二 8 弄 + 站 8 珊 )-0 


5 (8 各 六 (6 冯 ) 
0 8 下 +owr0 
4 一 0 
在 形成 驻 波 的 时 候 , 解 wzc，y% 妨 可 以 表 为 
WO 动 一 6 uCO， 幼 
w 为 自 振 频率 , v(z，9) 为 相应 的 振 型 , 以 此 代入 上 式 即 得 关于 ww 及 的 方程 ( 命 人 一 o2)。 


f 2 -( 基 8 到 + 六 8 融 )- 一 Xpu 
五 《8 采 ) -(8 瑟 ) (14.4.6) 





了 0: 8. 胞 十 员 =0 





人 泛 4 一 0 


这 样 一 组 齐 次 方程 显然 有 解 v 反 0, 但 是 这 种 零 解 在 物理 上 是 不 感 兴趣 的 。 关 键 在 于 仅 当 参 
数 入 取 某 些 特定 值 ( 叫 做 本 征 值 ) 时 ,这 组 方程 才 有 非 零 解 一 一 叫做 本 征 函 数 。 所 谓 本 征 值 
问题 就 是 要 求 定 出 本 征 值 和 相应 的 本 征 函数 。 在 这 里 本 征 值 给 出 膜 的 自 振 频率 w= 入 ， 
相应 的 本 征 函 数 给 出 振 型 。 
命 


全 -| 仁 [ (至 ) +8( 杂 4) jaem 十 | 工 7uads (14.4 .7 


全 


IN 


这 是 两 个 二 次 齐 次 泛 函 。 可 以 证 明 ， 本 征 值 问题 (14.4.6) 等 从 于 下 列 商 泛 函 的 变 分 问 
题 L] 


本 1 


puadzdy (14.4.8) 





五 (U) 
六 。，v=0 (14.4.10) 
这 就 是 说 ， 在 一 切 满 足 边界 条 件 (14.4.10) 并 且 不 恒 为 0 的 函数 类 中 使 v 达到 临界 的 函数 
4 就 是 本 征 函 数 , 相应 的 值 vb 即 痢 界 值 就 是 本 征 值 。 
按照 有 限 元 法 ,在 三 角 齐 分 下 , 通过 单元 分 析 和 总 体 合 成 ,二 次 泛 函 了 力 , 下 可 以 分 别离 
散 化 成 为 两 个 二 次 齐 次 函数 


由 = 了 gu 一 临界 值 一 和 (14.4.9) 


革 


已 ( 屿 全 WU 0 QU (14.4. 巧 ) 
上 (了 ) 心 五 (1， 0 UN ) - 亏 C502L (14 .4 .12) 


如 果 采 用 三 角 前 分 和 线性 播 值 则 有 单元 分 析 公 式 (14.3. 工 节 )。 


ve mcmeerw-- -oemmeme 厂 em 
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1. 面 元 CO= (4，4， 4。) 


Ze 的 -有 [8( 咎 ) +A( 避 ) 匣 ~ 到 人 pw 
Bu 人 wO- 四 pozdz 罗 ~ 于 ,六 om 


ON 0 6 况 2 
co 多 ~ | je 嫩 融 +8 和 -io 帮 - (emp+B5E)12Do-d 


cp- | | pkwvaem=oDod+8o)/24 
号 


2， 线 元 也 = ( 4， 43) 


Zip(V) 一 一 | 末 mads 于 COP)olaly 
五 p() 一 0- 子 六 Ci 


名 一 | Nds=pDoG+86)124 下 

c 沪 一 0 
仿照 14.3.2 节 的 原则 进行 累加 就 得 到 两 个 二 次 型 (14.4.1L~ 世 ) 然 后 按照 14.3.3 节 , 设 强 
加 的 零 边界 条 件 (14.4.10) 作用 于 节点 4 4 ”3 4 沁 

2 一 0， 2 一 2， …， 寻 (14.4.13) 

从 as， cy 两 阵 各 自 删 去 第 站 ，…，jx 行 和 相应 的 列 , 同时 将 变数 如 ， …，?zx, 删 去 相应 的 分 
量 ， 设 对 余下 的 各 元 素 按 原 顺序 重新 编号 ， 就 得 到 两 个 新 的 二 次 型 (为 了 方便 仍 沿 用 原来 的 
记号 ) 


X 
局， UN) 一 宫 ,canl 0b 一 CQ (4 .4.14) 
五 (Ca，，…，?Wy) 2 CU CU 一 01 (14.4.15) 


这 里 六 一 No 一 Mi 阵 妈 = foo 通常 为 正定 或 半 正 定 ,C= [oo] 为 正定 于 是 变 分 问题 (14.4.9 
~10) 就 离散 化 成 为 多 元 商 函数 的 临界 值 问题 


Ja … 二 盏 全 oay 一 临界 值 一 G4.4.16) 
所 谓 (wa，…， wy) 关 0 使 Vv 达到 临界 是 指 (Ca，…，wx) 满 足 临界 方程 
Tu 人 (4.4.17) 


相应 的 v 值 叫做 临界 值 , 记 为 。 由 于 
9 7T- 才 (二 - 闷 ( 膏 D--52 有 可 


Dll DU\ 百 / 52 Du 
| 


并 且 (ua， 9 WN ) 关 (， 故人 14.4.17) 相 应 于 





由 于 
8 3 2 > 


故 (14.4.17) 可 以 表 为 


oou=》 衬 om 4 一 1 ，…， 人 六 (14.4.18) 
用 和 失 阵 记号 则 为 
4 一 和 CU (14.4.19) 


这 组 齐 次 方程 仅 当 》X 取 一 些 特定 值 (叫做 本 征 值 ) 时 才 有 非 零 解 一 一 叫做 本 征 向 量 。 这 样 ， 
微分 方程 本 征 值 问题 (14.4.6) 最 终 离散 化 为 代数 本 征 值 问题 (14.4.19) 。 对 于 后 者 有 标准 
的 数值 解法 ; 兄 第 十 章 。 


14.4.3 平面 弹性 问题 


平面 弹性 问题 在 物理 上 有 两 类 ， 即 平面 应 变 间 题 和 平面 应 力 问题 ,两 者 有 统 -的 数学 形 
设 在 wy 方向 的 平面 位 移 分 布 为 ww, 急 ，v(4z, 幼 ， 由 此 派生 应 变 张 量 sx，smw，sys 
em 和 应 力 张 量 czo，aew，cyz，cwmwo 

sc-= 列 ， su 一 en 到 ( 训 + 史 ) 二 4.4.20) 
和 
azz 一 x8zs 十 (a 一 26) su=a - 末 二 (ze -28) 强 


二 人 二 958) 二 二 号 加 和 (14.4.21) 


2V 
0 B( 末 十 到 
o， 8 为 介质 系数 , 可 以 依赖 于 ww 9%W， 甚 至 可 以 有 间断 。 在 平面 应 变 问题 中 
有 五 (一 区) 8- 太 
( 工 一 22) ( 工 士 2) ET 
九 为 介质 的 杨 氏 模 量 ， 7 为 波 玖 松 比 。 在 平面 应 力 问题 亦 即 薄板 的 纵向 ( 板 内 ) 变 形 问题 中 


了 1 五 风 
工 一 和 2 2 二 2) 0 


4 一 妨 (2,， 9) 为 板 的 厚度 。 在 两 种 情况 下 应 力 张 量 的 物理 解释 是 有 所 不 同 的 , 在 此 不 去 深究 。 

在 平面 内 任 取 红 长 单元 ls 如 图 葵 .140 所 示 )， 规 定 其 法 向 余 苞 为 ve， ww， 切 向 余 弦 为 
7z 一 一 为 ，m 一 pz， 于 是 位 于 ds 正法 向 一 侧 通 过 凤 作用 于 负 法 向 一 侧 的 弹性 力 ( 以 单位 长 度 
计 /) 在 2 y 方 问 的 投影 为 





(14.4.22) 


人 一 


2a0zz 十 270zy， 2a0yz 十 2Cowy (14.4.24) 
在 法 向 及 切 向 的 投影 则 为 


Gas 十 20oVa2y 十 Oo， GozyaTz 十 Goy(2ety 十 DryTs) 十 Ooyy2yTy (14.4.25》 


ra PH 9 





56090 


《 sa 民 y) (ve Yy) 


ds 





图 14.10 图 14.11 


在 弹性 体 所 占 的 区 域 2 内 任 取 一 个 子 域 忆 (图 14. 革 )， 设 在 2, 9 方向 的 平面 载荷 分 布 
为 jj 于 是 有 


遇 (yeazs 十 2yaa)ds -| | 7dzgg 
和 (paove 十 raw)ds 一 人 记 adzady (14.4.26) 


这 就 是 积分 形式 的 平衡 方程 , >。。 z 思 表 示 9 也 上 的 外 法 向 余弦 。 利 用 高 斯 积分 公式 就 可 以 导 
些微 分 形式 的 平衡 方程 


-( 营 + 等 )-/ 


-( 2 末 2)- 户 


(4.4.27) 


这 里 应 力 分 基 cc, oow ov om 用 说 ， 死 ， 下， 殉 的 表达 式 (14.4.21) 代 入 , 即 得 到 两 


个 未 知 函 数 w % 的 二 阶 权 圆 型 方程 组 。 为 了 定 解 , 应 在 边界 99 给 定 两 个 边界 条 件 。 一 般 
地 可 以 把 32 分 解 为 三 个 互补 的 部 分 
00 王 7 0o 二 73 十 ZL3 


在 Lo 上 ,位 移 全 固定 , 取 已 知 的 分 布 


U 一 多， 力 一 明 (14.4.28)》 
攻 7 上 ,位移 半 固定 。 和 常见 的 条 件 是 固定 法 向 位 移 
名 一 2 十 2 一 4 (14.4.29) 
这 时 还 要 补充 一 个 切 向 应 力 的 边界 条 件 , 其 一 般 形 式 有 如 
aesysTs 二 oo(2stT 十 To) 十 ayyVyTy 一 一 9I(ToU 十 TD) 十 0r (14.4.30) 


恒 约 定 ws，*y 为 外 法 向 余 芝 , re 一 一 2 瑟 一 2 为 切 向 余弦 , (>，z 构 成 一 个 局 部 的 右手 坐标 
系 。 右 端 一 7(zw 十 to) 一 一 mlr 表示 切 向 的 弹性 反 力 ， 弹 性 系数 9 这 0，9* 为 线 状 切 向 载 
荷 。 

在 Za 上， 位 移 全 自 由 。 这 时 需要 补充 两 个 应 力 边 界 条 件 , 其 一 般 形 式 有 如 
yeOecr 十 70zmy 一 一 (aa 十 9oy0) 十 dz 人 4 4 311) 
ya0yz 十 2y0oy 一 一 (yz 十 go0) 十 Gy 

弹性 系数 ro， ?ev，7rm nr 形成 一 个 对 称 半 正 定 和 矩阵， 给 z 及 Y 方向 的 弹性 反 力 ，9e 9 为 
两 个 方向 的 线 状 载荷 。 
当 介 质 系数 w，B8 有 间断 时 , 在 其 间断 线 荆 上 通常 假定 两 侧 的 位 移 连 续 
t 一 2 一 人 + (14.4.32) 





这 时 尚 应 满足 两 个 交界 条 件 即 应 力 平衡 方程 


(yzcux 十 ZoGzy) 2 (zzG zz 十 2yGzy) 人 


(14.4.33) 
(scye 中 2ZyCyy) 本 (zz ye 十 2ZyGoy) 

有 0 人 有 一 种 是 接触 的 缝 除 六 ,在 其 两 侧 法 向 位 移 连 续 

(p2 十 DO) 一 一 (Da 十 Do0) + (14.4.34) 
而 切 向 自由 ,可 有 滑 移 。 这 时 应 满足 一 个 交界 条 件 , 即 法 回应 力 平 衡 
(azz22 十 2022po2y 十 ay) 一 (aa 十 2G2ypeDpy 十 Gyy22 0) (14.4.35) 
还 可 以 有 脱离 接触 的 缝 距 2， 即 两 侧 位 移 完全 自由 。 这 时 应 分 别 满足 

(zazz 十 2oyGzy) “一 0， (pzozz 十 2y0ay) “一 0 (14.4.36) 


(pzoyz 十 2y0y) 一 0， 《eayz 十 pyaw) 一 0 

即 无 应 力 状 态 。 

以 上 设 缝 除 mi，7a 都 相当 窄 ,几何 上 可 以 视 为 相 重合 。 

可 以 证 明 , 以 上 的 平衡 方程 连同 其 全 部 边界 条 件 等 价 于 下 列 变 分 问题 即 最 小 势能 原理 ， 


7 人 @ 可 -| 全 区 ee+rem)248(e5 一 eeo)] 一 (fo+Po) | azm 


加 
本 


下 (Testl 十 20mUO 十 7oy0 1) 《92 十 9y0) | 4s 一 极 小 0 


70， 人 一 2 一 人 
7 ，DMWU 十 20O 一 凡 
7。 (2 十 2o0) 一 (2 十 Do0) 

注意 所 有 关于 应 力 的 边界 条 件 和 交界 条 件 都 是 目 然 边界 条 件 , 在 变 分 问题 中 可 以 不 列 , 因此 
情况 大 大 简化 。 些 外 , 在 介质 间断 线 卫 上 约定 位 移 取 单 值 , 因此 位 移 连 续 条 件 (14.4.30) 保 
证 满足 ， 故 不 作为 强加 条 件 列 出 。 反之 , 在 缝 际 ，Za 约定 位 移 取 双 值 ,在 局 上 有 一 个 约 
束 (14.4.31), 作为 强加 条 件 列 出 , 在 志 上 则 无 约束 。 此 外 , 在 厂 上 的 积分 可 以 统一 为 Ta 
上 的 形式 ， 例如 rz 一 9rTz，71oy 一 人 rrTsTy， yy 一 人 7rT， de 一 dr7Tz，dy 一 dr7Yyo 


对 称 性 处 理 


当 问 题 具有 一 定 的 对 称 性 时 , 可 以 把 定 解 区 域 简 缩 。 应 该 指出 这 里 有 两 个 变量 w ww 是 
同一 个 位 移 向 量 的 两 个 分 量 。 所 谓 位 移 对 称 性 是 指 位 移 回 量 的 对 称 
性 。 例 如 说 位 移 左右 对 称 ( 对 称 于 直线 2 一 0) 是 指 位 移 向 量 对 于 镜 射 变 
换 z 一 一 Z，% 一 9 为 不 变 , 即 分 量 反 对称 而 分 量 v 对 称 ( 图 14.12) 

以 一 0 9 一 一 U(Z，2) 

儿 一 0 4) 一 VCZ， 甸 ) 
见 图 。 显 然 可 见 , 只 有 当 定 解 区 域 , 介质 系数 以 及 Y 方向 的 裁 荷 和 位 移 
边界 条 件 为 左右 对 称 以 及 z 方向 的 载荷 和 位 移 边 界 条 件 为 左右 反对 称 
时 才能 保证 位 移 向 量 场 的 左右 对 称 性 。 这 时 定 解 区 间 可 以 简 缩 一半 。 
注意 对 称 轴 zw 一 0 本 来 不 是 边界 而 在 简 缩 后 成 为 边界 。 在 其 上 由 忆 2 的 正 反 对 称 性 得 到 





图 14.12 
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交加 Oo 
Y 一 人， 人 人 


其 中 第 一 个 v=0 是 强加 条 件 , 在 科 缩 后 需要 增补 为 强加 增补 ,第 二 个 到 一 0 是 自然 边界 条 

件 , 不 必 增补 。 一 般 说 来, 在 作对 称 性 简 缩 时 ， 在 对 称 轴 上 应 增补 一 个 法 向 位 移 为 零 的 强加 

条 件 。 
离散 化 


仍旧 采用 三 角 剂 分, w(z, 力 ，o(z, 仿 在 各 单元 上 分 别 采用 线性 插值 。 为 了 方便 ,将 各 
乒 匹 41， 4 “””? 4 的 位 移 


V1， 01， wa， 02， ， ?No ON 
统一 记 为 
201， 人 3，28，W4， 202 -1，20274 
即 
?一 记 38-1，，， 0 一 28 (14.4.38) 
缝 辽 的 处 理 同 于 蔡 .3.3 节 所 述 ， 即 多 上 的 点 元 和 线 元 都 一 分 为 二 ， 分 别 给 予 编 号 和 位 移 : 仅 
其 几何 坐标 相同 。 


. 面 元 分 析 C= (41，42，-43) 
yo-|| 仁 [La(ssz 十 sy)2 十 48 (sz 一 8zz8o)] 人 (Ja 十 思 v) | azm 


人 


把 积分 号 下 的 二 次 项 玫 为 对 称 形 式 
2 2 
Qt(gzz 十 ceyy)2 十 48(ezm 一 src8y) -以 瑟 二 更 ) +8( 双 5 一 全 C 吕 品 


Or ay ar 
Du \ 0 人 0 00 Du Do 
- 扩 武 ) +R( 动 ) To-28) 下 而 + 到 如 


0 0 0 0 DO \2 Do \3 
0 20) 到 下 十 8( 现 ) +o( 到 ) 
用 线性 捅 值 
本 Bo 弘 wsv an 
人 0 Dr 2 Dr 》 2w 之 外 2w 
0 0 0 0 
中 八 局 OA， 丈 ~ Zoo- co- 


oa B, fs 方 均 取 常 数值 。 于 是 


罗 了 


5 外 一 0 十 2 多 =onoy 十 d 
0 多 一 0 十 c 人 0 的 一 D000N 十 0 
太一 疡 Do/6， 2 生 一 户 Do/[6 
5=au/2D 50=B/2Do c= -(a--28)/2Do。 d= 一 5= 一 6/2D。 
著 CO= (4 4 4)， 顶 点 标号 为 放 的 位 移 w 4 已 统一 记 为 ar- ar 一 二 2 3， 
因此 合成 暴 加 公式 是 





GC 人 十 Ca Ta 1=>Gan tn 
G 人 十 Gan -Ton 二 >Gan Tan 
C 介 十 Con an 1 一 >qan2n1 
0 扩 十 Gan nj 一 Qane an 
D 十 Don 1 一 >0on 1 
8 名 十 job 
翁 7 一 1，2，83 
2. 线 元 分 析 中 = (41，42) 
可 以 统一 考虑 为 Zs 上 的 形式 即 
va 一 | 二 (za 二 270ow00O 十 ov027 一 《9 二 Gov) ja 
用 线性 搬 值 
VAN 之 WU 0 人 之 0 
”zz，7ayz，?jp，9z，9y 均 取 第 数值 , 于 是 


二 。 
wy 5 一 就 ， 学 [cg 十 fp 十 Co006 十 0 人 oo 一 [gbw, 十 2o] 
9 了 一 全 


q 信 一 zz 人 二 85)/6， 8 久 一 7 了 (十 35)/ 6 
C& 扩 一 7oo 了 人 十 /6， ac 入 一 TooDLT0o)716 
0 人 一 0o77]2， 0 人 2 一 0 了 /2 
车 了 = (4 4)， 即 顶点 标号 为 m, mw 时 ， 合 成 累加 公式 与 面 元 情况 相同 ,不 予 熬 述 ， 
但 妈 7 一 刷 2。 
3， 点 元 分 析 4 = (43) 
有 些 问 题 的 能 量 积分 可 能 含有 氮 项 如 


4 一 [ 专 (Haat2 十 2HUow200 十 Ho 一 (2 十 DyO) | 、 


1LLxze 和 ay， 为 点 弹性 支承 系数 ， Or 2 为 点 载荷 。 这 已 经 是 离散 的 形式 。 命 操 4= 4 的 
位 移 为 ?24，21) 
4 一 了 (人 wo 十 C 人 wo 十 CDPoae 十 q 各 oa01) 一 《0 人 2 十 202) 
[由 =jin， 多 = 生 =， 者 = 
” =Do， 0 思 一 和 

车 4= (4,,) 即 顶点 标号 为 则 合成 累加 方式 也 同 面 、 线 元 相同 ,但 包 9=1L。 

关于 强加 条 件 的 处 理 , 这 里 要 比 14.3.3 节 复 杂 。 

对 于 To 上 的 点 元 , 设 其 标号 为 如 则 (14.4.28) 表 为 


028_1 一 2 202 一 (14.4.39) 
对 于 石上 的 点 元 , 设 其 标号 为 丸 则 (14.4.29) 表 为 
2 NO21 十 2 8200 一 Wo (14.4 .40) 
在 石上 的 每 点 有 “ 正 交 负 ” 两 个 点 元 , 设 其 编号 为 瑟 六 则 (14.4.34) 表 为 
2z ,10281141 十 2yN2038 一 ra,10311 一 21202 一 0 (4 .4 .4 ) 


( 攻 .4.39~ 针 ) 一 起 构成 了 强加 条 件 方程 组 , 如 蔡 ,3.3 节 中 所 述 的 一 般 形 式 (14.3.14) 


vc rr redeggEIE 机 各 和 ri 机。 :Yieotr 生 21 Heyag = Tri 和 省 全 a0ge 人 
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因此 , 可 以 用 逐个 分 析 强 加 条 件 点 的 方法 来 逐步 形成 有 关 的 条 件 系 数 阵 C，Q@, 阵 人 当然 也 
是 稀 朴 的。 按照 拉 格 朗 日 乘 子 法 ,最终 定 解 的 系数 阵 (14.3.J5) 是 


| 硒 
局 
考虑 一 种 重要 的 特殊 情况 , 即 在 边界 上 不 受 任何 强加 的 条 件 。 这 时 (14.4.37) 成 为 无 条 
件 变 分 问题 
了 UL， -| 全 [a(sxz 十 sy)2 十 48(08a 一 sez8o) 中 一 (fo 十 广 0) je 四 
-中 (cx 十 gas 一 极 小 (14.4.42) 


这 是 退化 半 正 定 的 情况 。 对 应 于 (14.4.22) 的 齐 次 问题 一 一 即 命 记 = 户 =0, 9e=w=0 
Tale 四 = 人 信 [e(es 二 em? 二 28( 的 一 sum)]az 四 一 极 小 (4.4.49) 





有 三 个 非 零 基 本 解 ， 
呈 0 = 一 V/ 二 
os=0 0 三 | 0 
任意 非 零 解 可 以 玫 为 这 三 个 基本 解 的 线性 组 合 ，“ 
| (4.4. 和 5) 
人 一 六 一 60. 
这 表示 不 受 约束 不 受 载荷 的 弹性 体 的 平衡 解 可 以 是 也 只 能 是 刚性 平移 加 旋转 。 
在 非 齐 次 的 情况 , 问题 (14 .4.42) 有 解 的 充 要 条 件 即 协调 条 件 是 
|Pazm+| dzds 一 0 - (14.4.36) 
| 什 产 aoey+| qds 一 0 加 (14.4.47) 
oz-arpoazao+ | 人 (44.4.48) 


这 表示 只 有 当 外 载荷 的 合力 和 合力 托 为 零 时 , 不 受 约束 的 弹性 体 才 能 达成 平衡 。 当 此 协调 
条 件 被 满足 时 , 任意 两 个 解 可 以 相差 一 个 刚性 运动 即 (14.4.45)。, 

以 上 变 分 问题 (4.4. 人 各 ) 或 G44.4.43) 自然 是 在 一 切 具 有 一 定 光 滑 性 使 积分 (14.4.42) 
有 意义 的 位 移 函 数 类 8 中 定 解 的 。 在 离散 化 后 则 是 在 8 的 子 类 ( 即 一 切片 状 线性 的 位 移 承 
数 类 ) 中 定 解 , 问题 (14.4.42) 或 (14.4.48) 分 别 变 为 


在 蜂 中 定 @ 切 使 得 (4 划一 极 小 (44 和) 
在 S 中 定 (w 切 使 得 ok 划一 极 小 04.4.50) 


它们 又 分 别 等 价 于 非 齐 次 或 齐 次 的 线 代 数 方程 组 
仙 CO + Co 一 0 人 


2 (4.4. 轩 ) 
-人 z 0 电 
包 CD + 总 ap 一 0 














Na 8 C2 


(14.4.52) 


No Ag 
员 3 
全 Cg 2 廊 十 人 0 一 
一 一 二 


注意 齐 次 变 分 问题 (14.4.48) 在 8 内 的 通 解 (14.4. 和 5) 是 线性 的 ， 因 此 也 尾 于 其 子 类 
S'， 因 此 离散 化 后 的 齐 次 问题 (1t4.4.50) 即 (414.4. 员 ) 的 通 解 则 样 是 (14.4.45)， 同 时 也 说 明 
了 离散 问题 ( 址 .4.49) 和 (14.4.42) 一 样 也 是 退化 半 正 定 ,而且 具 有 相同 的 “退化 度 ” 3 一 一 
相当 于 三 个 基本 解 (44.4.44) 。 按 照 线 代数 的 理论 , 非 齐 次 问题 (14.4.49) 即 (14.4.54) 有 解 
的 充 要 条 件 为 右 项 向 量 (89)，Bce)) 与 齐 次 问题 的 基本 解 向 量 (即将 (14.4.44) 离 散 化 ) 相 正 
交 , 因此 得 三 个 协调 条 件 


们 一 0 (14.4.53) 
名 82-0 和 
福 G2P 一 ob) 一 0 (14.4.55) 
类 似 于 (4.3.25), 可 以 证 明 , 如 果 单 元 分 析 中 涉及 广 , 户 , 9 9 的 计算 是 准确 进行 的 话 , 则 有 
六 
52 一 | jaz 吧 十 | 。 qzds (44.4.56) 
4 
pp-|| 记 和 t+ wu G4.4.57 
名 1 929 儿 ee 


衬 G5PP 一 2 的 ) =-| | (yj 一 ztz 十 属 (os oom (4.4.58) 


4 


因此 原始 的 协调 条 件 (14.4.46~ 48) 自动 保证 离散 的 协调 条 件 (14.4.58~55) ， 从 而 保证 离 
散 方程 组 (14.4. 印 ) 有 解 而 任意 两 个 解 相差 一 个 刚性 运动 (14.4.45) 。 这 里 再 一 次 显示 了 有 
限 元 法 在 “特性 保持 "方面 的 优点 。 

在 实践 上 , 由 于 对 7 思 ， g。 多 作 了 近似 处 理 而 条 件 (14.4.53 一 56) 可 能 不 严格 成 立 ， 


RN (1 ) 
0 一 &1 


RN 
芝 1D 一 as 
《= 
旦 po 一 cp2) -aa 
这 时 可 对 2，2” 加 以 调整 即 

2 全 一 0 一 Cn 二 2 

002 一 六 十 oo 人 0 所， 4 一 1 No 


这 里 常数 gc，2，" 是 方程 组 


LO 


， 2 ， 2 人 二 
， oem weiPeec 一 一 一 人 
一 -一 一 am -rthpiNNEE 本 99 一人 Cr 





GO06 
的 解 , 而 新 的 玉 满足 (14.4.53~.55)。 有 关 退 化 平面 弹性 问题 的 代数 解法 可 以 参考 [全 。 


14.4.4 二 次 插值 的 应 用 


三 角 元 的 二 次 揪 值 法 (44.2.5 节 ) 与 线性 捅 值 法 一 样 ， 对 于 二 阶 枯 圆 型 问题 包括 边 值 问 
题 和 本 征 值 问题 是 普遍 适用 的 。 下 面 仅 以 814.3 的 问题 (14.3.1)( 稍 加 推广 ) 为 例 来 说 明 


7 民品 ) re 人 加) oa]-mjem ， 


+| [去 re 一 ] 家 十 六 [ 一 2 一 极 小 
0，V 一 化 
进行 离散 化 时 ,首先 注意 插值 节点 除了 全 部 点 元 外 还 包括 全 部 线 元 的 中 点 。 需要 对 全 
部 插值 节点 进行 编号 , 也 就 是 要 对 全 部 点 元 和 全 部 线 元 进行 统一 的 编号 , 相应 未 知 数 就 是 
Ui，2W3 MtUy， 太一 No 二 Ai 
人 参照 葵 .3.1 和 芭 .2.5 节 可 得 单元 分 析 和 合成 公式 如 下 : 
5 面 元 C 一 (4 4 43) 


4 习 0 AD 
性， 一 一 0 有 
U 语 Wye 之 人 Dr 一 六 一》 37 各 2 2y 
| 3 | _ | 、 工 So yy， NTO) 
Ja- 中 生 了 ,6 ) 十 ?7 | Jrada0 dg 本 ,名 史 Wi 了 拉 2 


B_.22i 0Uj 上 Bi DO 
P- 儿 6 DZ 2 Re 23y 一 一 十 ?7020 |ww=- 一 CQ 


网 Jpdrd 


关于 基 范 数 的 积分 问题 见 后 。 
吉 C 的 三 顶点 的 统一 编号 为 a， ma ya 而 相应 的 对 边 中 点 的 统 - -编号 为 me， 9 时 ， 
则 在 合成 时 应 按 下 式 累 加 
Ci 十 Co = 人 Con， 
10 十 0 =>0， 全 7 一 1 6 
2. 线 元 了 = (41， 42) 
up。 红 w 


一 
本 3 
站 人 -| 让 :一 ov]@e 一 于 为 ov 一 六 2 


(已 ) -一 


， ( 妇 
Cjf -| TOH2j0S 一 08 


2 和 一 | IsS 


若 卫 的 两 顶点 统一 编号 为 mm， 而 其 中 点 的 统一 编号 为 we 时 ， 则 合成 时 的 累加 公式 
为 和 
0 十 on 一 Gun， 
0 十 国人 7 二 2, 3 





3. 点 元 4 一 (da) 


妈 一 2 


本 二 
./ 一 六 HL 一 zu] 本 7 Ci 一 0 人 oa 


一 用 

若 点 元 4 的 统一 编号 为 由 ， 则 合成 时 的 累加 公式 为 

加 CE》0 人 
0 十 访 ,一 > 六， 

在 以 上 单元 系数 的 积分 表达 式 事实 上 是 一 般 的 , 在 不 同 的 播 值 方法 中 , 只 是 基 函 数 选取 
的 不 同 。 关 于 积分 的 计算 , 正如 在 44.2.5 节 来 段 所 指出 , 可 以 采取 数值 积分 的 方法 , 它 有 通 
用 的 优点 ,便于 把 不 辐 的 插值 方法 统一 在 -- 个 程序 里 。 这 里 基 函 数 及 其 导数 都 有 重心 坐标 
的 玫 达 式 (14.2. 梧 ~16)，( 和 .2.18~ 芭 9)， 因 此 可 用 择 .2.4 节 表 世 .5~6 所 列 的 适当 精度 
的 数值 积分 公式 。 即 使 对 于 线性 插值 也 可 以 采用 数值 积分 , 而 不 用 14.3.1 节 中 所 列 的 单元 
系数 的 明显 公式 。 

对 于 三 角 痢 分 线性 播 值 , 每 个 面 元 有 三 个 对 应 于 顶点 的 未 知 数 , 总 体 方程 的 未 知 数 总 数 
为 Wo 即 点 元 个 数 。 在 二 次 擂 值 , 每 个 面 元 上 未 知 数 从 三 个 增 至 六 个 , 但 这 并 不 意味 着 总 体 
未 知 数 比 线性 情况 增 至 二 倍 ， 事实 上 ， 这 时 未 知 数 总 数 为 Wo 十 Wi。 根据 近似 比例 Wo: 和 3: 
Ni=1:2:3( 见 芭 .2. 革 节 ) 可 知 Wo+Wi=No+3No=4NWo 增 至 四 倍 。 因此 , 用 线 元 中 点 参 
数 插值 一 般 是 比较 “ 费 ” 的 , 但 这 只 是 相对 于 同一 剖 分 而 言 。 事 实 上 , 插值 精度 的 提高 意味 着 
削 分 有 放 粗 的 可 能 。 实 践 表 明 , 在 达到 同一 合理 精度 要 求 的 情况 ,用 粗放 分 二 次 插值 比 用 细 
前 分 一 次 揪 值 的 未 知 数 总 数 往往 要 省 得 多 ， 从 而 有 可 能 大 大 压缩 解 题 的 规模 。 这 一 点 对 于 
本 征 值 问题 尤其 重要 。 这 是 因为 ， 当 称 阵 阶 数 较 高 而 又 要 求 定 出 多 个 本 征 值 和 本 征 向 量 
”时 ,计算 方法 上 还 有 较 大 困难 。 
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附录 “算法 语言 BOY 简介 


BOY 是 汉语 拼音 Bianyi Chengxu Yuyan( 编 译 程序 语言 ) 的 缩写 。 BOY 语言 在 很 多 
方面 都 与 ALGOL 语言 相似 ， 但 是 删 去 了 ALGOL 中 的 一 些 不 太 常 用 的 成 分 (如 递归 ， 固 有 
“ 量 等 ), 不 再 把 量 区 分 为 整数 型 和 实数 型 ， 此 外 ,增加 了 一 些 成 分 ,满足 了 符号 加 工 和 数位 运 

算 的 需要 ， 并 使 数组 与 数组 之 间 的 传送 比较 方便 。 这 里 将 通俗 而 扼要 地 介绍 算法 语言 
BOYG@, 其 目的 是 帮助 读者 看 懂 本 书 前 面 一 些 章节 中 所 附 的 程序 。 本 附录 是 以 参考 资料 中 ] 
为 依据 编写 的 。 


8S$1 概 述 
本 节 是 算法 语言 BOY 的 一 个 册 影 ， 从 中 可 以 看 到 用 BOY 描述 计算 问题 的 概 狐 。 下面 
用 一 些 简单 的 例子 来 加 以 说 明 





例 1 ， 依 次 计算 
CO 一 4 十 妃 
是 二 区 
一 一 序 -十 2.6025 
站 一 W 信 十 咏 


7 一 -1.5sinz 十 ind 十 |z|) 
在 BOY 中 ，, 惠 可 用 如 下 四 个 计算 语句 、 表示 : 
贞 汪 下 区 你 
(X_YT)7/(XKxY) 十 2.6025 一 >2; 
8 SQRT( 和 人 2--Y 个 2)=Ri 
_1 5xSSIN(X) TSLNCLATSABS(CX))-F 
可 以 看 出 , 计算 结果 一 律 写 在 右面 , 并 用 赋值 号 “一 代替 等 号 , 乘 号 改 用 “* ， 寡 次 放 在 “个 
之 后 , 此 外 ,初等 函数 前 面 加 上 了 专用 符号 ”3$ ,其 变量 一 律 放 在 圆 括号 内 。 各 个 语句 之 间 都 
用 分 号 相隔 。 
例 2， 计 算 函 数值 
_ [一 王 ( 当 和 一 0) 
[1 十 和 3 ( 当 拉 疡 0) 
要 说 明 的 是 ， 成 是 一 系列 复杂 运算 的 结果 ， 编 制程 序 时 无 法 预料 其 正 负 ， 应 作 两 手 准 
备 。BOY 中 的 “条 件 语句 ”可 以 完成 这 一 任务 : 
若 双 <0 则 1 一 信人 2 人 2Y 否 1 二 又 个 2->Y 
这 里 的 汉字 落 . 则 、 否 是 BOY 特别 约定 的 , 也 是 一 个 基本 符号 。 为 突出 这 一 点 ,印刷 时 一 律 
用 黑体 , 书写 时 在 该 字 下 划一 横 线 , 汉字 符号 约 有 30 个 。 


口 训 际 上 是 介绍 BOY- 乙 ,因为 本 书 的 全 部 计算 程序 都 采用 BOY- 乙 编制。 


er .are reg -oasmhPos-uaer = ~- 





例 3， 计 算 


亿 一 十 有 


ee 
万 二 要 


耳 
人 呈 .205 


要 说 明 的 是 : 互 和 4 都 是 前 面 计算 的 结果 ， 有 可 能 出 现 了 一 4 一 0 的 情况 , 这 时 不 必 自 
从: 上, 仅 需 算 4。 在 BCY 中 , 可 用 转 语 名 来 实现 : 
若 卫 一 A 一 0 则 转 BB 否 1 ( 卫 一 A) 一 O; 
CO 十 B-> 有 又， GO 一 B=>Y; 
BB， 了 /5.205 一 Z 
上 面 的 BB;， 称 为 "标号 ， 转 BB 称 为 " 转 语句 ， 其 意义 是 终 断 正常 的 计算 顺序 ， 直接 转 
去 执行 标号 BB 后 面 的 语句 。 在 上 例 中 则 跳 过 C++B 一 又 和 已 一 BY 立 两 个 计算 语句 。 
例 4 设 有 4, 刀 两 组 数 ,各 由 50 个 数组 成 。 
4 = ( 4， 42， ””“” 45o)， 了 = (Di1， P2， 四 记 o) 
要 求 计 算 
(U) C 一 4 十 2B， (一 ，2，…，50) 
(2) 8 一 41pB: 二 42pB2 十 … 十 45oBao 
这 时 可 用 循环 语句 实现 。 对 于 (六 有 
对 于 工 = 工 到 50 步 长 荆 执 行 A[ 也 十 2xBI CD 
应 该 注意 的 是 : 下 标 工 永远 写 在 方 括号 内 ，A 上 称 为 "下 标 变量 “。 上 例句 指出 工 是 “循环 
参数 ， 它 从 工 开始 , 每 次 增加 工 ( 步 长 ), 直到 50 止 ; 并 且 对 于 每 一 个 工 值 ,执行 后 面 的 那个 
语句 (A 可 十 2*B[ 光 Of) 都 被 执行 一 次 。 类 似 地 , 对 于 (2 的 计算 , 可 写作 
0 一 RS; 
对 于 工 = 工 到 50 步 长 工 执行 A[]*B[ 十 S=>S8 
这 里 的 $ 开始 取 值 0， 其 后 对 每 个 工 把 范 积 A 思 *BUD] 累 加 到 SS 上, 最 后 就 是 50 个 乘积 之 
和 。 ， 
容易 明白 , 例 4 中 的 4, 了 DB,C 都 代表 由 50 个 数组 成 的 一 个 数组 (BCY 中 称 为 场 ) 但 是 例 
工 中 的 4，2，C 却 代表 单个 变量 (BCY 中 不 再 区 分 它们 是 实数 还 是 整数 ， 一 律 称 为 简 变 )。 
我 们 知道 , 在 计算 机 作 计 算 处 理 时 , 单个 变量 和 一 个 数组 有 很 大 的 差别 。 因 此 哪些 量 是 单个 
变量 , 哪些 量 是 数组 , 应 在 程序 中 分 别 说 明 。 下 面 ， 我 们 用 BGY 对 例 生 作 较 详细 的 描述 ; 
始 简 变 $; 
场 A,，B,O[1:50]; 
输 十 A，B 
对 于 I= 工 到 50 步 长 了 执行 
AT[ 十 2x*B[ 了 一 CUH; 
0 一 S; 
对 于 工 = 工 到 50 步 长 上 执行 
As*B[LDUD 十 S=>S; 
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印 SC 停 555 

终 

上 面 是 一 个 完整 的 BOY 程序 , 它 以 始 开头 , 终结 尾 , 并 将 “说 明 ” 放 在 前 头 。 例 中 有 两 个 
说 明 ， 即 “ 简 变 8 和 “ 场 A，B，G[1:50]”， 它 们 指出 本 程序 中 的 昌 是 单个 变量 ， 而 A，B, O 
则 是 各 有 50 个 数 的 数组 。 在 BOY 中 , 循环 参数 是 不 需要 说 明 的 。 “ 输 十 A，B” 称 为 “输入 
语句 ”, 它 把 十 进 制 数据 4，B( 根 据说 明 , 它们 各 有 50 个 数 ) 输 入 计算 机 , 等 待 进一步 的 运算 
处 理 。“ 印 8，C” 称 为 “印刷 语句 ”， 它 把 结果 8 和 C( 共 看 个 数 ) 以 十 进 制 形式 打印 出 来 , 因 
此 印 也 可 以 写 为 印 十 。 停 后 的 编号 称 为 停机 编号 , 不 同 的 编号 可 以 区 分 不 同位 置 设置 的 停 
机 。 停 机 编号 也 可 以 略 而 不 写 。 


$2 BOY 中 的 几 种 主要 成 分 


”在 进一步 介绍 之 前 ， 首 先 指出 : 在 程序 中 用 以 代表 不 同 运算 对 象 的 名 字 ( 如 A,，B, 也， 
BB, 工 等 ) ,其 最 一 般 形 式 是 以 字母 为 开头 的 字母 .数字 的 组 合 , 如 
Beijing，xia，W4e，c08s，Va 
都 是 名 字 。BOY 中 约定 用 0 代替 字母 9, 其 目的 是 不 与 数 0 相 混淆 ; 此 外 , 还 约定 字母 不 论 
大 号、 小 写 , 也 不 论 写 在 上 半 行 或 下 半 行 ,都 看 作 是 同一 个 符号 , 例如 a 与 A 相同 , Mx 与 mx 
相同 ，xis 或 a2 与 X12 相同 。 


2.L1 条 件 语 名 


条 件 语 名 的 一 般 形 式 是 
车型 ~ 了 下 则 所 否 8 
其 中 "ET~ 了 2 称 为 “条件 汪 “~ ” 则 是 <， 和 ，= 这 三 个 关系 符 中 的 任何 一 个 ; S1 和 和 忠 都 
是 一 个 任意 的 语句 。 当 条 件 满足 时 , 执行 路 (不 执行 82) ,反之 执行 中 (不 执行 届 )。 
下 面 是 几 点 补充 说 明 : 
( 山 条 件 中 的 了 天，I2 可 以 是 表达 式 。 例如 
2xN--1<M 或 0.001<8ABSCB[K]71/4) 
(2) 中 或 82 中 的 任何 一 个 可 以 是 “ 空 语句 ”( 即 不 写 任 何 符号 ) 。 例 如 , 把 尽 变 为 尽 的 
绝对 值 , 可 写作 ， 
若 和 <0 则 一 和 一 否 (这 里 的 否 不 能 省 去 ) 
或 
著 0< 和 入 则 否 _X-3X 
(3) 条 件 语 句 中 的 8 和 和 B 距 还 可 以 是 条 件 语句 。 例如 , 要 印 出 A，B,，9O 三 个 数 中 最 大 
的 一 个 , 则 可 写作 : 
若 A<B 则 若 B<O 则 0 人 MAX 否 B>MAX 
否 若 A<O 则 CO=MAX 否 A 一 MAX 
印 MA 
上 面 的 第 一 个 句子 可 理解 为 具有 如 下 结构 ， 
若 A<B 则 8 否 82 
其 中 中 是 ， 若 B<Q 则 O=>MAX 否 B 僵 MAX 
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82 是 ， 车 A<O 则 C=>MAX 否 A=>MAX 
在 计算 过 程 中 , 将 根据 条 件 只 执行 81 或 82。 如 果 执 行 亿 ， 亦 将 根据 条 件 只 执行 传送 语句 
0-MAX 或 B->MAX; 如 果 执行 82， 则 只 执行 (二 MAX 或 A 一 MAX, 因此 , 不 论 执行 了 
. 于 一 个 传送 语句 ,都 认为 整个 条 件 语 句 已 被 执行 完毕 , 往 下 都 应 执行 其 后 的 印刷 语句 。 

在 实际 计算 中 , 条 件 语句 可 以 层 层 套 堆 , 组 成 很 复杂 的 逻辑 判断 。 

(4) 按 定义 ,条 件 语句 中 则 和 否 后 面 的 8 和 82 都 是 一 个 语句 。 但 是 , 在 某 些 条 件 下 ， 
可 能 需要 邮 时 执行 多 个 语句 , 这 时 需 引 入 复合 语句 和 分 程序 的 概念 。 


2.2 复合 语 名 和 分 程序 
复合 语句 的 一 般 形 式 是 : 
始 8S1; 8S2; …; SN 终 
其 中 SIG= 二 2 …， 这 ) 是 各 种 语句 。 
始 D1，D2; …，DM; SRS; 82; 3; SN 终 
其 中 DI(I=1 2 …，M) 是 各 种 说 明 , 8J(= 二 2 …， 芭 ) 是 各 种 语句 。 根 据 定义 ， 分 程序 
与 红 末 尾 所 说 的 一 个 (完整 ) 程序 的 形式 完全 相同 。 因此 , 一 个 分 程序 可 以 就 是 一 个 程序 
(在 BOY 中 , 一 个 复合 语句 也 可 以 是 一 个 程序 )。 需 要 强调 的 是 : 一 个 复合 语句 或 一 个 分 程 
序 也 可 以 看 作 是 一 个 语句 。 因 此 条 件 语句 中 的 则 汪 生 所 网 国 尖 ”个 请 作风 全 全 下 全 磺 
名 或 分 程序 。 
例 1 有 三 个 量 D0, D1，D2, 若 Do 为 负 , 则 需 改 变 D1 和 D2 的 符号 。 这 时 可 用 BOY 
语句 写作 
若 DO<0 则 始 -- Di 一 D1l;i 一 D2-=>D2 终 否 
例 中 是 用 一 个 复合 语句 作为 则 后 的 语句 。 
例 2， 有 三 个 量 TA, TB，TC, 若 TA 为 负 , 则 需 交 换 IB 与 TIG 之 值 。 这 时 可 写作 
著 0 和 ITA 则 否 
始 简 变 Di; 
TB 一 D; TO0 开 B; D 一 TO 
终 
例 中 是 用 一 个 分 程序 作为 否 后 的 语句 。 
一 个 复合 语句 或 分 程序 可 以 看 作 是 一 个 语句 的 概念 极为 重要 ， 它们 是 构成 更 为 复杂 的 
语法 现象 的 基础 。 其 后 , 我 们 将 不 止 一 次 地 使 用 这 个 入 念 。 
最 后 ,我 们 指出 , 在 一 个 分 程序 开头 的 说 明 , 只 在 本 分 程序 内 有 效 ,因此 可 以 随意 选用 名 
字 , 而 不 管 它 是 否 与 分 程序 外 的 名 字 相 同 。 显 然 , 该 分 程序 外 面 有 联系 的 量 不 应 在 这 个 分 
程序 内 说 明 。 
例 : 
始 简 变 D, TA，TPB，TO; 
输 十 TA, TB,，TC; (2xTB- 二 TO / 工 A 一 D; 
若 开 A 一 0 则 
始 简 变 D; 


7 alias Tea 





TB=>D; TC=>TB;D 一 TO 
终 否 ; 


终 


上 面 的 程序 是 一 个 分 程序 形式 ， 其 中 条 件 语 中 的 则 与 否 之 间 也 是 一 个 分 程序 。 外 分 程序 中 
把 D 和 TA 等 量 说 明 为 简 变 , 但 内 分 程序 中 又 把 了 重新 作 了 说 明 。 根 据 分 程序 内 的 说 明 只 
在 本 分 程序 内 有 效 的 原则 ， 内 分 程序 中 的 语句 了 TB-D 仅 把 TB 值 黑 予 内 分 程序 说 明 的 D， 
而 与 外 分 程序 说 明 的 D 毫 不 相干 。 因 此 外 分 程序 中 印 出 的 了 还 是 (2?*TB 十 TO)VTA 的 值 。 
如 果 外 分 程序 中 对 了 没有 说 明 ， 则 条 件 语句 后 的 印刷 语句 内 不 能 出 现 D。 换 名 话说 ,在 外 
分 程序 中 的 印刷 语句 不 能 直接 印 出 在 内 分 程序 中 说 明 的 量 。 在 内 分 程序 中 没有 被 重新 说 明 
的 量 ( 例 中 是 TB，TO) 依然 按 外 分 程序 的 说 明 起 作用 。 


2.3 场 的 说 明和 使 用 


在 8 例 4 中 ， 我们 已 经 看 到 ， 场 A[1:50] 表示 由 50 个 数组 成 的 一 组 数 ， 下 标 变 量 
A[ 菇 ,AII+ 妇 分 别 表 示 这 组 数 中 的 第 工 个 和 第 I2 个 数 。 下 面 再 作 进一步 的 介绍 。 

设 平面 上 有 Y 个 点 : 已 (T 也，Pa(Xo 了 了) PC 了 了 x)。 如 果 把 这 个 点 
的 坐标 排列 成 b 了 ， 和 2 了 了 >， …， 到 了 wy， 并 定义 场 和 YERHL:A, 二 2， 则 .下 标 变量 
XYR[K, 电表 示 第 天 个 扩 的 第 工 个 坐标 ,例如 入 Y 且 [人 表示 了 入 1IRI2, 司 表 示 妈 2 
如 果 把 这 W 个 点 的 坐标 排列 成 帮 b 下， …， 全 w 了 了 2 了 工 xY， 并 定义 场 入 YV [LIL:2， 
1:W] 则 下 标 变量 又 YV[L KK] 表 示 第 互 个 点 的 第 工 个 坐标 ， 例 如 和 YV[L 2] 表 示 王 9， 
XYYVY[2, 如 表示 了 了 :。 

场 内 的 元 素 参加 运算 , 通 营 都 是 通过 下 标 变 量 进行 的 。 下 标的 个 数 应 与 场 说 明 中 的 维 
数 一 致 , 并 且 下 标的 取 值 要 在 相应 的 界 对 范围 内 。 例如 有 场 且 [0:5， 一 LN，3:7]， 则 下 标 
” 恋 量 可 写作 有 全 [I, J, 民 ]， 其 中 0 委 I 委 5， 一 1 委 J 系 N，3 入 人 六 7。 

下 面 三 种 特殊 情况 允许 仅 写 场 的 名 字 : 

输入 与 印刷 语句 ( 见 针 末 尾 的 程序 ) 

(2) 表达 式 送 场 : 一 般 形 式 是 

FE=->A ( 卫 为 表达 式 ，A 为 场 ) 
其 意义 是 把 表达 式 卫 的 值 送 给 场 A 的 每 一 个 分 量 。 例 如 有 场 了 [:2，0:3]， 则 0>Y 表示 
把 0 送 给 Y 的 6 个 分 量 中 的 每 一 个 。 

(3) 场 送 场 ， 一 般 形 式 是 
A- 人 中 (〈(A, B 都 是 场 ) 

其 意义 是 把 场 A 的 全 部 分 量 依次 送 到 场 卫 的 相应 分 量 中 。 一 般 要 求 A, 相 两 个 场 的 维 数 、 
大 小 相同 , 否则 按 下 述 原 则 处 理 : 若 A 的 分 量 个 数 比 卫 少 , 则 把 A 的 全 部 分 量 依次 送 到 B 
的 前 部 ; 若 和 的 分 量 比 号 的 分 量 多 , 则 把 A 的 前 部 分 量 依次 送 B, 直到 B 被 送 满 为 止 。 


2. 和 4 循环 语句 
循环 语句 中 最 当 见 的 形式 是 
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对 于 I=A 到 了 B 步 长 0 执行 
其 中 工 是 循环 参数 , 是 一 个 名 字 ; A 总 人 是 循环 的 终 值 , C 是 每 循环 一 次 时 工 应 
增加 的 量 。A，B, O 都 可 以 是 任意 的 表达 式 ; 8 称 为 循环 体 ， 它 是 一 个 任意 语句 (包括 复合 
语句 、 分 程序 和 循环 语句 )。 执 行 上 述 循 环 语句 与 执行 下 述 分 程序 等 价 : 
始 “ 简 变 工 人 也 ; 
A 一 TB 一 N，L-> 囊 ; 
ELL， 若 0 一 (TI 一 N)x3SIGN(B) 则 转 工 2 否 ; 
AS; 工 十 百 一 转 工 1; 
[> 
终 
因为 循环 参数 工 已 在 等 价 的 分 程序 内 被 说 明了 ,因此 不 必 ( 也 不 允许 ) 另 加 说 明 。 但 根据 分 
程序 内 说 明 的 量 仅 在 本 分 程序 内 有 效 的 原则 , 循环 参数 仅 在 该 循环 语句 内 起 作用 , 离开 该 笛 
环 就 失去 意义 , 这 要 特别 加 以 注意 。 
由 于 循环 体 可 以 是 一 个 任意 的 语句 ， 因此 可 以 出 现 很 复 迷 的 外 环 谋 套 形 z。 
例 ， 计 算 


Ci- 半 4B (= 2 …，M1) 


要 指出 的 是 ， 类似 的 计算 共有 10 组 , 它们 分 别 与 参数 开 = 一 10，-- 20,，…， 一 100 对 应 。 而 
且 每 组 的 45 与 盏 都 不 同 , 甚至 M，N 也 不 同 。 
下 面 是 实现 这 个 计算 的 一 个 完整 程序 。 其 中 假设 与 各 组 4w， 忆 相应 的 型 , 也 作为 
原始 数据 一 同 输入 , 因此 每 组 的 数据 共有 歼 . 太 十 六 十 2 个 , 排列 次 序 如 下 : 
NT 40 Bi 1 4 有， 4 证 
第 一 组 ( 改 一 一 10) ”第 二 组 ( 乓 一 一 20) 第 十 组 ( 互 = 一 100) 
始 对 于 玉 = 一 10 到 -100 步 长 一 410 执行 
始 简 变 M，Ni 
输 十 M, 到 
始 场 A[L:M, 1:N]，BTLI:N]，O[1:M]i 
输 十 A，Bi 
0 一 0 
对 于 I=1I 到 M 步 长 工 执行 
对 于 J=1 到 态 步 长 工 执 行 
AL 刀 *B[ 了 十 GODD; 
印 K, C 
侈 


终 ; 
停 33 
终 
下 面 是 对 这 个 程序 的 一 些 解说 ， 
(1 这 个 程序 的 开头 没有 说 明 ， 只 有 两 个 语句 (循环 语句 和 订 谱 名 这 是 复合 语句 构 
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成 一 个 完整 程序 的 例子 。 
(2) 第 一 个 循环 语句 的 循环 体 是 个 分 程序 。 它 由 一 个 说 明 ( 简 变 M，N) 和 两 个 语句 组 
成 , 其 中 第 一 个 语句 是 “ 输 十 M，N?”,， 第 二 个 语句 又 是 一 个 分 程序 (直至 印 区 ，Q 结束 ), 这 里 
使 用 分 程序 形式 是 必要 的 ， 因 为 场 A，B,， 9 的 说 明 依赖 于 M,，N， 因 此 必须 放 在 输入 M, 
之 后 。 如 果 场 说 明之 前 的 “ 始 " 不 写 , 将 导致 语句 后 直接 出 现 说 明 , 违反 了 关于 说 明 必 须 集 中 
放 在 一 个 分 程序 的 前 头 的 规定 ( 见 本 附录 2.2) 。 
(3) 在 内 分 程序 中 , 有 一 个 语句 “0 一 0”, 它 表示 场 O 的 下 个 分 量 的 值 都 变 为 零 。 此 外 
还 有 一 个 循环 语句 : 
对 于 J= 工 到 步 长 1 执行 
A[L 吃 *B[ 中 二 CGI 一 CT] 
在 语法 分 析 时 ， 这 个 语句 被 看 作 是 另 一 个 循环 语句 (对 于 I= 工 到 M 步 长 硅 执行 …) 的 循环 
体 。 亦 即 
对 于 I=- 工 到 M 步 长 工 执 行 
对 于 J= 工 到 机 步 长 工 执行 
AL Jj*BtJJ] +GCU 一 CCF[D] 
组 成 了 两 重 循环 ,并 且 它 们 又 被 嵌 套 在 最 外 面 的 循环 (对 于 开 = -10 到 --100 步 长 -10 执 
行 …) 之 中 。 因 此 这 个 程序 含有 三 重 循环 。 
由 于 循环 语句 在 执行 时 , 总 是 先 检查 循环 参数 的 当前 值 是 否 已 超出 终止 值 , 当 超 出 时 该 
循环 语句 就 算 执 行 完 毕 , 因此 , 下 述 语句 在 P>10 时 ,实际 上 不 作 什 么 计算 工作 ， 
对 于 天 = 王 忆 到 10 步 长 1.25 执行 有 
同 理 , 下 述 两 个 语句 也 是 等 价 的 : 
对 于 也 =0 到 25 步 长 3 执行 Si 
对 于 IL=0 到 24 步 长 3 执行 SL 
循环 语句 有 更 一 般 的 形式 : 
对 于 工 - 开 执行 8 
其 中 工 仍 为 循环 参数 ,8 仍 为 一 个 任意 语句 组 成 的 循环 体 , 但 工 是 一 个 “循环 元 表 ” 它 由 一 
个 或 多 个 (其 间 用 去 号 分 隔 ) “循环 元 组成。 循环 元 共有 三 种 形式 ; 
(四 卫 ( 卫 为 表达 式 ) 
(2) A 到 也 步 长 CQA,，B，9 为 表达 式 ) 
《3) 卫 当 HL~ JI 了 2 EL，E2 为 表达 式 ，~ 是 <， 释 ，= 这 三 个 关系 符 中 的 任何 一 
对 于 (2) , 最 常见 的 是 只 有 一 个 循环 元 , 这 种 循环 语句 已 在 前 面 介绍 过 了 。 
根据 (了 , 可 以 写 出 如 下 形式 的 语句 : 
对 于 P 了 =1 3，10, 50 热 行 0=>A[LPH 
这 时 将 0 送 入 A[, A[3],，Af10], A[50] 这 四 个 下 标 变 量 中 。 
带 条 件 的 循环 形式 (3), 其 意义 可 用 等 价 的 语句 来 表示 ， 执 行 循 环 语句 
对 于 工 = 卫 当 了 LIL~E2 执行 8 
与 执行 下 述 分 程序 等 价 : 
始 简 变 归 


个 ) 
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LTL， 了 ->L 
若 HL~E2 则 始 gS 转 0 终 否 
终 
要 指出 的 是 ,在 循环 元 表 中 , 上 述 三 种 循环 元 可 以 混合 出 现 。 例 如 ， 
对 于 J0=1 到 5 步 长 1 10 到 30 步 长 5 50, 100, 200 执行 印 V[JO] 
这 时 将 印 出 VI，V[2，…，V[ 和 ，VE0l，VH5]，…，Vf[30，V[50，V 人 00]， 
V[f200] 。 


2.5 开关 


为 使 程序 有 更 大 的 灵活 性 ， 引 进 “ 开 关 的 概念 。 例 如 有 一 运算 , 它 依赖 于 M,，NKN 两 个 参 
数 ， 而 这 样 的 参数 共有 3 组 (譬如 ，2 4，6 和 3, 7)， 至 于 在 一 次 计算 中 应 该 使 用 哪 组 参 
数 , 则 由 前 面 计算 所 得 的 互 值 来 决定 ( 璧 如 并 = 于 则 用 第 工 组 ; 到 一 2 则 用 第 2 组 , 王 =3 网 
用 第 3 组 )。 这 时 可 用 开关 来 实现 ， 
始 简 变 又 
开关 SABOTAA,， BB，CO]; 
，… 一 > 从 ; 
转 SABCTX]; 
AA，1->M; 2->N; 转 ABC 
BB，4 一 M; 6 一 N; 转 ABC; 
OO，3 一 M; 7 一 N; 
ABC，.…… 


上 述 程 序 中 的 开关 SABCLAA，BB，QCO] 称 为 开关 说 明 ， 其 中 SABO 是 这 个 开关 的 名 字 ， 
方 括号 内 的 AA，BB，COC 都 是 标号 名 字 。 转 SABO[ 双 ] 称 为 开关 语句 , 它 由 六 的 值 决定 
转 问 , 落 世 = 天 则 转向 开关 说 明 中 的 第 及 个 标号 。 例 如 互 =2， 则 徊 向 标号 BB。 


2.6 过 程 


不 少 的 计算 程序 往往 需要 在 不 同 的 地 方 完成 相同 (或 类 似 ) 的 计算 ， 这 时 可 把 相同 部 分 
的 程序 首先 编 出 , 并 给 它 一 个 名 字 , 其 后 需要 这 部 分 计算 时 , 只 需 写 出 这 个 名 字 , 这 就 是 过 程 
的 概念 。 先 编 出 的 公共 部 分 称 为 "过程 说 明 ”, 其 后 写 此 过 程 名 字 ( 即 调用 此 过 程 ) 称 为 “过 程 
语句 ”。 例 如 , 程序 中 需要 多 处 计算 复数 除法 ， 

力主 0) 
这 时 可 用 过 程 实现 
始 简 变 XL X2，Y1，Y2,， 2Z1，Z2， 
过 程 DIV; 
始 YI1 人 2TY2 人 2=>Z2; (XI1*Y1 二 X2xY2)71Z2->Z1; 

(X2xYT-X1xY2) /1Z2=>Z2 


= 
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AAA 2 
DIV; …; DIV; .… 
终 
上 例 中 的 


过 程 DIV; 始 YL 人 2 十 ,… 一 22 终 
便 是 过 程 说 明 , 它 指出 DIV 是 过 程 名 字 , 其 内 容 由 紧 接 其 后 的 那个 语句 ( 称 为 “过 程 体 六 给 
出 。 过 程 体 可 以 是 复合 语句 或 分 程序 ,也 可 以 是 一 个 普通 语句 。 过 程 说 明之 后 出 现 的 过 程 
名 字 DIV 便 是 过 程 语 句 , 执行 它 等 价 于 执行 过 程 体 
始 Y1 个 2 十 .…- 人 2Z2 终 
过 程 说 明 也 是 说 明 中 的 一 种 ; 因此 它 应 当 与 其 它 说 明 ( 如 简 变 说 明 、 场 说 明 、 开 关 说 明 等 ) 一 
起 放 在 分 程序 的 开头 。 正 式 的 计算 工作 是 从 说 明 部 分 之 后 的 第 一 个 语句 开始 的 。 上 例 就 是 
从 标号 AA 开始 。AA 前 的 那个 复合 语句 是 属于 过 程 说 明 的 ， 如 果 其 后 设 有 过 程 语 名 DIV 
调用 , 它 将 不 会 被 执行 。 
如 果 要 对 不 同 的 复数 作 除 法 , 譬如 
Ci 十 Ms 一 (4 二 443) (BT 二 Da) 
G 上 MiG3 一 (而 十 4 加 /1 (机 二 和) 
P, -上 HiP:= (Ci 二 0) /1(GN 二 Ga) 
”“ 则 上 述 形 式 的 过 程 是 不 够 方便 的 。 为 此 引入 有 参数 过 程 的 概念 。 这 时 可 写 出 如 下 程序 
始 “过 程 DIVICX1L X2，YL1，Y2，2Z4，Z2); 
值 X1, X2，Y1 Y2; 简 变 24，Z2， 
始 YL 人 2 二 Y2 人 2->Z2， 
(XTxY1 十 又 2xY2) /1Z2->21 
(X2xY1-XlsY2)1Z2->Z2 
终 
简 变 A1，A2，B1，B2，01，02，E1，E2，F1，F2，G1, G2，P1 P2， 
DIVI(A1，A2，B1，B2，0O1，02); 
DIVICE1 E2，F1，F2，G1,， G2); 
DIVI(O1， 02，G1L,， G2，P1，P2); 


过 程 DIVI(CX1，X2，Y1，Y2，24，Z2) 

值 XL X2，Y1, Y2; 简 变 Z4，Z2; 

始 YL 个 2 十 … 一 Z2 终 
是 有 人 参数 的 过 程 说 明 。 过程 名 字 DIVL 之 后 用 一 对 圆 括 号 指出 该 过 程 所 依赖 的 参数 (1， 
X2，Y1， Y2，2Z1，Z2) , 紧 接 其 后 的 “ 值 X1，X2，Y1，Y2” 和 “ 简 变 Z1，Z2” 都 称 为 参数 的 
“种 类 部 分 ”， 用 于 指出 这 些 参 数 属 何 种 类 ( 值 的 意义 将 在 稍 后 给 出 ,这 里 不 妨 理解 为 与 简 
变 一 样 ) , 种 类 部 分 之 后 的 那个 复合 语句 仍然 称 为 过 程 体 。 该 过 程 体 之 后 出 现 三 个 形式 相近 


搬 


”让 
1 可 
ee 





的 语句 , 其 中 第 一 句 是 
DIVI(A1，A2，B1，B2，O1， 09) 
它 表 示 调 用 过 程 DIVI， 并 且 要 用 这 里 的 参数 AT，A2，B1，B2，QC1,， C2 依次 替换 过 程 说 明 
中 的 参数 X1 和 2，YdT，Y2， 寺 ，Z2,， 其 结果 相当 于 执行 如 下 的 复合 语句 : 
始 B1 个 2-B2 个 2->C2; 
(Alx*B1 二 A2xB2)1C2->Cl 
(A2*BlT 一 Alx*B2)71/O2 一 >O2 
终 
即 实现 了 复数 除法 
Oi 上 Mi0O:= (4 十 4 /BiP:) 
类 似 地 , 其 后 的 两 个 过 程 语句 , 也 分 别 完成 了 复数 除法 , 得 到 结果 Ga+4s 和 疡 十 包 。 
上 例 可 以 清楚 地 看 出 , 过 程 说 明 中 的 参数 X1, X2，Y1，Y2, 21，2Z2 只 是 形式 的 ,它们 
~ 肯 可 以 是 其 后 的 Al，A2，B1，B2，01，C2， 也 可 以 是 FE1，F2，F1，F2，G1,，G2 等 ,因此 称 
为 形式 参数 ”， 而 过 程 语句 中 的 参数 称 为 “实在 参数 "。 
有 参数 的 过 程 说 明 比较 重要 ， 特 别 是 因为 它 把 本 过 程 所 依赖 的 全 部 人 参数 明显 地 展现 出 
来 , 因此 编制 各 种 算法 程序 几乎 都 使 用 过 程 说 明 形 式 。 
下 面 是 对 有 人 参数 过 程 的 一 些 补充 说 明 。 
(bb 过 程 说 明 中 的 形式 参数 , 其 种 类 包括 值 、 简 变 、 场 .开关 和 过 程 。 形 式 参 数 仅 在 该 过 
程 说 明 中 有 效 。 过 程 语 句 中 的 实在 参数 , 其 种 类 应 与 形式 参数 一 致 。 
(2) 形式 参数 为 值 时 ， 实 在 参数 可 以 是 表达 式 ( 包 括 一 个 简 变 、 下 标 变 量 或 常数 ) 。 在 
BOY 中 ， 调 用 过 程 时 ,， 遇 有 值 参 数 , 先 自 动 算 出 该 表达 式 的 值 ,并 送 入 过 程 内 部 定义 的 一 个 
简 变 中 , 其 后 , 过 程 体 内 的 有 关 运 算 仅 与 这 个 内 部 定义 的 简 变 打交道 。 值 参数 不 得 出 现 秆 赋 
值 号 一 的 右面 。 
(3) 形式 参数 为 场 时, 种 类 部 分 不 必 指 出 其 维 数 与 大 小 。 例 如 
始 过 程 SUM(CA, N, S); 场 A; 值 次 简 变 8$; 
始 0 一 8; 
对 于 工 =- 工 到 R 步 长 本 执行 
S 十 AL 上 一 8 
约 ， 


一 忆 ? 


简 变 Di 
场 XY[T1:1001， 
输 十 入 Yi 
SUM(XY,，100，D); 
印 D 

终 


尽管 形式 参数 的 种 类 部 分 中 场 A 的 维 数 与 大 小 不 场 说 明 那 样 _ 目 了 然 , 但 此 过 程 对 场 A 
的 要 求 是 明确 的 ( 即 场 A 是 一 维 的 , 且 至 少 有 太 个 分 量 ) 。 有 关 这 类 信息 ,一 般 都 在 该 过 程 
的 使 用 介绍 中 一 一 指出 。 

(和 开关 可 以 作为 过 程 参 数 。 这 主要 是 用 于 过 程 有 非 正 常 出 口 的 情况 。 例 如 
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过 程 GV(OH, M, FATIT); 
场 OH; 值 Mi 开关 FAII 


转 了 ATLT1]，.……: 
RS 转 FATL[2]; .……- 


光 过 程 在 编写 时 已 预料 计算 过 程 中 可 能 有 两 种 不 正常 情况 出 现 (如 迭代 不 收敛 或 矩阵 CB 
的 主 元 素 为 零 等 ), 但 本 过 程 不 便 作 进一步 的 处 理 , 需 终止 计算 , 交 回调 用 它 的 程序 处 理 。 因 
此 调用 该 过 程 时 , 应 该 有 一 个 开关 说 明 。 壁 如 
开关 RSW [FF1，H2] 

它 与 形式 参数 FAIL 对 应 , 并且 标 号 FE1 和 H2 标 出 的 语句 ， 全 全 人 和风 和 下 二 
情况 。 

由 于 BUY- 乙 不 允许 直接 使 用 标号 作 过 程 参 数 ， 因 此 本 书 中 的 一 些 程序 常 出 现 只 有 一 
个 标号 的 开关 作为 过 程 参 数 。 

《5) 一 个 过 程 可 以 作为 另 一 个 过 程 的 参数 , 从 而 使 过 程 具 有 更 大 的 灵活 性 。 

例 ， 用 矩形 法 计算 如 下 两 个 定 积分 的 值 : 


10 
S-|。 er200 ( 步 长 0.1) 
S:-| ya3.26az ( 步 长 0.09) 
抢 形 法 的 一 般 公 式 是 
8-| JJdz 袜 7e+ 出 
上 述 计 算 可 用 如 下 程序 实现 ， 





其 中 风 为 积分 区 间 (c， 刀 的 细 分 个 数 , 8 一 
始 过 程 INT(A，B, 机 8, N); 
值 A，B，N; 过 程 马 简 变 $ 
注 { 本 过 程 用 矩形 法 计算 定 积分 S=- | Be)az, 其 中 N 是 区 间 (4， 可 的 细 分 个 数 , 过 程 了 Co 切 用 于 计算 被 和 
函数 , 由 使 用 者 提供 , zx 是 积分 变量 , 函数 值 放 在 y 中 } 
始 简 变 再，Y3; 
0-8S; (B 一 A)/N 一 HH; 
对 于 I=- 工 到 步 长 工 执行 
始 耻 (A 十 Ix*H Y); S 二 Y=2>8 终 ; 
HxS=>8 
终 ; 注 { 过 程 IJNT 的 说 明 完毕 } 
过 程 EU0(X， Y); 值 双 ; 简 变 《YY 
8EXP( 一 和) 一 Yi 注 { 本 过 程 仅 一 个 语句 } 
过 程 FJ1(X，Y); 值 和 Xi 简 变 Yi; 
又 * 又 /3.20-Y; 。 注 { 本 过 程 仅 一 个 语句 } 
简 变 和 81; 。 注 { 全 部 说 明 完 } 
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TNT(0 10，F0,，S,，100); 
TNT(1 2，H1 8S1，50); 
印 S, 8 
终 
例 中 过 程 INT 以 过 程 了 为 形式 参数 ， 但 种 类 部 分 中 对 过 程 玉 没 有 进 一 步 的 说 明 ( 也 没有 指 
出 是 否 带 参 数 , 但 在 注 中 已 给 使 用 者 作 了 明确 的 交待 )。 不 过 作为 实在 参数 的 过 程 E0 和 开 
是 有 完整 的 说 明 的 ,并 且 它 们 已 按 注 中 提出 的 要 求 编制 。 

顺便 指出 , 例 中 的 名 字 8 ， 既 是 形式 参数 ， 也 是 实在 参数 , 这 是 巧合 ,不 能 因此 省 去 了 实 
在 参数 8& 的 说 明 , 因为 形式 参数 与 实在 参数 完全 不 同 ， 而 且 形 式 参 数 仅 在 过 程 体 中 有 定义 。 
根据 本 附录 2.2 最 后 例子 指出 的 量 的 有 效 范 围 和 同名 量 处 理 的 原则 ， 执 行 这 里 的 第 二 个 过 
程 语 名 

TINE(IL 2， 了 4L，81,， 50) 


时 ,尽管 它 调用 的 过 程 体 中 有 形 凿 估 数 8 但 决 不 影响 第 一 个 过 程 语句 中 已 计算 出 来 的 实在 


参数 8 的 值 。 因此 打印 出 来 的 8 还 是 | 。o-* az 的 值 。 
(6) BOY- 乙 中 已 有 若干 常用 算法 (如 解 线 代数 方程 组 等 ) 的 标准 过 程 说 明 ， 使 用 者 不 


必 再 作 说 明 就 可 以 调用 。 这 种 过 程 的 名 字 之 前 都 有 一 个 专门 的 符号 $ ， 详 见 参考 资料 [dj。 


参考 资料 
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